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VORWORT 


Das dem Leser vorgelegte Buch stellt eine Erweiterung von Vorlesungen über 
mathematische Physik dar, die ich im Laufe der letzten Jahre vor Mathematik- 
studenten der Leningrader Universität gehalten habe. 


- Wie die meisten Lehrbücher auf diesem Gebiet enthält das vorliegende Buch 
nur die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen, fast. ausschließ- 
lich zweiter Ordnung. Natürlicherweise nehmen die am weitesten entwickelten 
und für die Anwendungen wichtigsten. drei Gleichungstypen — die elliptischen, 
parabolischen und hyperbolischen Gleichungen — in einem solchen Buch den 
ersten. Platz ein. 


Die zuletzt genannten. zwei Gleichungstypen. lassen sich, zumindest im Loka- 
len, als abstrakte gewöhnliche Differentialgleichungen auffassen, welche die 
gesuchte Funktion außerdem unter dem Symbol eines elliptischen Differential- 
operators.enthalten. Daraus kann man ableiten, daß der elliptische Typ den 
grundlegenden Gleichungstyp für die klassische mathematische Physik darstellt 
und daß man das Studium gerade mit diesem Typ beginnen muß. 


Im Buch offenbaren sich die besondere Bolle und der hohe Entwicklungsstand 
der positiv-definiten Probleme (d.h. der Probleme mit einer positiv-definiten. 
Energie). Diese lassen sich leicht mit der Variationsmethode behandeln, wobei 
es gelingt, auf natürliche Weise den Begriff der verallgemeinerten Lösung einzu- 
führen. Ein derartiger Zugang ermöglicht es, ohne zusätzlichen Aufwand die 
Lösungen vieler positiv-definiter Probleme zu erhalten und. damit sofort weit 
über den Rahmen eines klassischen Lehrbuches hinauszugehen. 


Ich halte es für zweckmäßig, vor der Behandlung der nicht stationären Glei- 
chungen und der Fovriegschen Methode die Theorie des Eigenspektrums für 
positiv-definite Operatoren darzulegen, was mit Hilfe der Variationsmethode 
leicht möglich ist. Auf der Grundlage dieser Theorie wird das gemischte Rand- 
wertproblem für nicht stationäre Gleichungen gelöst: Die FougIersche Methode 
führt auf die Entwicklung nach dem Eigenspektrum, wodurch sich ohne große 
Mühe eine Begründung dieser Methode über den Begriff der verallgemeinerten 
(in gewissen Fällen auch der klassischen) Lösung geben läßt. Die Spektralzer- 
legung benutzen wir auch für die Lösung des CAvot#vschen Problems; für die 
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Gleichungen mit konstanten Koeffizienten — die Wärmeleitungs- und die Wel- 
lengleichung — läßt sich dieses Problem allerdings einfacher und hinreichend 
allgemein über die koordinatenweise FOURIER-Traxisformation lösen. 

Einen ihr gebührenden Platz nimmt im Buch auch die Potentialtheorie ein. 
Wie man nämlich z. B. an den DricHterschen und NzumAnnschen Problemen 
für die LArtaoe-Gleichung im Falle eines unendlichen Gebietes oder am Pro- 
blem der Richtungsableitung erkennt, kann man sich nicht nur auf positiv- 
definite Probleme beschränken. Die potentialtheoretische Methode behandeln 
wir am Beispiel der Laptaor-Gleichung, da sie sich hier leichter anwenden läßt 
und sofort überzeugende Resultate liefert. 

Die gesamte Darlegung erfolgt für den allgemeinen Fall eines mehrdimensio- 
nalen Raumes. j 

Die oben genannten Aspekte führen zu folgendem Aufbau des Buches. Der 
Haupttext ist in sieben Teile von unterschiedlichem Umfang gegliedert. Die 
ersten drei Teile haben vorbereitenden Charakter; dem Teil II (‚‚Elemente der 
Variationsrechnung‘‘) kommt außerdem eine gewisse selbständige Bedeutung zu. 
Der etwas kürzere Teil IV enthält den notwendigen formalen Apparat sowie die 
Formulierung der Grundbegriffe und die Aufgabenstellung für die wichtigsten 
Probleme. 

Teil V ist umfangmäßig der größte, was sich voll und ganz durch die beson- 
dere Rolle der elliptischen Differentialgleichungen erklären läßt. Wir heben in 
diesem Teil das letzte Kapitel hervor, das dem Problem der Richtungsableitung 
in einem zweidimensionalen Gebiet gewidmet ist, einem Problem, dessen Index 
von. Null verschieden sein kann. 

Im Teil VI werden die Wärmeleitungs- und die Wellengleichung sowohl mit 
konstanten als auch mit variablen. Koeffizienten untersucht. Eine Vereinigung 
beider Gleichungen in einem Teil erscheint mir sinnvoll: Ungeachtet der unter- 
schiedlichen Eigenschaften lassen sich beide Gleichungen mit analogen Methoden 
lösen. Der umfangmäßig kleine Teil VII ist dem. Korrektheitsbegriff bei Pro- 
blemen der mathematischen Physik gewidmet. 

“ Das Buch enthält außerdem vier kurze Anhänge, in denen einige neuere 
Ideen und Ergebnisse aus der Theorie der partiellen. Differentialgleichungen 
dargelegt sind. Von. mir stammt lediglich der Anhang 1. Die Herren W.M. 
Basgıtscuh, W.G. Mazsa und I. J. BAKELMAN haben sich freundlicherweise 
bereit erklärt, die übrigen Anhänge zu verfassen; ihnen möchte ich hiermit auf- 
richtig danken. 

Die Konzeption und den Hauptinhalt dieses Buches habe ich wiederholt mit 
meinen Kollegen vom Lehrstuhl für mathematische Physik an der Leningrader 
Universität, der von Akademiemitglied W.I. Sumzxow geleitet wird, erörtert. 
Ihnen allen möchte ich meine tiefe Dankbarkeit ausdrücken. Zu besonderem 
Dank bin ich den Herren W.M. BagırscH und W. G. MazsA verpflichtet, deren 
Hinweise ich an mehreren Stellen des Buches benutzt habe. Auf ihren Über- 
legungen sind insbesondere die Ausführungen über die Lsapunow-Flächen im 
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Kapitel 18 aufgebaut. Weiter möchte ich meinen Hörern I. N. Kroız, S.M. 
Mixssew und K. G. SEMJONow für die Hilfe bei der Vorbereitung des Manuskrip- 
tes danken. Schließlich bin ich dem Redakteur des Buches W. W. Arustow 
zu Dank verpflichtet, der das Manuskript sehr aufmerksam gelesen und wesent- 
lich zu dessen Verbesserung beigetragen hat. 


Leningrad, Januar 1968 S. MicHLin 


VORWORT ZUR DEUTSCHEN AUSGABE 


Beim Aufbau des vorliegenden Lehrganges habe ich mich von zwei srundsätz- 
lichen Überlegungen leiten lassen: 


1. Gegenwärtig kann man nicht die Theorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen darlegen, ohne in vollem Umfang das Arsenal der Ideen und Mittel der 
Funktionalanalysis auszunutzen. 

2. In einem Lehrgang der mathematischen Physik spielen die elliptischen Glei- 
chungen die dominierende Rolle. Bei den Änderungen, die ich für die deutsche 
Ausgabe geschaffen habe, war ich bemüht, den genannten Tendenzen ver- 
stärkt Rechnung zu tragen. 


Ich will die wichtigsten Änderungen aufzählen: 


Bei einer Reihe von Sätzen sind die Formulierungen verbessert und die Beweise 
vereinfacht worden. 
Der Zusammenhang zwischen den Begriffen der verallgemeinerten und der steti- 
gen Ableitungen ist ausführlicher dargestellt worden. 
Der Begriff der verallgemeinerten Divergenz wurde eingeführt und mit dessen 
Hilfe genau beschrieben, wie man die Eurzrsche Gleichung im Falle mehrerer 
Variabler aufzufassen hat. . 
Es wurde ein Kriterium dafür angegeben, daß ein Element des Hırzerr-Rau- 
mes zum energetischen Raum eines gegebenen positiv-definiten Operators ge- 
hört. 
Der Satz über die höheren Ableitungen des Volumenpotentials wurde verbessert: 
Wir beweisen, daß diese Ableitungen einer gewissen Lirschitz-Klasse angehö- 
ren, wenn die Dichte des Potentials aus einer analogen Klasse genommen wird. 
Schließlich haben wir den Charakter der Anfangsbedingungen beim CAVoRY- 
Problem für die Wellengleichung mit variablen Koeffizienten näher unter- 
sucht. 

Es ist mir eine Freude, die hohe Qualität der Übersetzung hervorzuheben, die 
von Prof. Dr. F. KuuxaRr, Prof. Dr. S. PRÖSSDoRF und Dr. B. SILBERMANN vor- 
trefflich ausgeführt wurde. 


Leningrad, Januar 1972 S. MicHLIN 
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EINFÜHRUNG 


Die mathematische Physik ist ein Teilgebiet der allgemeinen Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen. Die Bezeichnung „Mathematische Physik“ 
rührt daher, daß dieses Teilgebiet aus der Betrachtung einiger einfacher und 
wichtiger Probleme der Physik entstanden ist. Wir betrachten einige dieser 
Probleme. 


1. Das Problem der schwingenden Saite. Wir nehmen an, daß die 
Ruhelage einer Saite mit der x-Achse übereinstimmt und die Schwingung 
derselben in der vertikalen Ebene erfolgt. Auf Grund irgendwelcher Ursachen 
sei die Saite aus dem Gleichgewichtszustand gebracht worden. Eine solche 
Ursache kann z. B. ein auf die Saite erfolgter Stoß sein. Dabei ändert die Saite 
ihre ursprüngliche Form; jeder Punkt der Saite erfährt einen gewissen Aus- 
schlag. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daß der Ausschlag senk- 
recht zur x-Achse und ständig in ein und derselben x, v-Ebene erfolgt (s. Abb. 1). 


| 
zen. 
Abb. 1 

Die Ordinate % liefert dann die Abweichung der Saite von der Ruhelage. 
Offensichtlich ist v eine Funktion zweier Veränderlicher — des Punktes x und 
der Zeit t: u= u(, i). Wir setzen voraus, daß die Saite homogen ist, einen 
konstanten Querschnitt besitzt und daß zur Zeit > 0 auf die Saite keinerlei 
äußere Kräfte einwirken; außerdem soll die Saite nicht debhnbar sein und keinen 
Widerstand gegen Biegung besitzen. Dann kann man zeigen, daß die Funktion u 
der linearen partiellen Differentialgleichung 


Mu 1 u 


Pr ar u 


2) 


genügt. Dabei bedeutet @ eine von den physikalischen Eigenschaften der Saite 
abhängige konstante Größe. 


2 Einführung 


Gleichung (1) beschreibt die tatsächlichen Vorgänge genähert und ist nur im 
Falle kleiner Ausschläge der Saite anwendbar. Sie heißt Wellengleichung mit 
zwei unabhängigen Veränderlichen oder Saitenschwingungsgleichung. 

Schwierigere physikalische Probleme führen auf Differentialgleichungen, die 
mit Gleichung (1) eine gewisse Ähnlichkeit besitzen, aber von komplizierterer 
Gestalt sind. So werden die Transversalschwingungen einer dünnen Membran, 
welehe in der Ruhelage ein Gebiet der x, y-Ebene einnimmt (s. Abb. 2), unter 

" 


Abb. 2 


entsprechenden Voraussetzungen durch folgende partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung beschrieben: 
u 0°u 1 u 
0x? = öy: Em’ 

Gleichung (2) heißt Membranschwingungsgleichung oder Wellengleichung mit 
drei unabhängigen Veränderlichen. Ähnlich wie die Saitenschwingungsgleichung 
beschreibt auch Gleichung (2) nur kleine Schwingungen der Membran. 

Die Wellengleichung mit vier unabhängigen Veränderlichen hat die Gestalt 

ou u u 1 0% 

Fr öy? Tata 8) 
Diese Gleichung bestimmt z. B. das Geschwindigkeitsfeld eines schwingenden 
Gases, wenn man voraussetzt, daß die Gesehwindigkeiten der Gasteilchen klein 
sind und außerdem ein Potential besitzen; letzteres bedeutet, daß eine Funk- 
tion u existiert derart, daß für den Geschwindigkeitsvektor v eines Gasteilchens 
die Beziehung v = grad u silt. 

2. Wir betrachten einen homogenen festen Körper und stellen uns vor, daß 
ein gewisser Teil seiner Oberfläche erhitzt wird. Dann entsteht in diesem Körper 
ein Temperaturfeld, wobei die Temperatur im Körper offensichtlich von Punkt 
zu Punkt verschieden ist und sich außerdem noch mit der Zeit ändert. Folglich 
ist die Temperatur u eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen «, y, 2, &: 


a = const. (2) 


va=uß,y, 2,1). 
Man kann nun beweisen, daß diese Funktion eine partielle Differential- 
gleichung der Form 
ou [77 007 


| ae 02 ot’ re (#) 


erfüllt. 
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Der Ausdruck 
u ou u 
heißt gewöhnlich LArLACH-Operator der Funktion % und wird mit dem Symbol A 
"bezeichnet: 
ou ou u, 
Ar Fe + EZ % dar’ 


Gleichung (3) 1äßt sich somit auch in der Form 


ou % 
dAu=k SE (4) 
schreiben. 

Gleichung (4) [oder (4’)] heißt Wärmeleitungsgleichung. Sie ist eine lineare 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese Gleichung war bereits 
EuLer bekannt, sie wird aber häufiger mit dem Namen FOURIER in Zusammen- 
hang gebracht. 

3. Betrachtet man den stationären Wärmeleitungsprozeß, dann ist % eine 
Funktion der Ortskoordinaten und von der Zeit unabhängig: 

u=wux,y,2). 
Gleichung (4) nimmt jetzt folgende Gestalt an: 


u, u ou 
—=0 5 
030° “ öy? A 02° 8) 


oder 
Au=0.: (5’) 


Gleichung (5) [oder (5°)] heißt LarLAaor-Gleichung; sie stellt eine lineare par- 
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dar. 

In den oben behandelten Beispielen wurden wir immer auf eine lineare par- 
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung geführt. Mit diesen Gleichungen 
sind allerdings die Anwendungen der mathematischen Physik keineswegs er- 
schöpft. : 

#ür die Anwendungen in der Physik sind viele lineare Differentialgleichungen 
höherer Ordnungen von Interesse. Nicht selten führen Aufgaben aus der Geo- 
metrie und der Physik auf nichtlineare partielle Differentialgleichungen sowie 
auch auf Systeme von Differentialgleichungen. So sind z. B. Differentialglei- 
chungssysteme aus der Elastizitätstheorie, der Hydrodynamik und der Elektro- 
dynamik hinreichend bekannt. 

Die oben genannten Differentialgleichungen — die Wellen-, die Wärmelei- 
tungs- und die LApLAoH-Gleichung — entsprechen verschiedenen physikalischen 
Problemen, sie sind aber auch aus mathematischer Sicht verschieden. Sie sind 
nämlich Vertreter der drei wichtigsten Typen von partiellen Differentialglei- 
chungen: des hyperbolischen, des parabolischen und. des elliptischen Typs. Das 
Studium dieser Gleichungstypen ist Gegenstand der mathematischen Physik, 


2 Michlin 


4 Einführung 


und diesem ist auch das vorliegende Buch gewidmet. Man muß jedoch betonen, 
daß mit diesen drei Typen die Mannigfaltigkeit der partiellen Differentialglei- 
chungen nicht erschöpft ist; wir zeichnen die genannten T'ypen deshalb aus, weil 
sie am vollständigsten. untersucht und für die Anwendungen am wichtigsten 
sind. 


Einige Worte zu den im Buch verwendeten Bezeichnungen sowie zum System 
der Numerierung: 


Der m-dimensionale euklidische Raum wird mit dem Symbol E„ bezeichnet. 
Ist z.B. ein Punkt dieses Raumes mit dem Buchstaben x bezeichnet worden, 
dann bezeichnen wir die cartesischen Koordinaten dieses Punktes mit x, %,, . . -, 
Km- 

Wiederholt wird über Teilmengen des Raumes #,„ verschiedener Dimensionen, 
am häufigsten über ein Gebiet oder über eine (m — 1)-dimensionale Fläche, zu 
integrieren. sein. Eine solche Integration bezeichnen wir, unabhängig von der 
Vielfachheit des Integrals, stets nur mit einem Integralzeichen. Wenn die Inte- 
grationsvariable z. B. mit dem Buchstaben x bezeichnet wird, dann kennzeich- 
nen wir das Lesesaussche Maßelement im Raum E,„ (das sog. „Volumen- 
element‘) mit dx. Das Maßelement auf einer Fläche (das sog. ‚Element des 
Flächeninhaltes‘) bezeichnen wir mit dS, dI’ usw., wenn. mit 8, J' usw. die ent- 
sprechende Fläche bezeichnet wird. Wenn M eine Punktmenge im Raum E„ 
bedeutet, dann bezeichnen wir mit M die Abschließung dieser Menge. Ist 
insbesondere Q ein gewisses Gebiet im Raum Z,„ und /'dessen Rand, dann gilt 


2=-QuT. 


Im weiteren verwenden wir häufig die folgende Symbolik: Wenn ein Gebiet 
mit dem Buchstaben Q2 bezeichnet wird, dann kennzeichnen wir mit |Q2| das 
Volumen dieses Gebietes. Analog bezeichnen wir mit |/'| den Flächeninhalt der 
Fläche I“. 


Die Oberfläche der Kugel vom Radius R im Raum EZ, wird mit 8, bezeich- 
net. Für ihren Flächeninbhalt ergibt sich 


ISz| = R"=tls,l, 


wobei 8, die Einheitssphäre bedeutet. 
Bekanntlich gilt die Formel 

2 nmj2 

2 
:) 


dabei ist I’ das Eutersche Integral zweiter Art (die Gammafunktion). 


‚\s|= 


Es sei @ eine Teilmenge des Raumes Z,„. Die Menge der auf @ stetigen und 
beschränkten Funktionen bezeichnen wir mit C0(G); die Beschränktheitsforde- 
rung kann natürlich weggelassen werden, wenn die Menge @ kompakt ist. 
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Mit C®(G) bezeichnen wir die Menge der Funktionen, die auf @ stetige und 
beschränkte Ableitungen bis zur k-ten Ordnung einschließlich besitzen. Im 


weiteren wird am häufigsten der Fall @ = Q auftreten, wobei Q ein endliches 
Gebiet ist. 

Dabei lassen wir auch den Fall k = oo zu und bezeichnen mit O(®%XG) die 
Menge der Funktionen, die auf @ stetige und. beschränkte Ableitungen sämt- 
licher Ordnungen besitzen. 

Die einzelnen Kapitel dieses Buches sind durchgehend numeriert; dagegen. 
hat jedes Kapitel seine eigene Numerierung der Paragraphen. Bei Hinweisen 
auf eine Formel innerhalb eines Paragraphen wird nur die Nummer dieser Formel 
angegeben; bei Hinweisen auf eine Formel eines anderen Paragraphen inner- 
halb eines Kapitels wird in Klammern zuerst die Nummer des Paragraphen und 
danach die Nummer der Formel angezeigt. Will man auf eine Formel eines 
anderen Kapitels verweisen, dann werden in Klammern die Nummern des Para- 

graphen und der Formel angegeben und außerhalb der Klammern. wird die 
Nummer des Kapitels genannt. 

Am Schluß des Buches ist in einem kurzen Verzeichnis die Literatur für jeden. 
Teil sowie für die einzelnen Anhänge zusammengestellt. In ihm sind die grund- 
legenden Lehrbücher und Monographien (seltener Zeitschriftenartikel) zu finden, 
die sich auf den entsprechenden Teil beziehen. Auf diese Literatur wird ge- 
legentlich im Text verwiesen. Bei solchen Hinweisen wird in eckigen. Klammern 
die Nummer angegeben, die das zitierte Werk im Literaturverzeichnis des 
betreffenden Teiles besitzt. 
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Teil 


Mittelfunktionen und verallgemeinerte Ableitungen 


KAPITEL1 


MITTELFUNKTIONEN 


$1. Der Mittelungskern!) 


Es seien x und y beliebige Punkte des Raumes EZ, und h eine beliebige posi- 
tive Zahl. Eine Funktion o,(x, y) nennen wir Mittelungskern, wenn sie folgende 
Eigenschaften besitzt: 

1. Die Funktion w,(z, y) hängt nur von h und r ab, wobei r den Abstand 
zwischen den Punkten x und y bezeichnet: r = |® — y|. Dementsprechend 
werden. wir gewöhnlich &,(r) an. Stelle von w„(z, y) schreiben. 


2. or) >0, r<h, 
oo) =0, rZzh. 
3. Sol)dy= [ol)de=1. 
r<h r<h 
4. wy(r) ist beliebig oft differenzierbar nach den cartesischen Koordinaten 
der Punkte » und y. 


Wir überzeugen uns von der Existenz wenigstens eines solchen Kernes. Es 
sei 


h®? 
o;,(r) = [o Br or <h, R=cont>0; a) 
0, rZh. 
Die Eigenschaften 1 und 2 sind offensichtlich. Die Eigenschaft 3 ist erfüllt, 
wenn wir 
— _M_ 1 
a=| fe hr 2 (2) 
r<h . 
setzen. 


Wir bemerken noch, daß man dem Integral (2) eine einfachere Form geben 
kann. Zu diesem Zweck führen wir Kugelkoordinaten mit x als Mittelpunkt ein. 


1) Der Begriff des Mittelungskernes und der damit in engem Zusammenhang stehende 
Begriff der Mittelfunktion (s. $2) wurden erstmalig von. W. A. StzxLow eingeführt. Wei- 
terentwickelt wurden diese Begriffe von S. L. SosoL.zw, dessen Ideen wir hier auch dar- 
legen. 8. L. SoBoLEW führte auch den. Begriff der verallgemeinerten Ableitungen ein, von 
denen im Kap. 2 die Rede ist, und untersuchte deren. Eigenschaften. 
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und benutzen dabei die bekannte Formel dy = r""!dr dS,. Danach substituie- 
ren wir r = ht. Dann ergibt sich für c, der Ausdruck 


n ern -1 
ge 1-8 m-1 S 
"= ag, 1 : a) 


0 


Wir beweisen jetzt die Eigenschaft 4. Da die Funktion (1) symmetrisch bezüg- 
lich & und y ist, so genügt es, die unendliche Differenzierbarkeit dieser Funktion 
nach den Koordinaten %,, Y% - - - ; Ym bei festem x nachzuprüfen. Dafür genügt 
es wiederum zu zeigen, daß die genannte Funktion Ableitungen beliebig hoher 
Ordnung nach r besitzt. Letzteres ist offensichtlich, wenn r < h oder r > hist, 
wobei im Fall r > h sämtliche Ableitungen gleich Null sind. Es ist deshalb 
hinreichend zu beweisen, daß die Funktion (1) für r = h Ableitungen beliebiger 
Ordnung nach r besitzt, die alle gleich Null sind und daß die für r < h berechne- 
ten Ableitungen mit r — h gegen Null streben. 

Den Beweis führen wir für die erste Ableitung; für die höheren Ableitungen 
verläuft der Beweis analog. 

. a) Die Funktion w;(r) ist stetig für r = h. In der Tat folgt aus Formel (1), 
daß &,(h +0) = 0 = w;(h) ist. Andererseits gilt 
h3 
&(h—-0)=n im e Pri—0 
r>h-0 
wegen 


mr | 
b) Die Ableitung w;(R) existiert und ist gleich Null. Es ist nämlich. 
lim RO Zorn) _ im 0=0. 


; r>h+0 hr r>h+0 
Gleichzeitig gilt 
hi 
EB "n-M 
im @or(r) @n(h) — lm e N 
r>h—0 r—h »>n-0 r—h 


wovon man sich z. B. mit Hilfe der L’Hosprrausschen Regel überzeugen kann. 
Somit existiert also der Grenzwert 


nn er) 
r> 
und ist gleich Null. 
ce) Es gilt die Relation 
2 2rh? = an N) 
im (= lim —— ee #-"—=0, 
r>h—0 0) as (RR — r?)? 

die sich ebenfalls mit Hilfe der L’Hosrıtauzschen Regel leicht nachprüfen 
läßt. 
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Also existiert die erste Ableitung @;(r) und ist für beliebiges r stetig. Genauso 
‘weist man die Existenz und Stetigkeit der folgenden Ableitungen nach. Die 
Eigenschaft 4 ist bewiesen. 


$ 2. Mittefunktionen 


Es sei Q ein endliches Gebiet des Raumes Z,„ und w(y) eine auf Q summierbare 
Funktion. Wir setzen diese Funktion außerhalb 2 fort, indem wir sie dort 
gleich Null setzen. Es sei x ein beliebiger Punkt des Raumes E„. Wir setzen 


una) = Y or) uly) dy, 0) 


wobei @,(r) irgendein Mittelungskern ist, der die Eigenschaften 1—4 aus $1 
besitzt. Die Funktion w, heißt. Mitielfunktion bezüglich u; die Zahl h heißt 
Radius der Mittelung. Die Mittelfunktion kann man noch in zwei weiteren For- 
men darstellen: j 

1. Beachtet man, daß u{y) = 0 ist für y& Q, so kann man das Integral (1) 
auf den gesamten Raum ausdehnen, und dann gilt 


OR) = ar) uy) dy. (la) 


2. Infolge der Eigenschaft 2 des Mittelungskernes braucht man nicht über 
den gesamten Raum zu integrieren, sondern nur über die Kugel vom Radius h 
mit dem Mittelpunkt x: 

ul) = f wnlr) uy) dy. (1b) 
r<h 

Wir erwähnen die einfachsten Eigenschaften der Mittelfunktionen: 

1. Die Mittelfunktion ist im ganzen Raum beliebig oft differenzierbar; ihre 
Ableitungen beliebiger Ordnung erhält man durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen in einer beliebigen der Formeln (1), (la), (1b). 


Wir beweisen z. B., daß 


Sur) = d@,(r) d x 
= (u) EN ay ®) 
[%) 
ist, 
Es seien 2,..., %_1» % %41 +++ > %&m die Koordinaten des Punktes x. 


Mit x’ bezeichnen wir den Punkt mit den Koordinaten x,,..., %_,% +4, 


%415 ++; m. Schließlich sei r’ = |2° — y|. Wir bilden den Ausdruck 
une‘) = Une) _ iE uly) ar) = @z(r) dy 
2 
öo,(r*) 
— f uy) 2 . 
2} 


Dabei bedeutet r* = |»* — y|, und z* ist ein gewisser Punkt auf dem Geraden- 


10 1. Mittelfunktionen 


stück, das die Punkte x und &’ miteinander verbindet. Die Ableitung 2) 
ist stetig und somit gleichmäßig stetig in 2. Dann läßt sich zu einem EN 
benen &e > 0 eine Zahl A,(e) finden derart, daß gilt 


a - a < 2, S Iuty) ed 


6%; 
unl®’) — ur(®) d@;(r) 
nn _ (ua 
2 


und die Formel (*) ist bewiesen. Durch ee Induktion überzeugt man 
sich nun leicht davon, daß die Mittelfunktion u,(z) stetige Ableitungen. beliebiger 
Ordnung besitzt, welche man durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
erhält. Die Ableitungen der Mittelfunktion lassen sich nach einer DER der 
folgenden Formeln berechnen: 


Somit ist 


y<e 


Obun er 0% o,(r) e 5 
Och duch ... duch dulr duch BE öactım uy) Y; ( } 
2 
kun ok oy(r) 
Oak Oak ARTE Oz = Once Be dem “y) dy B (2 &) 
Em 
Ok un 0% @,(r) 
Deck oe... aufm : Dal On... oa uly) dy. (2b) 


s<h 

2. Die Mittelfunktion ist gleich Null in allen Punkten, deren Abstand zum 
Gebiet!) Q nicht kleiner als h ist. In diesem Fall liegt nämlich die Kugelr <h 
ganz außerhalb 2, und unter dem Integralzeichen in (1b) steht u(y) = 0. 

Somit kann die Mittelfunktion nur in dem Gebiet nicht identisch gleich Null 
sein, welches wir mit Q®% bezeichnen und das man. wie folgt erhält: Um jeden. 
Punkt x e 2 beschreiben wir eine Kugel vom Radius h mit dem Mittelpunkt x; 
die Vereinigung dieser Kugeln ist 2%. Offenbar gilt Q®W > Q@. Wenn z.B. 2 
eine Kugel vom Radius R ist, dann stellt 2% eine zu 2 konzentrische Kugel 
vom Radius R + h dar. 


$ 3. Konvergenz der Mittelfunktionen 
Satz 1.3.1. Istue C(9), so gilt für die Mittelfunktionen 
ul) > We) 
h>0 
gleichmäßig in jedem abgeschlossenen inneren Teilgebiet?) des Gebietes 2. 


1) Der Abstand vom Punkt x zu 2 wird durch die Formel 
ea, 2) = er je — yl 
definiert. Offensichtlich ist o(&, 2) = 0 für x Z 2. 
2), Teilgebiet des Gebietes Q heißt jedes Gebiet 9° c 2. Dabei heißt 2’ inneres Teilgebiet, 


wenn seine Abschließung 2’ c Qist, d.h. wenn Q’ zusammen mit seinem Rand im Inneren 
von 2 liegt. 
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Beweis. Es sei 2’ ein inneres Teilgebiet des Gebietes 2. Wir konstruieren 


ein Gebiet 2, das ein inneres Teilgebiet von 2 ist und das seinerseits 2’ als 
inneres Teilgebiet enthält (Abb. 3). 


Abb. 3 


Die Ränder der Gebiete 2’ und Q’ bezeichnen wir entsprechend mit I" und 
I”; h, sei der kleinste Abstand zwischen den Punkten der Ränder /” und I”. 


Wir wählen a <h,. Auf Grund der Formel (2b) und der Eigenschaft 3 des 


Mittelungskernes aus $ 1 erhalten wir 
une) — ua) = Er [u(y “)] o.(r) dy. (1) 


Ist x e Q', so ist im Integral (1) ye 2”. Im abgeschlossenen Gebiet 2” ist 
die stetige Funktion v gleichmäßig stetig, und deshalb gilt für eine beliebig 
kleine positive Zahl e: |u(y) — w@)| <e für rs h bei hinreichend kleinem A. 
Unter Berücksichtigung von ®,(r) > 0 (Eigenschaft 2) erhalten wir aus For- 
mel (l) 

una) - wa) Se [ wnbe)dy=e. 
r<h 


Der Satz ist somit bewiesen. 


Satz 1.3.2. Bei der Mittelung kann sich die Norm im Raum L,(2) nicht 
vergrößern. 


Beweis. Es sei ve L,(2). Wir beweisen, daß in der Metrik von 1,(2) 


lu. llell (2) 
gilt. 
Wir schätzen das Quadrat der Mittelfunktion nach der CAUCHY-BUNJAKOWSKI- 
schen Ungleichung ab: 


url) = | Ju) oil) auf = { So) Vonte) Van) du < 


= S uX(y) w.(r) dy 2 or) dy S f uX(y) w.(r) dy, (3) 


da auf Grund der Eigenschaft 2 des a 
Jor6) N RN „gr u= Sf on) )dy=1 
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ist. Durch Integration der Ungleichung (3) über das Gebiet Q erhalten wir 


uni? = fulle) de < [ uy) | Son) de| dy < f w(y) dy = |[ul® , 
2 Le} 2 2 


was zu beweisen war. 
Satz 1.3.3. Ist we Lx(2), so gilt 


ja — ll > 0- 
h>0 


Beweis. Bekanntlich!) läßt sich für ein. beliebiges e > 0 ein Polynom f 
angeben derart, daß 


I — ln < 3 
ist. Wir wenden die Dreiecksungleichung an: 


kl a -fI+ N Al+Ia— wul. 
Ir wlls If ul 


Nach Satz 2 ist 


und somit 


I all S 2 full + Al <EH NM - Al. 


Wir wählen ein Gebiet Q,, für das Q ein eigentliches inneres Teilgebiet ist. 
Das Polynom f ist stetig in Q,, deshalb gilt 
Aa=f 
h>0 
gleichmäßig in einem beliebigen inneren abgeschlossenen Teilgebiet von Q,, 


insbesondere in 2. Aus der gleichmäßigen Konvergenz in einem abgeschlossenen 
Gebiet folgt aber die Konvergenz im Mittel, und für hinreichend kleine A ist 


If Alla) < 38: 


Hieraus folgt nun leicht unsere Behauptung. 

Definition. Eine Funktion heißt finit in einem endlichen Gebiet 2, wenn 
sie in Q2 beliebig oft differenzierbar ist und nur in einem gewissen inneren 
Teilgebiet des Gebietes Q von Null verschieden ist. Eine finite Funktion kann 
man auch noch anders definieren. Es sei /' der Rand des Gebietes Q. Rand- 
streifen des Gebietes Q heißt die Menge aller Punkte dieses Gebietes mit der 
Eigenschaft, daß ihr Abstand zu /'nicht größer ist als eine gegebene Konstante 6, 
die man die Streifenbreite nennt. Eine Funktion heißt finit in 2, wenn sie in 2 
beliebig oft differenzierbar ist und wenn sie in einem gewissen Randstreifen 
des Gebietes 2 verschwindet. 


Den Randstreifen. des Gebietes Q& mit der Breite ö bezeichnen wir mit Lo 


1) Siehe z.B. W. I. SMIRNoOw, Dahraung der höheren Mathematik, Bd. v, 2. Auflage, 
Berlin 1962, 8. 152 (Übersetzung aus dem Russischen). 
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Wenn Q ein unendliches Gebiet ist, dann verlangen wir noch von der finiten 
Funktion, daß sie außerhalb einer gewissen Kugel (welche von der Funktion 
selbst abhängt) verschwindet. 

Die Menge der in einem gegebenen Gebiet 2 finiten Funktionen bezeichnen 
wir mit %(2). 

Satz 1.3.4. Die Menge $(2) ist dicht im Raum Lx(2). 


Beweis. Es ist zu beweisen, daß man eine beliebige Funktion u € L,(2) in 
der Metrik von L,(2) durch eine finite Funktion mit einer beliebigen Genauig- 
keit approximieren kann. 


Wir wählen die Zahl ö derart, daß das Maß des Streifens Q, hinreichend klein 
ist, nämlich: Wir geben e > 0 vor und wählen ö so, daß gilt 


a e\s 
fra<ßy. 
25 \ 
Wir betrachten die durch die Gleichung 
ur) » TE 2 \ 05 > 
vr) = 
( ) 1 e Te 2 
definierte Funktion. Offenbar ist v € Z,(2); dabei gilt 
II — all? - fü de < (3) 


25 
und folglich 


ie — vll <z- (4) 
Wir nehmen h< 3 und konstruieren die Mittelfunktion v,(x). Diese ist finit 


in Q, da sie beliebig oft differenzierbar ist und gleich Null ist im Randstreifen 
2; _, (siehe Eigenschaften 1 und 2 der Mittelfunktion aus $2). Nach dem Satz 
1.3.3 kann man eine Zahl h, wählen derart, daß für h < h, gilt 


Io —- all <z- (5) 
Aus der Dreiecksungleichung und den Beziehungen (4) und (5) folgt nun 
la — ll <a —ell+ Io — wmll<e, h<ho. 


Der Satz ist bewiesen. 


Folgerung 1.3.1. Wenn eine Menge M < L,(Q2) die Menge aller in 2 finiten 
Funktionen enthält, dann ist M dicht in L,(2). 
Übungsaufgaben 


1. Man beweise, daß die Mittelung die Norm im Raum L,(2) (1 <p< x) nicht ver- 
größert. 
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2. Man beweise, daß für ve L (2) (1 <p < oo) gilt 


Il — unlip > 0- 
h> 
3. Man kann Mittelungskerne betrachten, die die Eigenschaften 1, 2 und 3, jedoch nicht 
die Eigenschaft 4 besitzen. Das einfachste Beispiel eines solchen Kernes ist 


Go: r<h 
CE r>h 


wobei c, eine geeignet gewählte Konstante ist. Es ist die Konstante c, zu bestimmen. und 
zu beweisen, daß gilt: 

a) Ist we L(2), so ist une O(Q); ist we CM (2), so ist une OE+D (Q\ Q,). 

b) Es gelten. die Sätze 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3 sowie die Behauptungen der Übungsaufgaben 1 
und 2. 


KAPITEL2 


VERALLGEMEINERTE ABLEITUNGEN 


$1. Der Begriff der verallgemeinerten Ableitung 


Einleitend werden wir eine wichtige Formel der Integralrechnung herleiten, 
die unter der Bezeichnung Formel der partiellen Integration bekannt ist. 
‘ Es sei 2 ein endliches Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes, 
das durch die stückweise glatte Fläche /' begrenzt wird. Wir erinnern an. die 
GAUss:OSTROGRADSKISche Formel 


ae — fe» cos (9, &;) dl’, 
En 
hierbei ist » die a 02 äußere Normale der Fläche !. Von der Funktion 


P(x) genügt es zu fordern, daß sie der Klasse CD) angehört. 
Wir betrachten das Integral 


IE 9 a [ou 


mit P,Qe CU(2). Ersetzt man das erste Integral auf der rechten Seite nach 
der GAUSS-OSTROGRADSKIschen Formel, so erhält man. die Formel für die par- 
tielle Integration. 


ee fe or dx - [reoswmwar. 
k 
2 .E 


Wir erwähnen einige Folgerungen aus dieser Formel. Wenn. eine der Funk- 
tionen P oder Q auf T' gleich Null ist, dann. verschwindet das Oberflächen- 
integral und man erhält die einfache Formel 


[rZ« = IK 
0% ÖX 
Pe} & 
Wir betrachten jetzt ein Integrai von etwas komplizierterer Gestalt: 


pP 22 d 
du Och. BR an = 


2 
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. Wenn die Funktion P die nötigen. stetigen Ableitungen besitzt, dann kann 


man dieses Integral k-mal partiell integrieren, so daß die Funktion Q unter dem 
Integralzeichen des Raumintegrals von der Differentiation befreit wird: 


p ek Q d op 0-19 d 

= we _ 
oa Orks Kun Om 0x, ee Oak ale dal en 
2 2 


k-i 
BE - Ka cosw,n)d!’=:.-- 


Oak 1 oe... . Duke 


IT 


R(P, @) bezeichnet einen Ausdruck, der von den. Funktionen P, Q.und deren 
Ableitungen bis zur (k — 1)-ten Ordnung einschließlich abhängt. 

Wir betrachten die Menge M®(Q2) aller Funktionen, die in Q stetig und k-mal 
stetig differenzierbar sind und die zusammen mit ihren Ableitungen bis zur 
Ordnung k — 1 einschließlich auf dem Rand des Gebietes 2 verschwinden. 
Offenbar gilt M#FD(Q) -MP(D) und FR) CM®(2) für beliebiges k. 

Es seien v(x) und v(&) in Q summierbare Funktionen, und für eine beliebige 
Funktion 9 e M®(Q) gelte die Identität 


ob d (—1j8 d a) 
U — dX — IV %s 
Och Och RE ang P 
2 


Q2 


Dann heißt v verallgemeinerte Ableitung k-ter Ordnung der Funktion vu im Gebiet 
2. Als Bezeichnung für die verallgemeinerte Ableitung benutzt man. das 
übliche Symbol: Man schreibt 

öhu 
Och one, . Dam ö 2) 


ve) = 


Satz 2.1.1. Die verallgemeinerte Ableitung (2) ist eindeutig bestimmt. 


Beweis. Es ist folgendes zu zeigen. Wenn w(x) eine in Q summierbare 
Funktion ist und wenn zwei ebenfalls in Q summierbare Funktionen v,(x) 
und v,(x) existieren, die für beliebiges 9 < M®(Q) die Beziehungen 


% 
ee? de = (-1)® [v,pde, 
dx duch Fe dach 
2 2 
öko 
de = (—1)® 
j * Oachı dach BE Oak ( ) v2 pda (8) 
2 2 


erfüllen, dann ist v,(x) = v,(x). Wie gewöhnlich sehen wir zwei Funktionen 
als gleich an, wenn sie äquivalent sind (d.h. wenn. sie höchstens auf einer 
Menge vom Maß Null verschieden sind). 
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Zieht man die zweite der Gleichungen (3) von der ersten ab und setzt v,(z) 
— dx) = wie), so erhält man die für beliebiges € MP(Q) gültige Beziehung. 


Je) o)de=0. (4) 


- Wir beweisen, daß Gleichung (4) für eine beliebige beschränkte meßbare 
Funktion o(«) gilt, die in einem gewissen Randstreifen. verschwindet. Es sei 
Y(x) eine solche Funktion, und sie sei gleich Null in einem Streifen der Breite ö. 


Wir wählen a < 2 und bilden die Mittelfunktion o,(#). Diese ist beliebig oft 


differenzierbar und gleich Null in einem Randstreifen der Breite ö — h. Somit 

ist €e%(2) und erst recht ,EM®(2). Für die Funktion 9,(x) gilt die 

Beziehung: 
rote) ante) de = 0. (ö) 


Man sieht leicht, daß für beliebiges h die Funktionen ,(x) durch ein und 
dieselbe Konstante beschränkt sind: Wenn gilt |p(z)| < N = const, so ist 


ri =| f[ PW) wnlr)dyl<N [ onle)dy=N. 
r<h <h 


Eine in 2 beschränkte und meßbare Funktion @ ist in jedem Fall quadratisch 
summierbar in 2. Aus dem Satz 1.2.3 folgt 


Ir — Pl, > 0- 
h>0 


Nach dem bekannten. Satz über im Mittel konvergente Funktionenfolgen!) 
läßt sich eine Zahlenfolge h„ — 0 auswählen derart, daß fast überall in 2 gilt 


Pn,(%) > Pla) - 


In der Beziehung (5) setzen wir h = h„. 


Der Integrand des Integrals (5) ist durch die summierbare Funktion N |w(z)] 
beschränkt, und für a — oo konvergiert er fast überall gegen die Funktion w(x) 
x olz). Nach dem bekannten Satz von. LEBESGTE über den Grenzübergang 
unter dem Integralzeichen erhalten wir 


[ wie) px) de = 0, 
2 
was zu beweisen war. Jetzt setzen wir in der Gleichung (4) 
0, x € Ds» 
De) = Ye 
signwa), ze = R\ Ds: 


Wir erhalten dann 
Fi jw(z)| de = 0. (6) 


!) Siehe z.B. I. P.Naranson, Theorie der Funktionen einer reellen Veränderlichen, 
2. Auflage, Berlin 1961, 8. 167 (Übersetzung aus dem Russischen). 
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und folglich ist w(x) = 0, x e Q’. Da die Zahl ö > 0 beliebig war, so ist w(x) = 0 
in 2. Der Satz ist bewiesen. 

Wenn die Funktion u(x) in 2 zusammen. mit ihren Ableitungen bis zur k-ten 
Ordnung einschließlich stetig ist, dann existieren ihre verallgemeinerten Ab- 
leitungen k-ter Ordnung, und diese stimmen mit den gewöhnlichen Ableitungen 
überein. In der Tat kann man das Integral auf der linken Seite der Formel (1) 
k-mal partiell integrieren. Dabei verschwinden die Oberflächenintegrale, da 
auf dem Rand des Gebietes 2 die Funktion p und ihre Ableitungen bis zur 
(k — 1)-ten. Ordnung einschließlich gleich Null sind. Als Ergebnis erhalten wir 
die Beziehung 


dh obu 
f Oak Ouhe,. . önkm IR da Du m 
2 2 


wobei rechts die gewöhnliche (stetige) Ableitung von u steht. Gleichung (7) 
zeigt, daß in diesem Fall die verallgemeinerte Ableitung existiert und gleich 
ist der stetigen Ableitung 
öbu 
öckı oue, . . Dam " 


Wir behandeln jetzt einige Beispiele. 


Beispiel. Es sei 2 das Intervall (—1,1). Die Funktion u(x) = |®] besitzt die verall- 
gemeinerte Ableitung w(x) = sign x. Wenn nämlich plx) e MU) (—1, +1) ist, so ist P(«) 
stetig differenzierbar auf dem Segment [—1, +1] und g(—1) = g(l) = 0. Es gilt 

1 


0 1 
4 «| pa) de = — Fi 9 (x) de a ir) da. 
Nach partieller Integration erhalten wir 


1 0 1 1 
S el 2’(a) de = Jo) de = fe@) de= — SP@) signzde, 


und unsere Behauptung ist bewiesen. 


Beispiel 2. Die Funktion sign x hat im Intervall (—1,1) keine verallgemeinerte erste 
Ableitung (obgleich sie, ebenso wie die Funktion |x|, eine stetige Ableitung für x 0 be- 
sitzt). Um sich.davon zu überzeugen, bilden wir das Integral 


1 0 1 
A) signade= — A) dx a2, de = — 29(0), (8) 


wobei ge MM (—1, 1) ist. 
Es existiert keine Funktion v(x), die im Intervall (—1, 1) summierbar ist und die für eine 
beliebige Funktion p(x) € MU) (—1, --1) die Beziehung 


+1 
RG) Hr) de = 2 9(0). (9) 


erfüllt. 
In der Tat: Nehmen wir an, daß eine solche Funktion existiert. Dann ist die Funktion 


Ya) = 7 vly) dy 


$2. Einfachste Eigenschaften der verallgemeinerten Ableitung 19 


auf dem Segment [—1, 1] absolut stetig und besitzt dort die summierbare Ableitung v(x). 
Durch Anwendung der partiellen Integration auf das Integral (9) erhalten wir unter Ver- 
wendung der Formel (8) folgende Beziehung: 


+1 
S %(x) [sign x — Vla)] de = 0. 
1 


Diese gilt für eine beliebige Funktion plz) e MU (—1, --1). Dann ist aber!) 
sigenz —= V(x) + const, ze(—-1l,-+]), 


was nicht möglich ist, da im Punkte x = 0 die linke Seite unstetig, die rechte Seite dagegen 
stetig ist. 


Beispiel 3. Die Funktionen fff) und g(f) seien stetig auf dem Segment [—1, 1], aber in 
keinem seiner Punkte differenzierbar. Man kann. dann beweisen, daß die im Quadrat 
0<x,%, 1 stetige Funktion zweier Veränderlicher 


ur) = Ua, 2,) = fa) + 9%) (10) 
keine verallgemeinerten ersten. Ableitungen hat. Dennoch besitzt diese Funktion eine ver- 


. allgemeinerte Ableitung zweiter Ordnung ‚ und diese Ableitung ist gleich Null. 


% 0%, 

Um das festzustellen, genügt es zu beweisen, daß für eine beliebige Funktion o(x) = plz,, x) 

EMAI(Q), wobei 2 das Quadrat — 1<2,% 1 bedeutet, die folgende Beziehung 
ilt: 

S +1 +1 


02 
) fra» Fr . da, da, =. 


1 0% 
1 —1ı 


Diese Beziehung ergibt sich aber aus den Gleichungen 


a=+1 


0% ,=—1 


4 A +1 

%=-+ %) 

da, + f ga) 
ii 


Dieses Beispiel zeigt, daß aus der Existenz der verallgemeinerten. Ableitung irgendeiner 
Ordnung keineswegs die Existenz der verallgemeinerten Ableitungen niedrigerer Ordnung 
folgt. 


S2. Die einfachsten Eigenschaften der verallgemeinerten Ableitung 


Satz 2.2.1. Die Funktion u(x) besitze im Gebiet Q eine verallgemeinerte Ab- 
leitung v(x) der Form (1.2). Dann ist im Gebiet Q\ Q, die Mütelfunktion dieser 
Ableitung gleich der entsprechenden Ableitung der Mittelfunktion. 


3) Siehe z.B. W.I.Smirnow, Lehrgang der höheren Mathematik, Bd. V, 2. Auflage, 
Berlin 1962, $ 52, Satz 12 (Übersetzung aus dem Russischen), 


3 Michlin 
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Beweis. Wir erinnern daran, daß Q, den Randstreifen des Gebietes Q der 
Breite h bedeutet. Die Menge 2) = 2 \ 2, ist offen, und für ze 2 \ 9, ist 
der Abstand vom Punkt x zum Rand des Gebietes 2 größer als h (Abb. 4). 
Deshalb ist der Mittelungskern o,(r) € %(2). Nach Formel (1.1) gilt 


1 oye... 


Kusle . 
RO erden, ! so) only) dy = (Dee).  (W) 
2 2 


Abb. 4 


Da der Mittelungskern o,(r) nur von der Differenz x — y abhängt, so ist 


ofo,(r) 


oylı öyla.. „öy 


öloo,(r) 
kr am km 
0x7" 0x. a OR 


Ale, 


m 


Setzen wir dies in Gleichung (1) ein, so erhalten wir 


da öacke ER dark 4 


Y%(X) = 
was zu beweisen war. 


Satz 2.2.2. Es sei Q’ ein Teilgebiet des Gebietes 2. Wenn v(x) die veralige- 
meinerte Ableitung 
ok, 


— öah Och Ra dgl 


v(x) (2) 
der Funktion u(x) im Gebiet 2 ist, dann ist v(x) auch im Gebiet 2’ verallgemeinerte 
Ableitung von ul). 

Beweis. Es seipe M®(Q’). Wir setzen die Funktion p(x) in Q \ 2’ gleich 
Null. Dann ist offenbar 9 € M®(2). Auf die Funktionen u(x) und p(x) wenden 
wir die Formel (1.1) an. Da auf beiden Seiten dieser Formel die Integrale über 
2\2' Null sind, so erhalten wir die Beziehung 


u a de = (—1) | voda 
Oak öxcke dam = P i 
6% = 


g 


was bedeutet, daß v(&) verallgemeinerte Ableitung der Gestalt (2) von u(x) im 
Teilgebiet 0 ist. i 
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Satz 2.2.3. Es sei v(x) im Gebiet Q verallgemeinerie Ableitung von ulx) der 
Gestalt (2) und w(x) verallgemeinerte Ableitung von v(x) der Gestalt 


oliv 
dad och. ds dal " 


w(e2) = 


Dann. ist w(x) in demselben Gebiet 2 verallgemeinerte Ableitung von ulx) der 


Gestalt 
Ok +ly 
je det öncha tl iz tm " 


w(x) 


öl 
Beweis. Es seip e M#+2 (2). Dann ist e r € MD), und nach 


cn on... dan 
Formel (1.1) ist 


ob+ig 
U de = 
Pu Onhetla, ER: dee, 


—/{_D% ee ee 
2. E dach och. nes Dad Bee @ 
2 
Auf Grund derselben Formel (1.1) gilt auch 


2 de=(-1 | wod 
© —\— X. 
Oulı Ouche nege öaclım ? 
2 2 


Setzen. wir dieses Ergebnis in Gleichung (3) ein, so erhalten wir die Beziehung 
öktIg . n 
far En, N) "[wpas, 
F 1 a wenn F 


aus der nun der Satz 2.2.3 folgt. 
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Im vorliegenden Paragraphen setzen wir voraus, daß sowohl die gegebenen. 
Funktionen als auch deren verallgemeinerte Ableitungen, von denen im weiteren 
die Rede ist, im Gebiet Q, das wir nach wie vor als endlich annehmen, quadra- 
tisch summierbar sind. 

Satz 2.3.1. Die Funktionen u,(x),n = 1,2,..., mögen in 2 verallgemeinerte 
Ableitungen ein und derselben Gestalt besitzen: 

obu 


Ton Anke Im * 
0x7" 0x2 Et On 


Ynl®) 


Wenn beide Folgen {u„} und {v„} in der Metrik von L,(Q) entsprechend gegen 
die Grenzfunktionen u(x) und v(x) konvergieren, so ist die Funktion v(z) im 
Gebiet Q verallgemeinerte Ableitung von u(x) derselben Gestalt. 


3* 


22 2. Verallgemeinerte Ableitungen 


. Beweis. Nach Definition der verallgemeinerten Ableitung gilt 


öko 
r un a. UN f mpdn, PEMD). ” 
m 
8 2 


Jedes der Integrale in Gleichung (1) stellt das Skalarprodukt zweier Funktionen 
aus L,(Q) dar. Nach dem erlaubten Grenzübergang im Skalarprodukt erhalten 
wir die Formel (1.1), und der Satz ist bewiesen. 


Satz 2.3.2. Es sei v(x) verallgemeinerte Ableitung von ulx) im Gebiet 2: 


(2) obu 
Ü = . 
ke, ke 
Onkı Anka. . . ou 


In einem beliebigen inneren Teilgebiet 2’ c Q läßt sich eine Folge beliebig oft 
differenzierbarer Funktionen {u„(x)} konstruieren derart, daß in der Metrik des 
Raumes L,(2’) gilt 

om >v 
önhı One. . „ dam 


Un > u und 


(2) 


Der Beweis ist sehr einfach. Man kann 
U(z) = Un,(%) 


wählen, wobei h„ eine gegen Null konvergente Folge positiver Zahlen ist. Dann 
folgt die erste der Beziehungen (2) aus dem Satz 1.3.3, die zweite Beziehung 
ergibt sich aus den Sätzen 1.3.3 und 2.2.1. 


Satz 2.3.3. Es sei Q ein endliches Gebiei des Raumes E,. Wenn eine gewisse 
Funktion der Klasse L,(2) sämtliche verallgemeinerten Ableitungen erster Ordnung, 
welche stetig in 2 sind, besitzt, so ist diese Funktion in 2 sielig und stetig differen- 
zierbar. 


Beweis. Sei u(x) die genannte Funktion und u,(z) die entsprechende Mittel- 
funktion. Dann konvergiert u,(x) — u(x) in der Metrik des Raumes L,(2); 
h>0 


gleichzeitig konvergiert en — a gleichmäßig in R\9, für eine beliebige 
Cr Ck 
positive Zahl 6. Dann existiert eine Folge h„ — 0 derart, daß u,(z) > u) 
Nn>XO no>X 
fast überall in 2 gilt. Wir halten ö fest und konstruieren in Q\ Q, einen 


Kubus Q, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Der 
Einfachheit halber setzen wir u,,(x) = u„(x) und wählen in Q einen Punkt x,, 
in dem die Folge {u,„(x,)} konvergiert. Es sei x ein beliebiger Punkt des Kubus & 
und L ein in diesem Kubus gelegener Polygonzug, der die Punkte x, und x 
miteinander verbindet und dessen einzelne Strecken parallel zu den Koordinaten- 
achsen sind. Bezeichnet man mit o den Radiusvektor des variablen Punktes £, 
dann gilt 
Un) = Unl&o) + S grad unlE) de. 
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Aus dieser Formel ersieht man, daß die Folge {u„(x)} in @ gleichmäßig 
konvergiert und die Funktion (x) folglich in Q@ stetig ist (genauer gesagt, 
einer stetigen Funktion äquivalent ist). Da man den Kubus stets so kon- 
struieren kann, daß er einen beliebig vorgegebenen Punkt des Gebietes Q\ 9; 
enthält, so ist die Funktion u stetig in @ \ Q, und somit, da 6 beliebig war, im 
gesamten. Gebiet 2. 

Im Kubus Q gelten die Beziehungen 


Unlx) > ule) , u > n (k=1,2,...,m), 


wobei in beiden Fällen die Konvergenz gleichmäßig ist. Nach dem bekann- 


ten Satz über die Differentiation einer Funktionenfolge sind dann .. s 
; k 


k=1,2,...,m, die gewöhnlichen Ableitungen der Funktion (x), die somit 
in 2 stetig differenzierbar ist. 


Folgerung 2.3.1. Wenn die Funktion ve L,(2) einen verallgemeinerten 
Gradienten besitzt und dieser in 2 identisch gleich Null ist, so ist in diesem 
Gebiet u(z) = const. 


$ 4. Der Fall einer unabhängigen Veränderlichen 


Es erweist sich, daß im Falle einer unabhängigen. Veränderlichen zwischen 
der Klasse der Funktionen, die eine verallgemeinerte erste Ableitung besitzen 
und der Klasse der absolut stetigen Funktionen ein enger Zusammenhang 
besteht. Wir erinnern daran, daß die Funktion u(x) der reellen Veränderlichen « 
absolut stetig auf dem Segment [«, 5] ist, wenn eine auf diesem Segment sum- 
mierbare Funktion v(x) existiert derart, daß gilt 

T 
ux) = f vlt) di + const, x< [a,b]. 
& 

Aus den. bekannten Sätzen von LuBEseUE folgt, daß die Funktion u(x) fast 
überall auf dem Segment [a, 5] eine gewöhnliche Ableitung besitzt, die gleich 
v(x) ist. 

Satz 2.4.1. Die Funktion u(x) sei fast überall im Intervall (a, b) definiert 
und quadratisch summierbar und besitze in (a, b) eine verallgemeinerte, ebenfalls 
quadratisch summierbare Ableitung v(x). Dann ist u(x) einer Funktion äquivalent, 
die auf dem Segment |a, b] absolut stetig ist und fast überall in (a, b) eine gewöhn- 
liche Ableitung hat, die gleich v(x) ist. 


Beweis. Das Segment [«, ß] liege im Intervall (a, b). Nach dem Satz 2.3.2 
existiert eine Folge von Funktionen u,(x) € C”[«, 8] derart, daß in der Metrik 
von L,(a, P) gilt 


’ 
WU, Wov. 
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Nach der Nawrox-Lutenızschen Formel ist 


E2 
u,(®) ae u,(e) = SW) di 
und folglich 


u,(&) = ul) — fwnlt) di. () 


Die rechte Seite der Gleichung (1) konvergiert in der Metrik von Dy(a, P) gegen. 


die Grenzfunktion 
= 


uz) — f vlt) di. 
"Dann konvergiert in derselben. Metrik auch die linke Seite. Für eine Folge 
konstanter Funktionen ist aber die Konvergenz im Mittel die gewöhnliche Kon- 
vergenz dieser Zahlenfolge. Somit existiert der Grenzwert der Folge {w,(&)}; 
den wir mit c bezeichnen: 

Im u,(&) = e. 

N— X 
Lassen. wir in Gleichung (1) n gegen oo streben, so finden wir 


EZ 
ax) = [vli)di+e. (2) 

Die Beziehung (2) gilt fast überall auf dem Segment [«, ]. Die rechte Seite 
dieser Gleichung ist aber überall auf diesem Segment definiert und stetig. Wir 
nehmen jetzt an, die Gleichung (2) gelte überall auf [a, fl. Das ist gleichbe- 
deutend damit, daß wir die gegebene Funktion u{x) durch eine andere, ihr 
äquivalente Funktion ersetzt haben. Nun ist die Funktion u(x) absolut stetig 
auf dem Segment [«, ß]; offensichtlich ist auch ce = u(a). 

In Formel (2) kann x einen beliebigen. Punkt des Intervalls (a, b) bedeuten, 
da wir mit und ß beliebig nahe an « bzw. b herangehen können. Wir halten « 
fest und gehen in Formel (2) mit &— b. Da die Funktion v(f) auf dem ganzen 

. Intervall (a, b) summierbar ist, so hat die rechte Seite dieser Formel einen Grenz- 
wert, der gleich ist 
d 

fo) di + we). 


Wenn wir 
d 


u(b) = f vi) di + ua) 
setzen, dann erweist sich die Funktion u(z) als absolut stetig auf dem Segment 
[&, 5], wobei & ein beliebiger Punkt aus dem Intervall (a, b) ist. 
Jetzt.kann man eine neue Darstellung für die Funktion u(x) angeben: 
d 
u) = ulb) — f vlt) di. (3) 


% 
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Für 2 — a hat die rechte Seite der Formel (3) den Grenzwert 
b 


ub) — [ vlt) di. 
a 
Setzen wir 
d 
ua) = uf(b) — f vit) dt, 
& 
so wird u(x) zu einer auf dem ganzen Segment |«, b] absolut stetigen Funktion. 
Satz 2.4.2. Die Funktion u(z) sei fast überall auf dem Intervall (a, b) definiert, 
quadratisch summierbar und besitze eine verallgemeinerte k-te Ableitung u®(x) = 
= v(x), die ebenfalls quadratisch summierbar ist. Dann ist die Funktion w(x) 
einer Funktion äquivalent, die auf [a, b] (k — 1)-mal stetig differenzierbar ist und 
die fast überall auf diesem Segment eine gewöhnliche Ableitung k-ter Ordnung 
u%Az) = v(x) besitzt. Dabei ist die Ableitung u®»(x) absolut stetig auf dem 
Segment |[a, b]. 
Auf den Beweis wollen wir verzichten. Er verläuft analog zum Beweis des 
Satzes 2.4.1. 


$5. Die Sogowewschen Räume und Einbettungssätze 


Es sei 2 ein endliches Gebiet im Raum EZ. Wir betrachten die Menge der Funktionen, 
die in 2 summierbar sind und in diesem Gebiet sämtliche verallgemeinerten Ableitungen. 
einer gegebenen Ordnung / besitzen, welche in einer gewissen Potenz p, 1<p<m, 
summierbar sind. Die genannte Menge ist offenbar linear. Man kann sie in einen BANACH- 
Raum verwandeln, indem man folgende Norm einführt: 


öl »_ Yo 
Er 5 E _— | de 
I - [ienae + [2 re N fi) 
F ö 
Im zweiten Integral wird über alle Indextupel i,, ö,, . . - , 7 summiert, in denen jeder Index 
unabhängig von den übrigen die Werte 1,2,..., m durchläuft. Der auf diese Weise gewon- 


nene Raum heißt SoroLzwscher Raum; er wird. durch das Symbol wo) gekennzeichnet. 

Man muß die Norm nicht unbedingt nach Formel (1) einführen: Im Raum wo) ist 
jede Norm zulässig, die der Norm (1) äquivalent ist. 

In der modernen Analysis und besonders in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen spielen die sogenannten „Einbettungssätze‘ eine große Rolle. Sie wurden zuerst 
von 8. L. SoBOoLEWw gewonnen und später vielfach verschärft und verallgemeinert. Das 
Wesen der Einbettungssätze besteht in folgendem: Wenn das Gebiet Q die sogenannte 
„Konusbedingung‘“ erfüllt (siehe unter $3, Kap. 16) und wenn die Funktion  e we) 
ist, so besitzt sie sämtliche verallgemeinerten Ableitungen aller niedrigeren Ordnungen. Die 
Ableitungen der Ordnung kleiner I sowie die Funktion selbst sind in 2 summierbar in einer 


gewissen Potenz, die größer p ist. Diese Potenz ist um so höher, je niedriger die Ordnung 
der Ableitung ist. 


Aus dem soeben Gesagten folgt: Wenn I, < I ist, so gehört bei einem gewissen. p, >» 
jedes Element des Raumes w&2) zum Raum win); der Raum wa2) ist in den 
ı 


Raum wo) „eingebettet“. Wir bezeichnen mit Z den Operator, der jeder Funktion 
u(x), Element des Raumes win, dieselbe Funktion, aber als Element des Raumes win) 
betrachtet, zuordnet. Der Operator E heißt Binbeitungsoperator des Raumes win) in 
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den Raum WED). Einer der wichtigsten Einbettungssätze besagt, daß der Einbettungs- 
operator Z beschränkt und (möglicherweise bei kleinerem »,) vollstetig ist. Zwei Folgerun- 
gen aus den Einbettungssätzen sind die unten angegebenen Ungleichungen von FRIED- 
zıcas (Kap. 14) und PorwoAr& (Kap. 16). 

Die verallgemeinerten Ableitungen der Ordnung kleiner als I sind nicht nur in 2, sondern 
auch auf in 2 gelegenen stückweise glatten Mannigfaltigkeiten gewisser niedrigerer Dimen- 
sionen summierbar in einer gewissen. Potenz, die höher ist als die 9-te. Je niedriger die 
Ordnung der Ableitung ist, um so kleiner kann man die Dimension der Mannigfaltigkeit 
wählen. Ableitungen hinreichend niedriger Ordnung können sich einfach als stetig erweisen. 
Es gelten. auch die Sätze über die Beschränktheit und die Vollstetigkeit der entsprechenden. 
Einbettungsoperatoren. 

Die hier berührten Fragen sind ausführlich in [1] und [2] dargestellt. 


Übungsaufgaben 


1. Man beweise den Satz 2.3.1 für den Raum L,,1 <p < », wobei die starke durch die 
schwache Konvergenz zu ersetzen ist. 
2. Es sei Q ein Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes E„, % € L,(2) und es 


existiere die verallgemeinerte Ableitung € L(2). 
x 


1 
Es sei l eine Gerade, die parallel ist zur x,-Achse, und (a, b) das Intervall, längs dessen die 
Gerade ! das Gebiet 2 schneidet. Man beweise, daß die Funktion v auf fast allen Intervallen 


(a, b) absolut stetig ist und fast überall eine gewöhnliche Ableitung = besitzt. 


3. Q sei ein Gebiet des m-dimensionalen Raumes, welches man in ein rechtwinkliges 
"Parallelepiped mit den Seiten a,,4,...; Gm einschließen kann. Die Funktion u(®) sei 


stetig im abgeschlossenen Gebiet 2, gleich Null auf dem Rand des Gebietes Q und besitze 
die verallgemeinerten ersten Ableitungen. . 


90); k=1,2,...,m. 
0X 


Man beweise die Ungleichung 
ul? de = . n f x 
Q2 a2 PX 2 Keg 


Hinweis. Man benutze die Entwicklung in eine FourIER-Reihe. 


ou |2 
0% 


de 


Teil II 


Elemente der Variationsrechnung 


KAPITEL3 


GRUNDBEGRIFFE 


$1. Beispiele zur Ermittlung des Extremums eines Funktionals 


1. Die Entstehung der Variationsrechnung schreibt man gewöhnlich dem Jahre . 
1696 zu, als JoHANN BERNOULLI das sogenannte Problem der Brachistochrone 
stellte: Die Punkte A(0, 0) und .B(a, b) sind in der vertikalen x, y-Ebene gelegen 
(Abb. 5). Wie muß die die Punkte A und B verbindende ebene Kurve beschaffen 


A BagpE? 


Abb. 5 


sein, längs der ein reibungslos gleitender materieller Punkt in. kürzester Zeit 
von A nach B gelangt ? Die gesuchte Kurve nannte man Brachistochrone. 

Es seiy = u(x) die Gleichung der Kurve AB. Wir betrachten einen gewissen 
Zeitmoment i, in dem der sich bewegende Punkt den Abstand y von der x-Achse 
' haben soll. Dann ist v = Y2gy = 2 gu, wobei v die Geschwindigkeit des sich 
bewegenden Punktes und g die Gravitationsbeschleunigung bedeutet. Gleich- 
zeitig; gilt 


Daraus folgt 


Wir bezeichnen mit T die Zeit, die der materielle Punkt benötigt, um vom 
Punkt A zum Punkt B zu gelangen. Durch Integration. erhalten wir dann 


@ 
1 1+u2 
I 1 
ra . 
0 
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Das Problem wird damit auf das folgende zurückgeführt: Gesucht ist die Funk- 
tion y = ulx), die die Bedingungen 
u0)=0, wa)=b (2%) 


erfüllt und die dem Integral (1) den kleinsten. Wert erteilt. Die Bedingungen (2) 
bedeuten, daß die gesuchte Kurve durch die gegebenen Punkte A und B bin- 
durchgehen muß. Derartige Bedingungen nennt man gewöhnlich Randbedin- 
gungen, da sie sich auf die Endpunkte des Intervalls, auf dem die gesuchte 
Funktion zu bestimmen ist, beziehen. 

2. Wir betrachten noch eine Aufgabe, die dem Problem der Brachistochrone 
ähnlich ist. In einem optisch inhomogenen Medium breite sich Licht mit einer 
Geschwindigkeit v(x, y,2) aus. Gesucht ist die Trajektorie des Lichtstrahls, 
der die Punkte A(x,, y., 4) und B(x,, %Yg 2.) verbindet. Nach dem bekannten 
Fermarschen Prinzip hat die Trajektorie des Lichtstrahls die Eigenschaft, daß 
das sich längs dieser Trajektorie ausbreitende Licht in der kürzesten Zeit vom 
Punkt A in den Punkt B gelangt. 

Die Gleichungen der gesuchten Trajektorie seien. 


yzua), 2=ule). 
Entsprechend dem FrrmaArschen Prinzip reduziert sich das Problem auf die 
Ermittlung zweier Funktionen w,(x) und w,(x), die die Randbedingungen 


ua) =Yy: Ulm) = Y, Ulla) = 2 Urli) = %g (8) 
erfüllen und die dem Integral 
Rz 
m VI + a2 (a) + u2(@) Ye (a) 
v(9, u@), Use) 
% 


den kleinsten Wert erteilen. 

3. Das folgende Problem unterscheidet sich etwas von den ersten beiden. 
Wir formulieren es wie folgt: Unter allen ebenen Kurven, die durch eine explizite 
Gleichung der Gestalt y = f(x) darstellbar sind, eine gegebene Länge ! besitzen. 
- und in den Punkten A(a, 0) und B(b, 0) enden, ist diejenige Kurve aufzufinden, 
die zusammen mit dem Abschnitt [a, 5] der &-Achse ein Gebiet mit dem größt- 
: möglichen Flächeninhalt begrenzt. 

Die Gleichung der Kurve sei y = u(x). Die Aufgabe besteht darin, eine Funk- 
tion u(x) zu finden, die die Randbedingungen 


ua) = ub) = 0 . 8) 
sowie die Beziehung 
INT rar <ı (6) 
erfüllt und die dem Integral i 
gende m 


den größten Wert erteilt. 
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Im Vergleich zu den ersten beiden Problemen ist hier neu, daß die gesuchte 
Funktion nicht nur den Randbedingungen (5), sondern außerdem der Beziehung 
(6), die offenbar nicht den Charakter einer Randbedingung trägt, genügen soll. 
Allen drei Aufgaben ist gemeinsam, daß wir jedes Mal eine Funktion (oder, wie 
bei der Aufgabe 2, ein System von Funktionen — man kann dieses als eine 
Vektorfunktion auffassen) suchen, die die einen oder anderen vorgegebenen 
Bedingungen erfüllt und die einem gegebenen Funktional einen extremalen 
(minimalen oder maximalen) Wert erteilt. So sollz. B. beim Problem der Brachi- 
stochrone die gesuchte Funktion die Randbedingungen (2) erfüllen und dem 
Funktional (1) einen minimalen Wert erteilen. Die im vorliegenden Paragraphen 
angegebenen drei Probleme gehören, wie auch viele andere Aufgaben derselben 
Art, zu einem Zweig der mathematischen Analysis, den man Variationsrechnung 
nennt. Die genaue Formulierung der Grundaufgaben. der Varistionrechnung 
wird im folgenden Paragraphen vorgenommen. 


$ 2. Die Aufgabenstellung der Variationsreehnung 


Wir erinnern an die Definition des Funktionals. Es sei Mt eine Menge von 
Elementen beliebiger Natur, und jedem Element u e Dt sei eine und nur eine 
Zahl F{w) zugeordnet. In diesem Fall sagt man, auf der Menge WM ist das Funk- 
tional F definiert. Die Menge M heißt Definitionsgebiet des Funktionals F und 
wird mit D(F) bezeichnet; die Zahl F(w) heißt Wert des Funktionals F auf dem 
Element «. Das Funktional F heißt reell, wenn alle seine Werte reell sind. Das 
Funktional F heißt linear, wenn sein Definitionsgebiet eine linsare Menge ist 
und wenn gilt!) . 

Fiu+uvV)=AFu+uFfß). 

Die Aufgabe der Variationsrechnung besteht in folgendem: Gegeben ist ein 
Funktional F mit dem Definitionsgebiet D(F); gesucht wird ein Element 
u,€ .D(F), das dem Funktional entweder den minimalen Wert. 


F(u,) = min F(w) (i) 
ueD(F) 
oder den maximalen Wert 
F(u,) = max F(u) (2) 
ueD(F) 


erteilt. 

Die Aufgabe zur Ermittlung des Maximums des Funktionals 7 ist identisch 
mit der Aufgabe zur Ermittlung des Minimums des Funktionals —F. Deshalb 
betrachten wir im weiteren nur das Minimumproblem. 

In der soeben angegebenen allgemeinen Formulierung läßt sich die Aufgabe 
der Variationsrechnung schwerlich lösen. Wir wollen deshalb versuchen, dem 
Funktional F einige, nach Möglichkeit einfache und natürliche Beschränkungen 
aufzuerlegen. 


!) Wir setzen voraus, daß dem Leser die grundlegenden Eigenschaften linearer Funk- 
tionale aus einer Vorlesung über Funktionalanalysis bekannt sind. 
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Wir nehmen an, daß D(F) eine Teilmenge eines gewissen BaAnacH-Raumes X 
ist. Um die weiteren Voraussetzungen formulieren zu können, führen wir den 
Begriff der linearen Mannigfaltigkeit ein. Es sei M eine lineare Menge von 
Elementen des Raumes X und % ein gewisses festes. Element dieses Raumes. 
Lineare Mannigfaltigkeit im Raum X nennen wir die Gesamtheit aller in der 


Form i 
u=u+n, neM, (3) 


darstellbaren Elemente. Wenn u < M (z. B. u = 0) ist, so fällt offensichtlich die 
so definierte lineare Mannigfaltigkeit mit M zusammen. 

Bedingung 1. Das Definitionsgebiet D(F) des Funktionals F ish eine in X 
dichte lineare Mannigfaltigkeit.®) 

Die lineare Menge M ist dann. ebenfalls dicht in X. In der Tat, es sei u ein 
beliebiges Element des Raumes X und M’ eine in X dichte Mannigfaltigkeit 
von Elementen der Gestalt % + n, wobei » die lineare Menge M durchläuft. 
Es ist u - we X, und folglich läßt sich ein Element 7 € M finden derart, daß 
a -+w)— (&@+n)||<e gilt, wobei & eine beliebige positive Zahl ist. Dann 
ist aber |[u — n|| < &, d. h., ein beliebiges Element « € X kann. durch Elemente 
der Menge M beliebig genau approximiert werden. Das bedeutet gerade, daß 
die Menge M dicht in X ist. Genauso beweist man auch die umgekehrte Be- 
hauptung: Wenn n ein beliebiges Element einer in X dichten linearen Menge 
und % festes Element des Raumes X ist, so ist die lineare Mannigfaltigkeit 
von Elementen der Gestalt w + n dicht in X. 

Beispiel. Wir betrachten. die Aufgabe über den Lichtstrahl. Der Einfachheit halber 
nehmen wir an,sdaß die Trajektorie in der (x, y)-Ebene liegt und die Geschwindigkeit v 
nicht von z abhängt. Dann kann man die Gleichung der Trajektorie in der Form y = «(&) 
schreiben, wobei u(x) den. Randbedingungen 


ua)=n, Wa) =% (4) 


genügt. Die Aufgabe besteht jetzt darin, die Funktion (x) zu ermitteln, die die Bedin- 


gungen (4) erfüllt und das Funktional 


EB 


(2, % («)) 


zum Minimum macht. 
Es erscheint natürlich, die Lichtgeschwindigkeit als streng positiv anzunehmen: 


v(w,Yy) 20%, = const > 0. 


Als X kann man z. B. den Raum L,(x,, %,) der auf dem Intervall (x,,%,) quadratisch sum- 
mierbaren Funktionen wählen. Das Funktional (5) definiert man, naturgemäß auf der 
Menge D(T) aller Funktionen, die auf dem Segment [z,, z,] stetig und stetig differenzierbar 
sind und die die Bedingungen (4) erfüllen. Wir beweisen, daß diese Menge eine lineare 
Mannigfaltigkeit ist. 


°) Es ließe sich auch der allgemeinere Fall behandeln, wo D(F) den Durchschnitt einer 
dichten linearen Mannigfaltigkeit mit einer gewissen Kugel. oder einer anderen offenen 
Menge darstellt. 
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Wir bezeichnen 
N 


ur) = yıHt 


% 
Fre (Ya — 9) 


und setzen. u(x) = u (x) + n(x). Wenn u € D(T) ist, so ist y(x) eine stetige und. stetig diffe- 
renzierbare Funktion, die die Randbedingungen 

na) = nl) = 0 (6) 
erfüllt. 

Offenbar ist die Menge M der Funktionen n(z), die die soeben aufgezählten Bedingungen 
erfüllen, linear. Diese Menge enthält als Teilmenge die Menge der auf dem Segment [x,, x] 
finiten Funktionen. Auf Grund der Folgerung 1.3.1 ist die Menge M dicht in L,(x,. 2). 

An die zu untersuchenden Funktionale stellen wir eine weitere sehr wichtige 
Forderung. Wir nehmen an, daß der Raum X unendlichdimensional ist (andern- 
falls wäre das Variationsproblem einfach eine Minimumaufgabe einer Funktion 
von endlich vielen unabhängigen Veränderlichen). Dann ist die in X dichte 
lineare Menge M ebenfalls unendlichdimensional, und in ihr kann man folglich 
endlichdimensionale Teilräume von beliebiger Dimension auszeichnen. 

Bedingung 2. Wenn einen beliebigen in M enthaltenen endlichdimensionalen 
Teilraum durchläuft, dann ist das Funktional F(u) = F(u-+n) auf diesem 
Teilraum hinreichend oft stetig differenzierbar. 

Wir wollen diese Bedingung erläutern. Es durchlaufe » irgendeinen n-dimen- 
sionalen Teilraum M,„. In ihm wählen wir eine Basis 7,,..., 7. Wenn dann 
ne M,„ ist, so hat n notwendigerweise die Gestalt 

N=-hmti tt Anis 
und folglich gilt 
Fu) =FWtanmt + MN)» 
Hierbei ist % fest, die Elemente 7, 273, - - - , 7m sind ebenfalls fest. Somit ist F 
eine Funktion der Veränderlichen a,, 4, ...,@,. Infolge der Bedingung 2 ist 
diese Funktion hinreichend oft differenzierbar nach a,, a. . . , An. 

Wir führen jetzt die Begriffe des absoluten und des relativen Minimums eines 
Funktionals ein. Das Funktional F nimmt auf dem Element w,e _D(F) das 
absolute Minimum an, wenn die Ungleichung 

F(u,) = F(u) (7) 
für ein beliebiges Element u e D(F) gilt. Dasselbe Funktional nimmt auf dem 
Element u, ein relatives Minimum an, wenn die Ungleichung (7) für alle hin- 
reichend nahe bei u, gelegenen Elemente u € D(F) gilt. 

Der Begriff des relativen Minimums hängt wesentlich davon ab, welche 
Elemente man als ‚nahe bei u,‘ ansieht, d.h. also davon, in welchen Raum 
die Menge .D(F) eingebettet wird. 


$ 3. Die Variation und der Gradient eines Funktionals 


1. Wir betrachten ein Funktional F, das die Bedingungen 1 und 2 aus $2 
erfüllt. Wir wählen ein beliebiges Element u € D(F) und ein beliebiges Element 
ne M. Mita bezeichnen wir eine beliebige reelle Zahl. Wie man leicht einsieht, 
ist 

u+aneD(F). 
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In der Tat, ssiu=%-n,70€M. Dann gilt 

wton=utmteon: ) 
Jeder der Summanden in der Klammer gehört der linearen Menge M an, des- 
halb ist auch ihre Summe 7, +0n Element von M. Dann ist aber offenbar 
uroaneD(F). 

Wir bilden den Ausdruck F (van). Das Element 7, +an gehört dem 
zweidimensionalen Teilraum an, der durch die Elemente 7, und n aufgespannt 
wird. Infolge der Bedingung 2 ist # (u + n) eine stetig differenzierbare Funk- 
tion von &. Wir berechnen ihre Ableitung und bestimmen den Wert dieser 
Ableitung für x — 0: 

dF(u+an) (2) 
da 

Als Ergebnis erhalten wir eine Zahl, die man als den Wert des von den zwei 
Elementen v und 7 abhängigen Funktionals (2) auffassen kann. 

Definition. Das Funktional 

dF(u+aon) 
de 
heißt Variation (oder erste Variation) des Funktionais F im Punkt v und wird 
durch das Symbol öF(w, 7) gekennzeichnet: 


dr mr 
or) ee. @) 


a=0 


e=0 


Wir sehen das Element u als fest an. Dann ist die Variation öF(u,n) ein 
Funktional in n. 

Wir beweisen, daß dieses Funktional linear ist, wenn. die Bedingungen 1 und 2 
aus $2 erfüllt sind; letzteres bedeutet: Für beliebige Elemente 7,7, aus der 
Menge M und beliebige Zahlen «,, a, gilt die Beziehung 


ÖFu, an + Gone) = m dFlu, m) + WÖFlu, np). 
Zunächst ergibt sich 


d 
ÖFa, mM tn) = u 02 ++ AM) ee 


Für beliebige Zahlen ß,, ßz ist Pr + Pa ]z ein Element des durch die Ele- 
mente n, ünd n, aufgespannten zweidimensionalen Teilraumes. Auf Grund 
der Bedingung 2 aus $2 ist F(u + Bm -t Pan) als Funktion der Veränder- 
lichen ß, und f, wenigstens einmal stetig differenzierbar. Wir setzen ß, = a 9,, 
Ps =%4,, wobei & eine unabhängige Veränderliche und a,, a, beliebige feste 
Zahlen bedeuten. Nach der Kettenregel für mittelbare Funktionen erhalten 
wir 


ö ! 
öFlu, 11 4 an) = A 8, Fla+ pn + Ber) 


Bı=ß,=0 
ö 

+. —F(u+ pm + Ban) = a, öF(u, m) + a dF(u, 7.) ; 
ößz Bı=ß,=0 


was zu beweisen war. 
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Bei beliebig gewähltem u € D(F') ist das Funktional öF(u, n) im allgemeinen 
nicht beschränkt. Wir zeichnen die Menge N derjenigen. Elemente u € DR) 
aus, für die die Variation ein beschränktes Funktional in 7 ist. 

Wenn we N ist, dann existiert ein beschränktes Funktional g, für das gilt 


wobei (g, 7) den Wert des Funktionals g auf dem Element n bezeichnet. 
Die Zuordnung u— g definiert auf N einen Opertaor P derart, daß gilt 


Pu=g, DP=N 8) 
und folglich 
öFl«n)=(Pun),, weN, neM. (6) 


Das lineare und in X beschränkte Funktional g ist ein Element des zu X 
konjugierten Raumes X*. Deshalb bildet der durch die Formel (5) [oder, was 
dasselbe ist, durch (6)] definierte Operator P den BanwacH-Raum X in den 
konjugierten Raum X * ab. 

Definition. Der durch die Formel (6) definierte Operator P heißt Gradient 
des Funktionals F(u) und wird mit 
P= grad F (7) 
bezeichnet. 

Wenn we .D(P) ist, dann läßt sich die Variation des Funktionals F(w) in. 
folgender Form schreiben: 


öFlu,n) = Fr (ron) ‚—(eradRn). (8) 


Im allgemeinen ist das Definitionsgebiet De das Gradienten ‚enger als das 
Definitionsgebiet D(F) des Funktionals F. 

Wie man leicht einsieht, hängen das Definitionsgebiet des Gradienten eines 
Funktionals sowie der Ausdruck für den Gradienten wesentlich davon ab, in 
welchen Raum das Definitionsgebiet des Funktionals eingebettet wird. 

2. Wir betrachten jetzt das folgende, für die weiteren Betrachtungen wichtige 
Beispiel: 

Die Funktion ©®(z, y, 2) sei definiert und stetig für 

z€ja,b], = @O<y<+RX, —- o<2<+X 
Wir setzen voraus, daß die Funktion ©(x, y, 2) die partiellen Ableitungen ®, 


und ©, besitzt, die in demselben Bereich der Veränderlichen x, %, z stetig sein 
sollen. Wir betrachten das Funktional 


F(u) = [ok ur), w(e)) de, (9) 


dessen Definitionsgebiet D(F) aus den Funktionen besteht, die folgende Bedin- 
gungen erfüllen: u e C'®fa, b] und 
ue)=4A, wb)=B, (10) 


wobei A und B vorgegebene Konstanten sind. Die Bedingungen (10) bedeuten, 
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daß die Kurven y = uf) (u € D(F)) durch die beiden festen Punkte (a, A) und 
(b, B) hindurchgehen. 

Wir wollen beweisen, daß das Funktional (9), (10) den Bedingungen 1 und 2 
aus $2 genügt. Als X nehmen wir den Raum L,(a, b). Offenbar liegt D(F) in 
diesem Raum. 

Zunächst uhkhlengen wir uns davon, daß D(F) eine lineare Mannigfaltigkeit 
ist. Wir setzen 


U) -A+FZ2B-M). (11) 


Offensichtlich ist we Cfa, BJ, und % erfüllt die Bedingungen (10). Es sei 
üeD(F). Wir betrachten die Differenz (x) = wa) —ux). Offenbar gilt: 
ne Ca, b] und 

n(a) = nd) =V. (12) 


Es ist evident, daß die Menge M der Funktionen n linear ist. Sie enthält die 
Menge der auf dem Segment [a, b] finiten Funktionen. Nach der Folgerung 1.3.1 
ist die Menge M dicht in L,(a, b), und somit ist auch die lineare Mannigfaltigkeit 
D(F) dicht in L,(a, b). Die Bedingung 1 ist erfüllt. 

Wir wenden uns jetzt der Bedingung 2 zu. Es gilt 


Futantant+ tum) = 
d n n 
= [ Öle, ul®) + 2 9% 1%), WR) + ni yNle)) de. (13) 


Die Funktion (13) ist nach den Veränderlichen «,, aa, - - - , @, stetig differenzier- 
bar. In der Tat, es ergibt sich aus den Voraussetzungen bezüglich der Funktion 
®, daß in (13) der Integrand und seine ersten Ableitungen nach q,, 4, - . - , @n 
stetig von &, @,,.. . , @%,) abhängen. Aus dem Satz über die Differentiation eines 
Parameterintegrals folgt, daß die Funktion (13) stetige partielle Ableitungen 
nach den Veränderlichen a,, @,..., @, besitzt, die man durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen erhält. ; 

Die Bedingungen 1 und 2 sind erfüllt, und man kann die Variation des Funk- 
tionals (9) bilden: 


b 
öFtu,n) ale | Dautanwtom)dl = 


- [io 2,0W)m + Duke, u,wW)Y1lde. (14) 


Wir wollen klären, wie die Funktion u € D(F)) beschaffen sein muß, damit die 
Variation öF(w, n) ein. beschränktes Funktional von n ist. 
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' Der Raum L,(a, b) ist ein HıLgert-Raum. Nach dem bekannten Satz von 
RızEsz hat jedes lineare beschränkte Funktional in diesem Raum die Gestalt 


b 
mg) = l@) na) de, (15) 


wobei g(x) eine eindeutig bestimmte Funktion aus L,(a, b) ist. 

Das Integral (14) läßt sich in eine Summe zweier Integrale aufspalten. Im 
ersten Integral ist der Faktor ®, stetig und somit quadratisch summierbar 
auf dem Intervall (a, b); das erste Integral in (14) ist also ein beschränktes Funk- 
tional von n. Bezüglich des zweiten Integrals 


b 
f Bun de (16) 


kann man. das im allgemeinen nicht behaupten, wenn die Funktion (x) be- 
liebig ist. \ 

. Es sei (x) eine Funktion derart, daß ®,(x, u(z), w(x)) eine absolut stetige 
Funktion von « und ihre Ableitung quadratisch summierbar auf (a, b) ist. Wir 
beweisen, daß dann das Integral (16) ein beschränktes Funktional von n ist; 
dabei benutzen wir, daß (x) stetig differenzierbar ist und die Randbedingun- 
gen (12) erfüllt. , 

‚Wenn die Funktion Du(®, ulx), w(x)) absolut stetig ist, so existieren eine 
Konstante c und eine Funktion w e L,(a, b), so daß gilt 


x 
D,(e, u@), u‘(@)) = c+ f olt) di. (17) 

Dabei ist fast überall auf (a, b) 

d , 

en (X) = FE D,(z, u), u(z)) . 
Folglich kann man das Integral 
v 
F Dy 7 da 


partiell integrieren: 


b d b 
j d d d 
fern de = - (nis Bede tn Bu - (nz Bude. 

& [7 &G 


— D, = we Ls(a, b) ist das letzte Integral auf Grund des Satzes von 
Rıssz ein beschränktes Funktional von 7. Dann ist aber auch die Variation 
öF(u, n), der man jetzt die Form 


Wegen 


b j : 
d 
5Flu,n) = 'i [®. _— Del de (18) 


a 


4 Michlin 
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geben kann, ein beschränktes Funktional von n. Aus der Relation (18) ergibt 
sich die folgende Formel für grad F: 


grad F = Öle, u, wW) — - Du uw). (19) 
In der Tat, aus den Formeln (8) und (18) folgt: 


.d 
(grad r — | D, =D | ) =0—. 
Die Differenz 
d 
grad F — [®. 2. 


erweist sich als orthogonal zu der in L,(a, b) dichten Menge der Funktionen 7. 
Dann gilt aber 
d 


dx 


was mit der Formel (19) gleichbedeutend ist. 

Der Gradient der Funktion F ist also für die Funktion u e D(F) erklärt, 
wenn’ ®,, eine absolut; stetige Funktion darstellt, deren Ableitung quadratisch 
summierbar ist. 

Wir beweisen, daß auch die umgekehrte Behauptung gilt: 

Wenn die Funktion u(z) € D(F) gleichzeitig zur Menge D (grad F) gehört, 
dann ist die Funktion ®,.(x, u, w‘) auf dem Segment [a, b] absolut stetig, die 


grad F [®. B\ =0, 


Ableitung © D(x, u, w) ist quadratisch summierbar auf dem Intervall (a, b), 


und es gilt 


(grad P)(u) = d,—- 0,. 
de 


Wenn u € D(F) ist, so ist die Variation öF(u, n) ein beschränktes Funktional 
von n. In diesem Fall ist dann auch das Integral (16) ein beschränktes Funk- 
tional von n. Nach dem Satz von Rızsz existiert eine Funktion g € Lx(a, b), 
mit der gilt : 


b d 
f Bar ne) de = f ge) nla) de. (20) 
Wir bilden die Funktion 
x) = — [ gti) di 


und integrieren partiell die rechte Seite der Formel (20). Da die Funktion »(z) 
den Bedingungen (12) genügt, so ist 


b b 
Se) n@) de = [ ee) n’(®) de. (21) 
Die Formeln (20) und (21) ergeben zusammen 


fo, - Gy de=0. (22) 
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Die Relation. (22) gilt für eine beliebige Funktion (2), die auf dem Segment 
[a, b] stetig differenzierbar ist und in den Endpunkten dieses Segments gleich 
Null ist. Dies berücksichtigend, setzen wir in der Beziehung (22) 


na) = sin RN k=1,2,.... 
b—-a 


Dann erhalten. wir 


b s 
fo. - 12-0, Berdu (23) 


Wie zur Genüge bekannt ist, ist das Funktionensystem 


& 


cos kr — ‚ k=0,12.... 


vollständig in L,(a, b). Die Funktion ®,, — @ ist orthogonal zu allen Funk- 
tionen dieses Systems, mit Ausnahme der Funktion, die identisch gleich Eins 
ist. Dann unterscheidet sich aber die Funktion ®,, — G' von der Eins höchstens 
durch einen konstanten Faktor: 


Bd, -G=c= const. 
Hieraus ergibt sich 
, K7 
D,=c—- [et)di, 


@ 


und die Funktion Ö,, ist folglich absolut stetig. Weiterhin gilt „ D,= — Hr) 
B AH 


€ L,(a, b), und unsere Behauptung ist bewiesen. 
Die hier gewonnenen Resultate gestatten, den folgenden Satz zu formulieren: 


Satz 3.3.1. Das Funktional (9) sei für alle stetig düfferenzierbaren Funktionen 
erklärt, die die Randbedingungen (10) erfüllen, und das Definitionsgebiet dieses 
Funktionals werde als Teilmenge des Raumes L,(a, b) betrachtet. Damn besteht 
das Definitionsgebiet des Gradienten des Funktionals (9) aus den und nur den 
Funktionen u, die folgende Eigenschaft besitzen: Sie sind stetig differenzierbar auf 
dem Segment [a, b], gemwügen den Bedingungen (10), und der Ausdruck ®,,(z, u, W) 
ist eine auf dem Segment [a, b] absolut stetige. Funktion, deren Ableitung auf 
diesem Segment quadratisch summierbar ist. 

Weiter oben wurde darauf hingewiesen, daß das Definitionsgebiet des Gra- 
dienten (genauso wie der Ausdruck für den Gradienten) wesentlich von dem 
Raum, in den das Definitionsgebiet des Funktionals eingebettet ist, abhängt. 
Wir erklären dies am. Beispiel des Funktionals (9), (10). 

Wir betrachten. einen Hinzerr-Raum, den wir mit Wa, b) bezeichnen 
und wie folgt definieren: Die Elemente dieses Raumes sind absolut stetige Funk- 
tionen auf dem Segment [a, b], die in den Punkten a und b verschwinden und 
die auf diesem Segment quadratisch summierbare erste Ableitungen besitzen. 


Ar 
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Das Skalarprodukt (u, v), sowie die Norm |jw||, im Raum Wa, b) definieren. 
wir mit Hilfe der Formeln 


un [Fr va (ei. en 


Wir betrachten das Variationsproblem für das Funktional (9), (10) unter 
der zusätzlichen Voraussetzung, daß in den Bedingungen (10) zusätzlich 
A=B = 0 ist; den allgemeinen Fall führt man auf diesen Spezialfall leicht 
mit Hilfe der Substitution 


ua) = oe) + A + FEB A) 


zurück. 


Das Definitionsgebiet des Funktionals (9) betten wir in den Raum WU, b) 
ein; man, überzeugt sich leicht, daß dabei die Bedingungen 1 und 2 aus $2 
erfüllt sind und daß nach wie vor die Formel (14) gilt. 

Wir beweisen jetzt, daß für beliebiges u € D(F) das Funktional (14) im Raum 


W4(a, b) beschränkt ist; daraus folgt dann, daß in diesem Raum D(P) = D(F) 
ist. 
Nach der Cavcav-BUssaXowskıschen Ungleichung gilt 


d d 12 d b 12 
Fu, n)| < (/ DB} de Ira) + (J BD), de jr ie) : 


Die Funktionen ®, und 2,, sind stetig und somit beschränkt auf dem Segment 
[a, 6]; es ergibt sich also 


1/2 1/2 
ODE LATE Halbe)”, (85) 
a & 
wobei C, und (©, gewisse Konstanten sind. Weiterhin gilt 
na) = la) + Sn) fe d. 
% & 


Dureh nochmalige Anwendung der CAUcHY-BunJakowskıschen Ungleichung 
erhalten wir 


E73 E47 
ne) S (® — a) [m*kt) dis (b — a) [n’*x) de 
& [3 

und folglich 

d B 

S[n@) de < (b — a)? [ n’*(@) de 

7% a 
Setzt man dies in die Ungleichung (25) ein, so ergibt sich 


d 1j2 
Br mi = o[Furtar) = lm, 0- 0-04, 


und unsere Behauptung ist bewiesen. 
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Wir suchen jetzt den Ausdruck für grad F im Raum Wa, b). Wir setzen 
z Be: 
ga) = [ Duft, ut), wi) + 0, 
& 


wobei C eine zunächst noch unbestimmte Konstante bedeutet. Durch partielle 
Integration erhalten wir aus der Formel (14) 
b 
6Flu,n) = f (Bu — ga) ne) de. 
& 
Jetzt setzen wir 


b 
Ka) = [TButt u), We) — ge] dt 


und wählen die Konstante © derart, daß @(b) = 0 ist. Dann ist @ e Wila, b). 
Gleichzeitig gilt 


Bru.n) = [Et Ha) de = (Gm: 
Daraus folgt nun, daß im Raum W Da, b) 
grad F = Ge) = [ [O,(t, ut), wi) — f Ö,(t, ur), w(r)) de — C]dt (26) 
ist. i ä 
$ 4. Die Eurersche Gleichung 


Wir betrachten ein Funktional F, das die Bedingungen 1 und 2 aus $ 2 
erfüllt. Dieses Funktional sei auf der linearen Mannigfaltigkeit D(F) definiert, 
deren Elemente die Gestalt u = % + n haben, wobei % ein festes Element des 
gegebenen Raumes X ist und 7 die in X dichte lineare Menge M durchläuft. 

Das Funktional F nehme im Punkt u, ein relatives Minimum an. Wir wählen 
ein beliebiges Element n € M und eine beliebige reelle Zahl x. Wenn & dem 
Betrag nach hinreichend klein ist, so ist die Norm der Differenz 

I Fan) — Wll = lol IInl| 
beliebig klein, und dann gilt auf Grund der Definition des relativen Minimums 
Fw+rem) = Fl). eB) 
Diese Ungleiehung bedeutet, daß die Funktion F (u, +&n) der reellen. Ver- 
änderlichen & ein relatives Minimum bei «x = 0 besitzt. Dann gilt aber not- 
wendigerweise 
d 
ar mran| 0 
oder, was dasselbe bedeutet, 
Fu) =0. (2) 
Wir haben damit eine notwendige Bedingung für das Minimum erhalten: Wenn 
das Funktional in einem gewissen Punkt ein Minimum annimmt, dann ist in 
diesem Punkt die Variation des Funktionals gleich Null. 
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Das identisch verschwindende lineare Funktional ist offenbar beschränkt. 
Folglich gilt: u, € D (grad F). Wir setzen 


gradf= Pu. (3) 
Dann gilt 
Fun) = (Pu) =. 6) 


Der Ausdruck (P «,, n) ist ein Funktional in n, das auf der Menge M definiert 

ist. Demnach ist das Funktional P u, auf einer dichten Menge definiert, und 

auf dieser Menge sind alle seine Werte gleich Null. Folglich kann dieses Funk- 

tional stetig auf den ganzen Raum X fortgesetzt werden, so daß auch auf dem 

gesamten Raum seine Werte gleich Null sind. Das bedeutet aber, daß 
Pw=0 

ist, 

Wir haben somit folgenden Satz bewiesen: 

Satz 3.4.1. Wenn ein Funktional F, das den Bedingungen 1 und 2 genägt, 
in einem Punkt u, ein relatives Extremum besitzt, dann gilt: u, € D (grad F), und 
in diesem Punkt ist die Gleichung 

(grad P) (u) = 0. (5) 
erfüllt. 

Die Gleichung (5) heißt Euuzgsche Gleichung. 

Als Beispiel betrachten wir das sogenannte einfachste Variationsproblem. Es 
handelt sich dabei um das Minimumproblem für das Funktional 


Fu) = [ De, u, w) de, © 


dessen Definitionsgebiet aus allen Funktionen besteht, die auf dem Segment 
[a, b] stetig differenzierbar sind und die Randbedingungen 


ua)=4, ub)=B (7) 


erfüllen. Dieses Funktional wurde im $3 beschrieben. Wir setzen hier voraus, 
daß die Funktion D(&, u, uw) alle ihr im $3 auferlegten Bedingungen erfüllt 
und das Definitionsgebiet D(F) in den Raum ZL,(a, b) eingebettet ist. Wenn die 
Funktion v(z) ein (relatives oder absolutes) Minimum realisiert, dann. genügt 
sie auf Grund des Evuerschen Satzes 3.4.1 und der Formel (3.19) der Differen- 
tialgleichung 


d 7 en 
Tr D.l@,u,wW) - 9, =0. (8) 


Als Element der Menge D(F) erfüllt sie auch die Bedingungen (7). Ausführ- 
licher behandeln wir das einfachste Variationsproblem in Kap. 4. 
Als Beispiel betrachten wir das Problem der Brachistochrone. In diesem Fall 


ist ‘ 
Ö(x, u, W) -/" ade 3 


U 
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Unmittelbar können wir uns hier nicht auf Gleichung (8) berufen, da die Funk- 
tion ® bei u = 0 unstetig ist und folglich nicht die Bedingungen aus $3 erfüllt. 
Wir beweisen aber, daß Gleichung (8) anwendbar ist. 

Das Problem der Brachistochrone besitze eine Lösung u,(z). . Aus physikali- 
schen Überlegungen ergibt sich u,(x) >0 für x > 0; andernfalls würde sich 
der gleitende materielle Punkt auf einigen. Wegstücken nach oben bewegen, 
wofür zusätzlich Zeit aufgewandt werden müßte. 

Auf dem Intervall (0, «) wählen wir einen beliebigen Punkt a’. Wir konstruie- 
ren eine Funktion 7(x), die die folgenden Eigenschaften besitzt: a) e OO, a]; 
b)ıaa)=0, 0Sr Sa; c) na) = 0; ansonsten ist die Funktion n beliebig. 


Wir setzen 
[77 
u J Y* de, 
U 
v 


und es sei u(z) = u,(x) +anlz) (Abb. 6). Wenn die Zahl & hinreichend klein 


Abb. 6 


ist, dann gilt v(z) > 0, x > 0; außerdem ist u(0) = 0, u(a) = b. Folglich gilt 
Fu) = F (uw +0») = F(w,), und die Funktion der Veränderlichen & 


94 
1 (2 i 
Pi tan- [JE Ir ‚[y® en 5% (9) 
0 


besitzt ein Minimum für & = 0. Der Integrand des zweiten Integrals in (9) 
hängt stetig von x und « ab, so daß man. unter dem Integralzeichen differenzieren 
kann: 


a 


d 7 ö /l+wW2 ,, 0 1+w2 u 
wten), Sy Pa = % | =: 


a 
(10) 

Um die Überlegungen zu vereinfachen, nehmen wir an (in Wirklichkeit läßt 
sich das unschwer beweisen), daß auf dem Segment [a’, a] eine quadratisch 
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d ö 1+ u”? 
da | ou 77 Mer 


existiert. Dann kann man das erste Integral in (10) partiell integrieren... Aus. 
der Definition der Funktion (x) ergibt sich r(a’) = n(a) = 0, so daß das integral: 
freie Glied verschwindet. Wir gelangen damit zu der Gleichung 


a 
d © 1+%? ö 1+w? 
an _ — i de—=0. 
I a u, ou u |. Me 
a 


Diese Beziehung gilt für eine beliebige Funktion 7 e CVfa’, a], n(a’) = nla) 
= 0. Die Menge dieser Funktionen ist dicht in Ls(a’, a) (vgl. $3), so daß.not- 
wendigerweise gilt 


Ba een rk 2 au) 
de ou [7 [77 % DEN 


Die letzte Beziehung stimmt mit Gleichung (8) für die Funktion Y I ı = über- 


summierbare Ableitung 


ein. 
nz (11) bringt man leicht auf die Gestalt 


Yu Hu) 1+- u) =0. 


Hieraus ergibt sich 
%(l + u) = 6 


c 


rim Fig 1 -+ 00829). Durch 


Differentiation erhält man „= — cesin29-9. Die Substitution = tan 17) 
liefert folgende Differentialgleichung: 


Wir setzen. u, = tang. Dann ist u, = 


dg _ __ tang 
de csin2p' 
' Weiterhin gilt 
de = — 2ccof?pdep; 2=4—-—(2p+sin2p). 


Nach den Substitutionen 29 = r +9, 4a — = = 0 erhalten wir 


«=0-,0- sind), U = 


Damit gelangen wir zu der Folgerung: Wenn das Problem der Brachistochrone 
eine Lösung besitzt, dann ist diese Lösung die Zykloide. 

Im ' vorangegangenen Paragraphen haben wir gezeigt, daß der Gradient des 
Funktionals von dem Raum abhängt, in den das Definitionsgebiet des Funk- 
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tionals eingebettet: ist. Daraus ergibt sich, daß von diesem Raum auch: die 
Gestalt der EuLerschen Gleichung abhängt. Allerdings ist die Lösung der EuULER- 
schen Gleichung von dem genannten Raum unabhängig!). Diese Lösungen 
sind nämlich diejenigen Elemente we D(F), für die öF(u,n) = 0 ist. Die 
Variation des Funktionals F hängt aber nur vom Definitionsgebiet D(F) sowie 
von den Elementen u, n ab und ist unabhängig von dem Raum, in den das 
Gebiet D(F) eingebettet ist. 

Wir erläutern das soeben Gesagte am Beispiel des einfachsten Variations- 
problems. Essi A—= B=0. Im Raum Z,(«, b) führt die EuLersche Gleichung 
auf die Differentialgleiehung (8) mit den Randbedingungen 


u(a) = ulb) = 0. (12) 


Im Raum W&(a, b) (vgl.$3) führt die Euuersche Gleichung auf dieselben 
Randbedingungen (12) und [infolge der Formel (3.26)] auf die Gleichung 


Frost uw) — [Ole ue,we)ar— ld=0. (8) 


Wie man leicht sieht, sind die Gleichungen (8) und (13) äquivalent: Die 
Gleichung (8) ergibt sich aus (13) durch zweimaliges Differenzieren; umgekehrt 
erhält man die Gleichung (13), indem man die Gleichung (8) zweimal integriert. 
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Unter Beibehaltung der Bezeichnungen aus den. vorangegangenen Paragra- 
phen betrachten wir die Funktion Fu -an) der reellen Veränderlichen &; 
weD(F) und ne M sehen wir als feste Elemente an. Wir entwickeln diese 
Funktion nach der Tayrorschen Formel und setzen in der sich ergebenden 
Entwicklung a = 1: 
Futn-rwW+lrwren| +zlaretan]| ‚= 


da «=0 6] 


1f.d 
— F(u) + öFlu,n) + er wre], er 0<9<1l..: WW 
Der Ausdruck 
2 1 
ru reren| 2) 
heißt zweite Variation des Funktionals F im Punkt u. | 
Es gilt 
ıfa ıf@ m 
turen] are traten] -rartnm, 
und die Entwicklung (1) nimmt folgende Gestalt an: 
F (+) = Fu) +öFlan) + Flu+0nn), 0<0<1. 8 


1) Diese Eigenschaft nennt man gewöhnlich die Invarianz der Eüzzschen Gleichung. 
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Das Funktional F nehme im Punkt «,.ein (relatives oder absolutes) Minimum 
an. Dann ist 6.7(u,,n) = 0, und die Formel (3) ergibt 

F (u +) = Fü) HÖFWw+0n N). (4) 

Auf Grund der Beziehung (4) läßt sich sofort eine notwendige und hinreichende 

Bedingung dafür angeben, daß ein der Evurzrschen Gleichung genügendes 


Element u, dem Funktional einen kleinsten Wert erteilt. Für ein absolutes 
Minimum lautet diese Bedingung: 


SF (uw -+0nn)20, VneM. (5) 


Für ein relatives Minimum besteht diese Bedingung darin, daß die Ungleichung 
(5) erfüllt sein muß, sobald das Element n eine hinreichend kleine Norm hat. 
Die Bedingung (5) läßt sich in konkreten Aufgaben nur schwer nachprüfen, 
da die Größe # gewöhnlich nicht bekannt ist, so daß man in der Regel von 
dieser Bedingung nicht unmittelbar Gebrauch machen kann. Aus ihr lassen 
“sich jedoch leichter nachprüfbare notwendige oder hinreichende Bedingungen 
gewinnen. Insbesondere ergibt sich aus der Beziehung (5) die folgende hin- 
reichende Bedingung für das Auftreten eines Minimums: 
Satz 3.5.1. Das Element u, genüge der EuuLngschen Gleichung. Wenn für 
7 =# 0 die zweite Variation des Funktionals F in einem beliebigen Punkt u, € D(F) 
nicht negativ ist, dann besitzt dieses Funktional im Punkt u, ein absolutes Mini- 
mum. Wenn für n == 0 die zweite Variation in einer gewissen Umgebung des 
Punktes u, nicht negativ ist, dann besitzt das Funktional in diesem Punkt ein 
relatives Minimum. 
Der Beweis ist sehr einfach. Im ersten Fall gilt für beliebiges 7 e M, n =# 0: 


rw +hnnN)=d. 
Wenn u ein beliebiges, von u, verschiedenes Element aus D(F) ist, so erhalten 
wir aus (4) für n = u — u: Flu) Z F(u,). Wir betrachten jetzt den. zweiten 
Fall. Es existiert eine Zahlo > 0, so daß für ve D(F), |uw — v,|| <oundy=+0 
gilt: 6? Fla,n) 20. Wir wählen ein solches u, u== w, und setzen wieder 
n=u-u,. Dann ist 
Fu) = Fu) +Fw+0n,n.- 


Es gilt 
Io +0) — wol = 10 mil = 1 Inli S Inl| = I — wll<e. 
Somit ergibt sich 6?F (u, + 0n,n) = 0 und folglich F(u) = F(u,). 


$ 6. Das isoperimetrische Problem 


Das isoperimetrische Problem lautet folgendermaßen: Gegeben seien die 
Funktionale F,G,@...., On und gewisse Konstanten &,l,...,!,. Unter 
denjenigen Elementen aus dem Definitionsgebiet D(F) des Funktionals F, 
welche den Gleichungen 

Guü)=h, k=12...,0 (1) 
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genügen, ist ein Element zu bestimmen, das dem Funktional F den kleinsten 
Wert erteilt. Die Aufgabenstellung des isoperimetrischen Problems bedingt 
natürlich, daß der Durchschnitt 


D,— D(F) n D(G,) n D(@,) n =»: n D(G,) (2) 
nicht leer ist. Im weiteren wird vorausgesetzt, daß diese Bedingung erfüllt ist. 


Ein Spezialfall des isoperimetrischen Problems ist die dritte der im $1 be- 
trachteten Aufgaben. Dabei ist n = 1, 


d b 
Fu) = fwa)de, Gau) = [Yi+wrd, Lei. 
[2 7 

‚Als .D(F) kann man die Menge der Funktionen aus O[a, 5] wählen, die für x = « 
und & = b gleich Null sind [Bedingung (5.1)]; als D(G;) wählen wir die Menge 
aller Funktionen aus CVfa, b], die ebenfalls die Bedingungen (5.1) erfüllen. 
Dann ist offensichtlich D(@,)cD(F), und der Durchschnitt D(G,) n D(F) 
= D(G,) ist nicht leer. 

Im weiteren setzen wir voraus, daß die Funktionale F, @,,@y.-.., & die 
Bedingungen 1 und 2 aus $2 erfüllen. Da der Durchschnitt linearer Mannig- 
faltigkeiten wieder eine lineare Mannigfaltigkeit ist, so existieren ein Element 
u € .D, und eine lineare Menge M, mit der Eigenschaft, daß jedes Element 
we D, die Gestalt v=u-+n,ne M,, hat. 

Des weiteren nehmen wir an, daß die Menge M, im betrachteten Raum 
dicht ist. 

Es gilt folgender Satz, der auf Euuzr zurückgeht und unter der Bezeichnung 
Multiplikatorenregel des isoperimetrischen Problems bekannt ist. 

Satz 3.6.1. Das Element u, < D, sei Lösung des isoperimeirischen Problems. 
Wenn Elemente 1, N - - -; 7m € My, existieren, für die die Determinante 


a) > - Öl io, MM) 
Od lüo, 72) ÖGslüg Na) - - - Cult 72) 


a 8) 
Ökü, Na) 6Celun Nn) - - - ÖCnltig, N) 
von Null verschieden ist, dann lassen sich Konstanten A, k—= 1,2, ...,n, finden, 
so daß gilt 
Rn 
k=1 
Beweis. Wir führen reelle Veränderliche &,,&,, . - -,&, sowie ein Element 
179€ M, ein und setzen 
% 
vente: (5) 
k=0 


Für beliebige Werte, ist wveD,. Es gilt nämlich w=u+n,neM, und 
damit 


-ürlnt Lam). 
\ k=0 
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Der Klammerausdruck ist eine Linearkombination von Elementen aus M, aus 
gehört folglich selbst zu M,. Somit ist we D,. 
Wir halten die Elemente 1, fest und setzen 


” . 
lu + Em) nenn. Malen (6) 


Wir bestimmen die partiellen. Ableitungen erster Ordnung der Funktionen 
6),fr =0,k=0,1,...,n. Es gilt 5 


ö N 
le + N Fam) 
&% k=0 
&i=0 


ö 
Zu, Pla» Kern &n) 


u=0 
= 66 (* + 3 0% Ne, ») . 
kr 
Setzt man zusätzlich &, = 0, k # ti, so ergibt sich 


0) 
a RERROPRKEEER: Gun 14) - (7) 
Wir wählen die Elemente 1, 7% - - -, 7„ derart, daß die Determinante 8) von 
Null verschieden ist, und betrachten das Gleichungssystem j 
Yan...) u=d, j=123...,n%. (8) 


Für das System (8) sind die Bedingungen des Satzes über implizite Funktionen 
erfüllt: Der Punkt =, =: =a,„—= 0 genügt dem System (8), und in 
diesem Punkt ist die JAcoBIsche Funktionaldeterminante « 


Dip: Par BE En) 
D(&ys Op» - > On) 


von Null verschieden (auf Grund der Beziehungen (7) stimmt diese mit der 
Determinante (3) überein). Hieraus folgt die Existenz von Funktionen 
% = @l&), k=14,2,...,n, die die Gleichungen des Systems (8) in Iden- 
titäten verwandeln. Diese Funktionen sind stetig differenzierbar für hin- 
reichend kleine &,, und es gilt w,(0) = 0. 

Die Gleichungen (8) bedeuten folgendes: 


N 
Gl + sum + Zonen) = J=h2,...n. 
k=1 


Das heißt, für beliebige, hinreichend kleine a, genügt das Element 
Rn 
u%g) = Ug + 0% No +2 @160) N% 


den isoperimetrischen Gleichungen (1). Folglich ist 
F(u(&,)) = F(ü,). 


Für &, = 0 ist v(0) = u,. Die Funktion F(w(«,)) der reellen Veränderlichen &, 
0 h) 
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besitzt also ein Minimum für a, = 0, und somit ist 


I Flut) . = 


da, 
Es gilt 
Yu N { 
OF |% +0 + & 0% N 
dp RR 
da, (u&)) N — O0, „ma N 
= or (w + %N + 2 0%, N% 
k=1 Br 
ı 25 F ©r&o) 
k=1 x Helm. =an—0 
oder einfach 
Rn 
Fluo)| = ÖFlug a0) + I 6Fun m) iO) . (9) 
%—=0 .k=1 


Die Werte &,(0) lassen sich aus dem System (8) bestimmen: Wir substituieren 
in den Gleichungen dieses Systems a, = @,(&,), differenzieren die sich dadurch 
ergebenden Beziehungen nach «&, und setzen &, = 0. Analog zu (9) erhalten 
wir dann die Gleichungen 


N 
öCzlug No) +2 öC;zlug NR) (0) =oI » 5 = 1, 2, BE 77 (10) 
1 


Diese Gleichungen stellen ein lineares System mit den Unbekannten. @;(0) 
dar. Die Determinante dieses Systems stimmt mit der Determinante (3) 
überein und ist somit von Null verschieden. Wie man leicht sieht, hat die 
Lösung des Systems (10) folgende Gestalt: 


i 
w,(0) = 2 Arm Gau); kehı...,n. 
Mm 


Dabei sind Ay gewisse Konstanten. Setzt man diese Größen in Gleichung (9) 
ein, so ergibt sich nach Änderung der Summationsreihenfolge und Einführung 
der Bezeichnungen 


R 
2; = 3 An öPlun m), J=F+ 34,6 
k=1 
die Beziehung 
ÖJ(Ug, No) == 0 . 


Durch Wiederholung der im $4 bei der Herleitung der Euzerschen Gleichung 
benutzten Überlegungen erhalten wir dann 


(grad Fl) = (ena(? + &,46)) = 0. 


was zu beweisen 'war. 

Wir möchten bemerken, daß der soeben bewiesene Satz von EULER lediglich 
eine notwendige Bedingung für ein Minimum des isoperimetrischen Problems 
liefert. 
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Für die Lösung isoperimetrischer Probleme läßt sich folgender Algorithmus 


R 
aufstellen: Man bildet das Funktional J=F+ SG, , wobei A, unbe- 
k=1 
stimmte Konstanten sind, und stellt für dieses Funktional die Evnersche 
Gleichung auf. Diese enthält als Unbekannte das Element v, und die Kon- 
stanten A, Ag - - -,Am- Diese Unbekannten werden aus der EuLerschen Glei- 
chung (4) sowie aus den isoperimetrischen Gleichungen (1) bestimmt. ' 

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe 3 aus $1, auf die auch am An- 
fang des vorliegenden Paragraphen eingegangen wurde. Dem Satz von Eurer 
entsprechend, führen wir einen konstanten Faktor} ein und bilden das Funk- 
tional 


b 
Ku) = Flu) +2 6a) = | (u + Ay + w®) de; 


a 


ula) = ulb) =0. 
Das Funktional J ist ein Spezialfall des Funktionals aus dem einfachsten 
Varistionsproblem: Im vorliegenden Fall ist Ba, u,wW) =u-+4 yı + 42, Die 
Evrersche Gleichung (grad J)(w) = 0 für das Funktional J hat auf Grund der 
Formel (4.8) folgende Gestalt: 


d Aw 
— —_ _1=0. 

de I 44? 

Durch Integration erhält man 
wW 60% 
Ä Na 

Daraus ergibt sich 

ie a) 

Va —- (0 — 2)2 - 


Eine nochmalige Integration liefert die Kreisgleichung 
.- + wm —- a? =. 
Wenn also eine Lösung existiert, dann ist diese ein Kreisbogen. Zur Be- 


stimmung des Kreisradius} und des Kreismittelpunktes (e, c,) stehen drei 
Gleichungen zur Verfügung: 


b 
ud, w)=0, [Mrwi=i. 


Wählen wir als Koordinatenursprung den Mittelpunkt des Segments [a, 5], so 
ergibt sich «= — b. Unsere Gleichungen nehmen dann folgende Gestalt an: 


e+b?+a=r,(c-br +a—i, 


4 
EEE ER (LUDER POpHERE 
| a 
= 
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Daraus ergibt sich 
c=0, Ga=yR—, 2iaresinı=1. 


Wenn speziell I = r b ist, dann ist Aiise = b, so daß sich als Lösung ein Halbkreis 
ergibt. 


$7. Die Minimalfolge 


Es sei F ein. beliebiges nach unten beschränktes Funktional. Dann existiert 

die untere Grenze seines Wertevorrates 
#= inf Fu). 
weD(F) 

Eine Folge {u,„} von Elementen aus D(F) heißt Minimalfolge des Funktionals F, 
wenn. der Genzwert F(u,) existiert und gleich u ist. 

Satz 3.7.1. Ein nach unten beschränktes Funktional besitzt wenigstens eine 
Minimalfolge. 

Beweis. Aus der Definition der unteren Grenze folgt: 1. Für ein beliebiges 
Element we D(F) gilt die Ungleichung Fu) > u; 2. für beliebiges & > 0 
existiert ein Element u € _D(F) derart, daß F(u®) < u + e gilt. Wir setzen 


(/n) 


jetzt e = 2 und %=w' . Dann gilt 
Rn 


RS Fu) <ut+—, 


woraus lim F(w,) = u folgt. 

Satz 3.7.2. Es sei D(F) eine lineare Mannigfaltigkeit eines BANAcH-Raumes X. 
Wenn das Funktional F auf D(F) sietig ist und die Minimalfolge {u,} ein Grenz- 
element u, = lim u, besitzt, dann nimmt das Funktional F in dem Elemeni u, 
ein Minimum an. 

Der Beweis ist äußerst einfach: Auf Grund der Stetigkeit des Funktionals F 
gilt nämlich s 

Fu) = lim F{u,) = u = inf F(u,) . 

Die Sätze des vorliegenden Paragraphen ermöglichen es, das Minimum.- 
problem eines Funktionals ohne Verwendung der Euterschen Gleichung zu 
lösen. Zu diesem Zweck ist zunächst die Menge D(F) in einen solchen BAnAcH- 
Raum X einzubetten, in dem das Funktional F_stetig ist. Als nächstes ist 
dann eine Minimalfolge zu konstruieren. Konvergiert diese (im Sinne’ der 
Metrik des Raumes X), dann. ist ihr Grenzelement Lösung des Variations- 
problems. 

Übungsaufgaben 


1. Wir bezeichnen mit CWVfa, b] die Menge der Funktionen, die auf dem Segment fa, b] 
stetig differenzierbar sind und die in den. Punkten « und 5 verschwinden. Das Funktional 


F(u) = Fo, (2), w(x)) de 


betrachten wir auf der Menge O%fa, b], welche wir in den Hınserr-Raum H, der wie folgt 
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definiert ist, einbetten: Die Elemente des Raumes H sind auf [«, 5] absolut. stetige Funk- 
tionen, welche in. den Punkten « und 5 gleich Null sind und quadratisch summierbare Ab- 
leitungen erster Ordnung besitzen. Das Skalarprodukt sowie die Norm in H definieren wir 
durch ( die Gleichungen 


(nV) = r (x) (x) de 
und # 


b £ 
allz = [ wa) de. 


Die Funktion ©®(x, u, u’) seiim Bereich 
asızb, oo <u<t%, -o<W<+%8 


stetig differenzierbar. Man berechne grad F und bestimme sein Definitionsgebiet. 
2. Wir stellen folgendes isoperimetrische Problem: Man bestimme das Minimum des 


Funktionals 
ı 2 % 
fu) = f I») (=) + le) ua de 


mit den Nebenbedingungen 


1 
uecWw[o,1], J wde=1. 


Die Funktionen p(x), p’(x) und g(x) seien stetig auf [0, 1] und es gelte 


pa) zZ pP, = cont>0, dd. 
Wir setzen 
R 


Un = 2 a,Sinkne 
k=1 
und bestimmen die Koeffizienten a,, 0, . . - , 4, aus den Bedingungen 
n \ 
; 1% 
[o@=z&@- 1 
2-1 
{j 
und ®(u,) = min. Man beweise, daß sich die Funktionen u, auf diese Weise konstruieren 


lassen und daß sie eine Minimalfolge des Funktionals ® bilden. 
3. In der Aufgabe 2 wähle man die Funktionen , in der folgenden Form: 


N 
mal) a, n=0,12,.... 
k=0 


Die. Koeffizienten a,, @, 43 - - - » & sollen weiterhin aus den Bedingungen 


1 
Sue) de=1, Blu) = min 
ö 


bestimmt werden. Man beweise die Behauptung der Aufgabe 2. 


KAPITEL 4 


FUNKTIONALE, 
DIE VON REELLEN FUNKTIONEN 
REELLER VERANDERLICHER ABHANGEN 


$1. Das einfachste Variationsproblem 


Dieses Problem wurde bereits im $4 des Kap. 3 betrachtet. Wir erinnern, 
daß es sich hierbei um das Minimum des Integrals 


Fü) = R Dix, u, w) de di) 


handelt, wobei an die Funktion u(x) folgende Randbedingungen gestellt werden: 
ua) = A, ub)—=B. j (2) 


Hierbei sind A und B vorgegebene Konstanten. Bezüglich des Integranden 
Ö(x, u, w) wurde vorausgesetzt, daß dieser im Bereich 


a<a<b, -w<u<to, -wo<W<to () 
stetig ist und stetige partielle Ableitungen nach « und besitzt. . Als Defi- 
nitionsgebiet D(F) des Funktionals (1) wurde die lineare Mannigfaltigkeit der 
Funktionen aus C® [a,b], die den Bedingungen (2) genügen, angenommen; 
die Mannigfaltigkeit D(F) haben wir als Teilmenge des Raumes L,(a, b) be- 


trachtet. Dabei zeigte es sich, daß der Gradient des Funktionals F auf den 
und nur den Funktionen w e .D(F) definiert ist, für welche die Funktion 


D,(z, u, W) 
auf dem Segment [a, b] absolut stetig ist und eine quadratisch summierbare 


Ableitung besitzt. Der Gradient selbst wird durch die Formel 


(grad Fl) =, — 5 


X 


Dy (4) 
definiert. 
Die Euzersche Gleichung für das Funktional (1) ist der Differentialgleiehung 
d 
(grad Pu) = 8, — 5; Du = 0 (8) 
mit den Randbedingungen (2) äquivalent. Wenn also das einfachste Variations- 


problem eine Lösung besitzt, dann hat diese der Differentialgleichung (5) und 


5 Michlin 
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den Randbedingungen (2) zu genügen. Die Lösungen der Gleichung (5) nennt 
man gewöhnlich Extremalfunktionen des Funktionals (1). 

Wir stellen jetzt an den Integranden ©(x, u, w‘) einige Zusatzbedingungen: 
Wir verlangen, daß diese Funktion im Bereich (3) stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung nach sämtlichen Veränderlichen &, u, w sowie die stetigen 
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung D,y, Pu” und D,. besitzt; dabei sei 
©, == 0. Wir zeigen dann, daß unter diesen Voraussetzungen jede Extremal- 
funktion des Funktionals (1) eine stetige zweite Ableitung besitzt. Zunächst 
beweisen wir, daß unter den bezüglich der Funktion ® gemachten Voraus- 
setzungen jede Funktion aus dem Definitionsgebiet D(grad F) fast überall 
eine quadratisch summierbare zweite Ableitung besitzt. 

Es sei we D(grad F). Dann ist um so mehr we D(F), und folglich gilt 


we CV fa, bj. Gleichzeitig ist 2 ©, € L,(a, b). Wir setzen 
29, (2,0, uw) = @l&) . 


Dann existiert fast überall der Grenzwert 


Dyrlz + Az, uw + Au, w + Au) Dur, u, u) 
; Ax 


lim 


Ax0 


= (x) > 


wobei 


Au=u(x + Ax) — ule) , Aw = u (x + Ax) — We) 
bedeutet. Nach der LAGRAnGEschen Formel ergibt sich 


Du (a + Aw, uw + Au,wW + Aw) — Bu uuw) 
Ax 


= D,u (® +9 Ar, wu +09 Au, w +0 Au) + 


+ Daw (a + 0 An, u +8 Au, w +0 Au) + 


+ Bye (a +0 A, u + 8 Au,w +0 Aw) 0<9<1. 


: ; Aw 
Wegen ©,» == 0 läßt sich aus der letzten Beziehung der Quotient - be- 
stimmen. Der kürzeren Schreibweise wegen lassen wir bei den. zweiten Ab- 
leitungen die Argumente weg: 
Au’ 1 (Bu (a + Ar, u + Au, wW + Aw) Dur, u, W) & & Au 
Au Dura 4x au “u A 


Für As — 0 besitzt die rechte Seite der letzten Gleichung fast überall einen 
Grenzwert, und dieser ist gleich 
1 d e G ’ Fe 
Dres iz Du WW) — Paula, u W) — Punta, u W) w = 
1 


Dre, uw) {o(2) — Dura, uw) — Dura, uw) uw}. 
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Dann existiert aber fast überall die zweite Ableitung 


4 i Ed ’ : 
u Durla, u, W) {o(®) Dal, %W) — Duwt®, u, u w} 


und ist quadratisch summierbar. 

Wenn u eine Extremalfunktion ist, dann gilt auf Grund der Euserschen 

Gleichung w(x) = lu, x, w‘) und 

u = er { Due, %, “) —_ Daw(® u, “) = Duw(®; U, “) w} # (6) 
Aus den bezüglich ® gemachten Voraussetzungen folgt nun, daß «’ eine auf 
dem Segment [a, b] stetige Funktion ist. 

Gleichung (6) stellt eine andere Schreibweise der EuLerschen Gleichung dar. 
Somit ergibt sich: Im Falle des einfachsten Variationsproblems 1äßt sich die 
Extremalfunktion aus einer Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmen. 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung enthält zwei willkürliche Konstanten. 
Wir bezeichnen es mit o(&, C,, Cs). Die willkürlichen Konstanten sind aus den 
Gleichungen 

la, C, O)=A, plb, 0, 6,) -=B, (7) 


welche sich aus den Randbedingungen (2) ergeben, zu bestimmen. 


$2. Untersuchung der zweiten Variation 


Im Falle des einfachsten. Variationsproblems hat die zweite Variation die 
Gestalt 
[la f ’ | 
ö2Flu,n) = iz: [oe ur) + le), ww) + n’(®)) | 


Nach Differentiation unter dem Integralzeichen erhalten wir 


5 . u 
Blu) = | [Data ww) ne) +2 Dawla, 6 W) me) te) + 


+ Dr, u, w) 7'*(@)] de. (i) 


Die Funktion u,(z) genüge der Gleichung (1.5) und den Randbedingungen 
(1.2). Wie im $5 des Kap. 3 gezeigt wurde, ist dafür, daß diese Funktion 
dem Funktional (1.1) ein relatives Minimum erteilt, notwendig (und hinreichend), 
daß für alle Elemente ne M mit hinreichend kleiner Norm die Ungleichung 
Fu +P9n,n)>0 gilt. Wir bemerken, daß im vorliegenden Fall M die 
Menge der Funktionen aus C® fa, b] ist, die in den Punkten «a und b gleich 
Null sind. Diese Menge bezeichnen wir mit C@ [a, b]. 

Wir zeigen jetzt, daß eine notwendige Bedingung für das Minimum. die 
Ungleichung 

ru,n)Z0, VneCWVTa,b], 


5* 
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oder, ausführlicher geschrieben, 


b 
F [Da u u)? +2 Duwl®, un nn + 
a 


+ Del u, u) de 0, VnelcVLfa, db], (2) 
ist. Wenn nämlich für eine gewisse Funktion n,e 0 fa, b] die Relation 
Fun) = —-y<0 gilt, so ergibt sich fürn = en, mit einer dem Betrag 
nach hinreichend kleinen Zahl e die Beziehung 

um) =— Ye. 


Weiterhin gilt 
EFF (w+9n,n) — &Flu,n) = 


b 
= - = {[D,«@; [7] + 6 ENg u + 8 € 20) _— Dust® Up: %,)] „ + 


+2 [Dula, U +0 E10 u + IE) — Dawl®, U W)lNoNo + 
+ [de u +den„w+Hen) — Dr, u, ww], de. 
Bei hinreichend kleinem s kann das letzte Integral beliebig klein gemacht 


werden. Wir wählen e derart, daß dieses Integral dem Betrag nach kleiner 
als y ist. Dann gilt 


1 
Iö®F (%o + On, N) —z Ö?F(u,, nl < ,?’ &? & 
Daraus folgt 
1 1 
rt )<SFuN)t+zZrYRt=—-zrYR<0, 


so daß die notwendige Bedingung für das Minimum verletzt ist. 
Die notwendige Bedingung (2) läßt sich weiter vereinfachen. Es gilt nämlich 
der folgende 
Satz 4.2.1. (Legcenoensche Bedingung). Dafür, daß die Bedingung (2) 
für beliebiges n € CW [a, b] erfüllt ist, ist notwendig, daß Dyr.(x, u%), ule)) = 0 
für beliebiges » € [a, b] gilt. 
Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir 
Durı(&, ut), u(®)) = p(e), 
Dar (&, Uolk), u,(0)) = q(e) , 
D,r(&, Una), uR)) = r@) - 
Die Bedingung (2) nimmt folgende Gestalt an: 
ob 
SP)? +2) +r@n]de>ov, ne CV fa,b]. (8) 
L3 
Das Integral in (3) bezeichnen wir mit I/(n). Wir nehmen an, daß in einem 


Punkt x, € [a, b] die Ungleichung p(z,) < 0 erfüllt ist. Dann gilt »(&) < O0 in 
einem gewissen Intervall, das den Punkt x, enthält. Dann lassen sich aber 
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ein Segment [«, #] im Inneren. dieses Intervalls und eine positive Konstante p, 
finden, so daß gilt 
»(®) <— 2: z<[&,ß]. 
Wir setzen jetzt 


B aze <a, 
Nn(&) = ° sin? ee ‚a<z<ß, 
0, psesb 


wobei n eine natürliche Zahl ist. Offensichtlich ist 7, € C® Ta, 5]. Es gilt nun 
j 
Ian) = STpke) nm + 2 ge) nm + re) mal de. 


Die stetigen Funktionen g(&) und r(x) sind beschränkt. Es gelte Ig(x)| < 4. 
(@)| < rg, wobei g, und ry re Konstanten sind. Dann ist 


Im) < — Dann os Tahr rt (— 0); 


die rechte Seite dieser Ungleichung ist für hinreichend große n negativ. Der 
Satz ist damit bewiesen. 


$ 3. Der Fall mehrerer unabhängiger Veränderlicher 


Wir betrachten ein endliches Gebiet 2 des m-dimensionalen euklidischen 
Raumes und nehmen an, daß der Rand I’ des Gebietes Q aus einer endlichen 
Anzahl stückweise glatter Flächen der Dimension m — 1 besteht. In diesem 
Fall gilt für den Rand 7’ die Formel der partiellen Integration (siehe $1 des 
Kap. 2). 

Die Funktion 

Dix, u, &: 29 : - -> Zm) (1) 
sei für jedes ce Q= R u I’ und für beliebige endliche Zahlenwerte der Ver- 
änderlichen. u, 2,, 2, . . -, 2m definiert. Wir nehmen an, daß die Funktion ® 
in dem genannten. Variabilitätsbereich zusammen mit ihren partiellen Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung nach sämtlichen Veränderlichen x,, 


ge ee, Kıns Ur Rip Zar * + +5 2m Stetig ist. 
Wir betrachten das Funktional 2 
j ou ou 
= en ae EE 2 
f Ö (« uX), ee =) de (2) 
2 
auf der Menge D(F) der Funktionen u € 0OV(Q), die der Randbedingung 
ur — gl) (8) 


genügen, wobei g(x) eine auf I’ vorgegebene stetige Funktion bedeutet. Dabei 
setzen wir voraus, daß wenigstens eine Funktion z(x) existiert, die die beiden 
Bedingungen 

nee), AUr=ge) (4) 
erfüllt. 
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Wir bemerken, daß die zuletzt gemachte Voraussetzung wesentlich ist: Im 
Gegensatz zum Fall einer Veränderlichen kann es sich hier bei entsprechender 
Wahl der auf I’ stetigen Funktion g(x) erweisen, daß es keine Funktion «(z) 
gibt, die den Bedingungen (4) genügt. In diesem Fall ist das Definitionsgebiet 
D(F) leer, und das Minimumproblem für das Funktional (2) ist gegenstandslos. 

Wenn eine solehe Funktion (x) existiert, dann enthält die Menge .D(F) die 
lineare Mannigfaltigkeit von Funktionen der Gestalt u(z) = u{@) + n(x), wo- 
bei gilt ne M®IQ) (vol: $1, Kap. 2). 

Wir betrachten. die Mannigfaltigkeit D(F) als ange des Raumes L,(2). 
Aus der Folgerung 1.3.1 ergibt sich sofort, daß die Menge MV(2) in L,(2) 
dicht ist, und es ist nun leicht zu beweisen, daß das Funktional (2) den Be- 
dingungen 1 und 2 aus $2 des Kap. 3 genügt. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, das Funktional 2 zu minimieren und leiten 
eine notwendige Bedingung dafür her. Eine allgemeine notwendige Bedingung 
kennen wir bereits ($4, Kap. 3): Wenn das Element u, das Funktional F zum 
Minimum macht, so gilt u, € D(grad. F) und (grad F)(wu,) = 0. 

Wir bilden die Variation 


d 
öF(u,n) = „Fwura Neo = 


d 
= [ou Fan a tan 0 Um & N) dal, = 
2 
= o® erY) (5) 
- [etz un|® 
2 
Dabei wurden die Bezeichnungen 
ou _Mm 
Mr dx; er 0% 


eingeführt, und unter den Differentiationszeichen bei ® wurden die Argumente x 
ur), u®), . - ., ul®) weggelassen. 
Die Banken we _D(F) gehört dann und nur dann zum Definitionsgebiet 
Digrad F), wenn das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (5) ein im 
Raum L,(2) beschränktes Funktional darstellt. Das genannte Integral ist die 
Summe von m + 1 Integralen: 


[08 v [5® _ [dd 
run = [nat (min) + 2 2 (® ). 
2 2 
od 


Die Funktionen Er = sind stetig in 2; dann gehören sie erst recht zu 
U Ur 


Ly,(2), und das erste Skalarprodukt ist somit beschränkt im Raum L,(2). 
Für die übrigen Produkte kann man dies im allgemeinen nicht behaupten. 
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Die Funktion we .D(F) sei so beschaffen, daß die verallgemeinerten Ab- 
leitungen 
I VE (6) 


existieren. Dann gilt nach der Formel (1.1) aus Kap. 2 


ö j 0 88 
2P da = ee EUR PAPER N 2 0% 
2 2 2 


dFku,n) = jr E a nd. Vremmg). M) 


ou k=1 0% Our 
Q 


und folglich 


Wir nehmen weiterhin an, daß 


m 8 88 
r—ı 0% Our 


u B 5 8 88 n) 


u da up 


2,2) (8) 


ist. Dann ist 


ein Funktional von 7, das im Raum ZL,(2) beschränkt ist. Damit ist aber 
we Digrad F), und es gilt 


mM a 
6 55 ö 88 a 
ou k=1 [27 Or 


(grad F)(u) = ur=gle). (9) 

Das Definitionsgebiet des Gradienten von 7 enthält also auf jeden Fall die 
Funktionen, welche folgende Eigenschaften besitzen: 1. Diese Funktionen 
gehören zu C®(2) und genügen der Bedingung (3); 2. es existieren die ver- 
allgemeinerten Ableitungen (6); 3. die Bedingung (8) ist erfüllt. Insbesondere 
enthält die Menge D(grad F) diejenigen Funktionen aus C®(Q), welche der 
Bedingung (3) genügen. 

Jetzt läßt sich leicht die EuLsrsche Gleichung unseres Varistionsproblems 
aufschreiben, wenn man voraussetzt, daß die Funktion, welche dem Funktional 
(2) das Minimum erteilt, die soeben genannten Eigenschaften besitzt. Die 
Evurersche Gleichung besteht aus der Differentialgleichung 

a8 wood du 


U ’ 
’ 08% 


(10) 


ou k-1 [273 our 
und der Randbedingung (3). 
Beispieli. Essei 
m ou 2 
F(u) -[ Pa (==) de, ur= ge). (11) 
x=ı \0% 


2 


58 4. Funktionale, die von reellen Funktionen abhängen 


Die Euuzgsche Differentialgleichung für das Funktional (11) hat die Gestalt 
77 


— =(0 
v1 d&h 


oder kurz Au = 0. Diese Gleichung ist unter der Randbedingung «|r = g(x) zu integrieren; 


dabei wird vorausgesetzt, daß eine Funktion (x), die den Bedingungen (4) genügt, existiert. 
Das Integral (11) heißt gewöhnlich Diricuuersches Integral. 
Beispiel 2. Es sei 


m 2 
Fa) = II I) - 2sulan ur 0. (13) 
k=1 (0% 
2 


Die Evrersche Differentialgleichung für das Funktional (13) läßt sich leicht auf die 
Gestalt 
— Au = (a) (14) 


bringen. Die Gleichung (14) ist bei der Randbedingung w|r = 0 zu integrieren. In diesem 
Fall ist die Existenz der Funktion #(z) offensichtlich: Es genügt %(z) = 0 zu setzen. 

Das Definitionsgebiet des Gradienten des Funktionals (2) läßt sich voll- 
ständig beschreiben, wenn man den Begriff der verallgemeinerten. Divergenz 
eines Vektors einführt, was im wesentlichen analog der Definition der verall- 
gemeinerten Ableitung geschieht (siehe Kap. 2). Wenn g(x) ein in 2 stetig 
differenzierbarer Vektor mit den Komponenten g(®), 94%), - . -, 9m(x) und 
o(x) eine beliebige Funktion der Klasse MV(Q) (siehe Kap. 2, $ 1) ist, so gilt 
nach einer bekannten Formel aus der Vektoranalysis 


2) g(x) - grad pr) de = — [ Pla) div g(e) da 
2 


Jetzt sei g(x) ein beliebiger in 2 summierbarer Vektor, und es existiere eine 
‚ in 2 summierbare skalare Funktion f(x) derart, daß für eine beliebige Funk- 
tion pe M®(D) folgende Beziehung gilt: 


Ri: g(x) - grad pla) de = — [ fix) gie) de. (15) 
2 


Dann heißt die Funktion f(x) verallgemeinerte Divergenz des Vektors g(x) im 
Gebiet 2. 

Es sei u e D(F) eine Funktion derart, daß der Vektor mit den Komponenten 
od 08 08 
du,” OU,” I 
dratisch summierbar ist. Wir bezeichnen diese Divergenz, genauso wie die 
gewöhnliche Divergenz, mit dem Symbol 


eine verallgemeinerte Divergenz besitzt, die in Q qua- 


m a 08 


Dabei silt jetzt allerdings zu berücksichtigen, daß die einzelnen Summanden 
der letzten Summe nicht erklärt sind. 

Offensichtlich gilt ne M®(2). Mit Hilfe der Formel (15) läßt sich. die 
Variation öF(u, n) auf die Gestalt (7) bringen; diese Variation ist auf Grund 
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unserer Voraussetzungen ein beschränktes Funktional von n, folglich gilt 
ue Digrad F). 
Es sei nun umgekehrt u e D(grad F). Dann ist der Ausdruck 


Po) 
ZU] Fu Med, m EMAN) 


im Raum Z,(2) ein beschränktes Funktional von 7. Nach dem Satz von Rızsz 
existiert dann eine Funktion v € L,(Q2) derart, daß gilt 


2 


Entsprechend der Definition besitzt dann der Vektor (= h a euren a) 
Our ÖUg Öunm 
eine verallgemeinerte Divergenz — ve L, (2). 
Somit gehört die Funktion « € D(F) dann und nur dann zum Definitions- 
gebiet D(grad F), wenn der Vektor (= ; 22 Re ) eine verallgemeinerte 
u) ÖUug um 
Divergenz besitzt, welche in @ quadratisch summierbar ist; dabei gilt, wie man 


leicht sieht, 


od 0 26 
ou koı 0% Öup i 


(grad Fu) 


Die EuLersche Gleichung behält die Gestalt (10), es gilt lediglich zu beachten, 
daß die einzelnen Summanden unter dem Summenzeichen im allgemeinen nicht 
erklärt sind. 


$4. Funktionale, die von Ableitungen höherer Ordnungen abhängen 


Wir betrachten ein Funktional der Gestalt 


d 
Fu) = [ a, u, wW,w',...,u®) de. (1) 
u 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß die Funktion Ö(x, 2, 21: - .» &5) 
im Variabilitätsbereich 
x € [a,b], —- m y,< m, 3=0,4,2,...,k, (2) 


definiert und k-mal stetig differenzierbar ist. Das Funktional (1) betrachten 
wir auf der Menge der Funktionen u e C® [a, b], die den Randbedingungen 


ua) = Ay, Wla) = Ay,...,u®Pla)= A, , 
ub) = B,, w(b) = B,..., we”) = Bin; 


genügen, wobei A, und B, vorgegebene Konstanten sind. Als u(x) kann man 
ein Polynom vom Grade 2%k — 1 wählen, welches die Bedingungen (3) erfüllt; 
bekanntlich läßt sich ein solches Polynom konstruieren. Jetzt ist einsichtig, 


(8) 
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daß D(F) eine lineare Mannigfaltigkeit von Funktionen der Gestalt u(z) = 
= ua) +Hnle) mit ne M®l(a, b) ist. Betrachtet man nun D(F) als Teilmenge 
des Raumes Z,(a, b), so sieht man leicht, daß das Funktional F den Bedingungen 
1 und 2 aus $2 des Kap. 3 genügt. 

Wir bilden die Variation 


d 
öF(u,n) = 4 B(,utanwW+tarn,...,u® +&,®) de, = 
& 


Die Funktion w(z) sei derart beschaffen, daß 


oD 


Er) (2; ur),u()... Pa), j=lhR...,k, 


eine verallgemeinerte Ableitung j-ter Ordnung besitzt!) und außerdem gilt 


di 8® 
Zur zu € Pal, 9). (8) 


k 
2 (1) 
j- 
Nach der Formel (1.1) aus Kap. 2 gilt dann. 


v . 
di 8 


85%; a 
DD fer ee 
u TR) A = (14 [fa) 2 5 
& 
und folglich 
v 
4) Ba, ; 3 08 
öFlu, m) IE h Er 1) FR a na) de. (6) 
& 


Das Integral (6) ist ein Funktional in n, das im Raum 1,(2) beschränkt 
ist. Daraus ergibt sich, daß die Funktion u(x) mit den oben. genannten Eigen- 
schaften. zum Definitionsgebiet Digrad F) gehört. Für eine solche Funktion 
gilt 


(grad F)(u) (7) 


Ek . 
di 08 
i H 
u 2 ( E des u" 
3= 
Wenn man annimmt, daß eine Funktion existiert, die das Funktional (1) 
unter den Bedingungen (3) zum Minimum macht und die oben genannten 


Eigenschaften besitzt, so kann man für diese Funktion die Evvsrsche Glei- 


») Nach Satz 2.4.2 bedeutet dies, daß die genannte Funktion auf dem Segment [«, b] 
zusammen mit ihren Ableitungen. bis zur Ordnung j — 1 stetig und die (j — 1)-te Ableitung 
absolut stetig ist. 
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chung aufschreiben. Sie besteht aus der Differentialgleichung 2 k-ter Ordnung 


FR Ze ic _ 
du er un e 


und den Randbedingungen (3). 
.. Die in diesem Paragraphen angestellten Überlegungen lassen sich offenbar 
auch auf den Fall mehrerer unabhängiger Veränderlicher übertragen. Für das 


Funktional 
ou ou u of 
B|m,u —....1 om or 9 Jop) AR (9) 
0%, Om 0% 0%), 
2 


mit den Randbedingungen 


0-1 
= Hl)... er = MR) (10) 


ou 
ur = 90(%), — 
Tr ö 


’d» 


wobei » die Normale zu I’ bedeutet, besteht die Eutersche Gleichung aus den 
Randbedingungen (10) und der. partiellen Differentialgleichung 2 k-ter Ordnung 


RR) 5 Fe 7 5 o2 88 
Der2cH 

ou je 0% ’ u jr 9% 087, 3 u 

0% 027, 0%, 

k 

Hl x 2 z -0.. 
in das. rel 0x7, 084, we. Oz F) u 
0%, 0%, Suse 0%, 


So hat z. B. die Eunersche Differentialgleichung für das Funktional 


Ei u 2 
in &, ( 0%; =) des 
die Gestalt 


mi 02 u 


u 09, 0% 0%; 0%, 


’ 


welche sich leicht auf die Gleichung 
Au =0 
zurückführen läßt. 
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Der einfacheren Schreibweise wegen beschränken wir uns auf den Fall einer 
unabhängigen Veränderlichen und zweier Funktionen. Wir nehmen weiterhin 
an, daß das Funktional außer diesen Funktionen nur noch von deren ersten 
Ableitungen abhängen. Die Betrachtung des allgemeinen Falles ruft keinerlei 
Schwierigkeiten hervor. 

Wir betrachten also das Funktional 

b 
Fu, vo) = f Die, u, v, w, v’) de (1) 


a 
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und definieren es auf allen Paaren {%, v} von Funktionen aus CWfe, b], die 
den Randbedingungen 
wa)= 4A, wb)=B, va)=4A, vb)=B, 2) 

genügen, wobei A,, A, B,, B, gewisse Konstanten sind. Wie gewöhnlich be- 
zeichnen wir die Menge dieser Paare mit D(F). Jedes dieser Paare wollen. wir 
Vektor nennen. 

Wir bilden den Vektor (a, v} mit 
Bı 41 
b-a 
Dann läßt sich jeder Vektor {w, v) € D(F) in der Form 

wv}= {tn vH+l} 


darstellen, wobei n(#) und &(x) Funktionen aus Ce, b] sind, die den Rand- 
bedingungen 


B-A4, 
b—-a 


@—a), va) A, 


(e—.e). 


(a) = (6) = La) = L(b) = 0 8) 
genügen. Die Menge der Vektoren {n,{} ist offenbar linear, demnach ist D(F) 
eine lineare Mannigfaltigkeit. 

Wir betrachten D(F) als Teilmenge des Raumes L,(a, b) aller Vektorfunk- 
tionen, die auf dem Intervall (a, 5) quadratisch summierbar sind. Das Skalar- 
produkt sowie die Norm im Raum Z,(a, b) definieren. wir durch folgende Be- 
ziehungen: 


d 
(in, vi}, (Un da}) = So ug + 9, v5) de; 
& 


b 
Ita, vo}? = (ur + 0) de. 


Man prüft leicht nach, daß das Funktional (1) die Bedingungen 1 und 2 aus 
82 des Kap. 3 erfüllt. 
Die Variation des Funktionals (1) bat die Gestalt 


sFwv,n,Öd) = 


= [Pwutono+obw +7, v’ +8) del = 


b 
od 26) od , BD „, 
- [( Erlen Can. 
& 


ou v 


Indem man die früher bei der Untersuchung der einfachsten Variationsaufgabe 
benutzten Überlegungen. wiederholt, beweist man leicht die folgenden Be- 
hauptungen: 

1. Das Definitionsgebiet des Gradienten grad F besteht aus den und nur 


den Vektoren {u, v}, die zu D(F) gehören und für die = und - auf dem 
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Segment [a, b] absolut stetige Funktionen sind, deren Fun auf dem- 
selben Segment quadratisch summierbar sind; 
2. der Gradient des Funktionals F ist der durch die Formel 


(grad P) ({v, »}) = | (4) 


definierte Vektor; 
3. die Eunazksche Gleichung für das Funktional F führt auf das System von 
Differentialgleichungen 


oB d 08 oo» d 08 
E-e-0, 222-0 (5) 
ou dx ou 8% dx 0v 


od d o& od d 08 
ou de WW’ w de 0v 


mit den Randbedingungen (2). 


$ 6. Natürliche Randbedingungen 


i. Um den Begriff der natürlichen Randbedingungen sowie die Entstehung 
dieses Begriffes zu klären, betrachten wir folgendes Variationsproblem: 
Gesucht ist das Minimum des Funktionals 


Fu) = fo, u,uw) da (1) 


auf der Menge der Funktionen ve C®fa, b]; die Funktion (x) wird von 
vornherein keiner Randbedingung unterworfen. An die Funktion ©(z, u, w) 
stellen. wir dieselben Bedingungen wie beim einfachsten Variationsproblem. 

Der wesentliche Unterschied zwischen. diesem neuen Variationsproblem und 
dem einfachsten Varistionsproblem besteht im Fehlen der Randbedingungen 
für die Funktionen, über denen das Minimum gesucht wird. 

In unserem Falle ist D(F) = OVfa, b]. Diese Menge ist linear, und man 
kann sie als lineare Mannigfaltigkeit auffassen (es genügt, W—= 0 zu setzen). 
Wir betrachten sie als Teilmenge des Raumes L,(a, b). Man prüft leicht nach, 
daß das Funktional (1) die Bedingungen I und 2 aus $2 des Kap. 3 erfüllt. 

Wir bestimmen jetzt den Gradienten des Funktionals (1) und beweisen dabei 
folgenden Satz. 


Satz 4.6.1. Dafür, daß die Funktion u(x) zum Definiiionsgebiet des Gradienten 
des Funktionals (1) gehört, sind folgende Bedingungen notwendig und hinreichend: 
1. ae 00a, 5]; 2. die Funktion = =D, (x, uw), w(x)) ist auf dem Segment 


[a, 6b] absolut stetig und besitzt eine quadratisch summierbare Ableitung; 3. die 
Funktion. u(x) genügt folgenden Randbedingungen: 


E)., = Ö,,(a, ua), w(a)) = 0, 


ou 


& 
(#7), Pr u) #6) = 


ou 
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Beweis. Notwendigkeit. Die Notwendigkeit der Bedingung 1 ergibt 
sich aus der Inklusion D(grad P) c D(F) = C®[a, b]. Wir wenden uns jetzt 
den Bedingungen 2 und 3 zu. Wie im $3 des Kap. 3 ist die Variation des 
Funktionals (1) gleich 

b 


b 
run | Prutanu tan) da [(n- ee ')de. 


777 ur 7 


a 


Wie auch früher ist sie ein beschränktes Funktional von n, wenn das Funktional 


a4 
0DB , 
[Er Ey 
b 
beschränkt ist. 

Es sei u € D(grad F). Dann ist das Funktional (3) beschränkt, und es existiert 
deshalb eine Funktion g € L,(a, b) derart, daß gilt 

d b 


[Eemerde = [oe ne) ar,  Vneo®laB1. @) 


Wir führen die Funktion 
= —- fe)d+ Cl, CO = const, 
& 
ein. Durch partielle Integration des Integrals auf der rechten Seite in (4) 


ergibt sich 
d 


' | me ee) | n‘(x) de = G(a) n(a) — @(b) n(b). (5) 


ew 


Die Beziehung (5) gilt für eine beliebige Funktion 7 e COfa, b]. Wir nehmen 
jetzt zusätzlich 
n(a) = n(b) = 0 (6) 
an. Dann gilt 
b 


sr r = a) Yo) de=0. m) 


[7 


Gleichung (7) stimmt mit Gleichung (3.22) aus Kap. 3 überein, so daß sich 
daraus wieder die folgende Beziehung ableiten läßt: 


0» 
ou 


= @(x) + const — - [sw di + const. (8) 


Damit ist die Notwendigkeit der Behauptung 2 des Satzes bewiesen. 
Das Integral (3) kann man nun partiell integrieren: 


b b 
BD an d 88, oD _ o® 
IE N | de du ne) | au’ ka 7@) | ln 


a 
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so daß sich für die Variation folgender Ausdruck ergibt: 


men [Eee mo). m 


Das Integral in (9) ist nach Voraussetzung ein beschränktes Funktional von 7 
im Raum L,(a,b). Ein beschränktes Funktional in L,(a,b) muß auch der 
Term 


Bl) ea. TE, (10) 


ou 


darstellen. Da aber der Wert der Funktion xx) in einem vorgegebenen Punkt 
ein unbeschränktes Funktional von n im Raum L,(a, b) ist, so ergibt sich, 
daß der Ausdruck (10) nur dann ein beschränktes Funktional in Z,(a, b) sein 


kann, wenn 
| od ) | od ) 
ı = # = 0 
ou )a=a du Ja=b 


ist. Die Notwendigkeit der Bedingungen des Satzes ist damit bewiesen. 
Aus Gleichung (9) ergibt sich jetzt die Formel für den Gradienten: 


(grad F)(u) -#- 5. al) 


Hinlänglichkeit. Wenn die Bedingungen 1 bis 3 des Satzes erfüllt sind, so 
kann man das Integral (3) partiell integrieren. Unter Verwendung der Rand- 
bedingungen (2) erhält man 


b 
od d o® 
or) | E nee (12) 


Der Klammerausdruck ist ein Element des Raumes ZL,(a,b). Also ist das 
Integral (12) in diesem Raum ein beschränktes Funktional, und es gilt somit 
we D(grad F). Der Satz ist vollständig bewiesen. 

In dem soeben betrachteten Problem müssen also die Funktionen aus dem 
Definitionsgebiet D(grad F) notwendigerweise gewissen Randbedingungen ge- 
nügen (im vorliegenden Falle den Bedingungen (2)), welche nicht unbedingt 
die Funktionen aus dem Definitionsgebiet D(F) zu erfüllen brauchen. Solche 
Bedingungen heißen natürliche Randbedingungen für das Funktional F. 

Im vorliegenden Falle sind also die Bedingungen (2) die natürlichen Rand- 
bedingungen für das Funktional (1). 

Diejenigen Randbedingungen, denen alle Funktionen aus dem Definitions- 
gebiet D(F) genügen, heißen wesentliche Randbedingungen für das Funk- 
tional F. So sind z. B. die Bedingungen (3.10) aus Kap. 3 die wesentlichen 
Randbedingungen für das Funktional des einfachsten Variationsproblems. 

Jetzt ist es leicht, die notwendige Bedingung für das Minimum des Funk- 
tionals (1) (die Eurersche Gleichung) anzugeben. Die EuLersche Gleichung 
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führt im vorliegenden Fall auf die Differentialgleichung 


KLEIN, (13) 


mit den Randbedingungen (2), unter denen diese Gleichung nun zu integrieren 
ist. 

Bemerkung. Zu der Eutzrschen Gleichung kann man auch ohne Verwendung des 
Satzes 4.6.1 gelangen. 

Die Funktion u, erteile unserem Funktional ein Minimum. Wir setzen u,(a) = 4, 
%ylb) = B. Als Kurve, mit der wir die Extremalkurve vergleichen, wählen wir eine Kurve, 
die durch die Punkte (a, A) und (b, B) (Abb. 7) hin- 
durchgeht, d. h. also eine solche Kurve, für die 
ua) = A, u(b) = B gilt (in Abb. 7 ist diese Linie 
punktiert). Dann ist ?(u) > F(u,), und somit sind die 
Bedingungen. des einfachsten Variationsproblems er- 
füllt. Dann muß also die Funktion u,(z) der Glei- 
chung (13) genügen. Diese Gleichung ist aber noch 
nieht ausreichend: Wir müssen u, auch mit solchen 
Kurven vergleichen, die nicht durch die Punkte (ea, A) 
und (b, B) hindurchgehen, wie z. B. die Kurve y = u, (x) 
in Abb. 7. 

Neben der Funktion «,, betrachten wir noch die 

Abb. 7 Funktionen %, + @n, wobei a eine beliebige reelle 

i Zahl und n eine stetig differenzierbare Funktion, die 

keinerlei Randbedingungen unterworfen ist, bedeuten. Dann gitt F (u, an) Z F(w,) und, 
wie gewöhnlich, 


b 
öFlu, n) = SlBun + Du nlde. 
& 


Integrieren wir das zweite Integral partiell, so erhalten wir 


b 
b d 
+ [0-45 De |nas- 
« da 
47 


Die Minimumbedingung nimmt nun folgende Gestalt an: . 
Dura n(b) — Burlo=a la) = 0. 
Da die Funktion n bisher beliebig war, so kann man jetzt (b) = 1 und n(«) = 0 fordern. 
Dann ergibt sich Dyr|e=n = 0, Analog erhält man Byla=a = 0. 
2. Wir betrachten drei Beispiele. 
2.1. Das auf O%fa, b] definierte Funktional 


Fu.) = Bun 


b e 
Fu) = [ Iple) W? + g(@) «* — 2 f(@) u] de (4) 


ist ein Spezialfall des Funktionals (1). Wir nehmen an, daß die Funktionen 
p(x), px), gi), f(x) auf dem Segment [e, 5] stetig!) sind und daß »(x) > 0°) 
3) Diese Voraussetzungen. lassen sich weiter abschwächen. 
2) Die Bedingung »(x) > 0 bedeutet für das Funktional (14) eine Verschärfung der 
LEGENDERschen Bedingung aus $ 2; letztere hat im vorliegenden Fall die Gestalt p(&) = 0. 
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ist. Der Gradient des Funktionals (14) ist auf den Funktionen aus O'fa, b] 


definiert, für die das Produkt p(x) w’(x) absolut stetig ist und auf dem Segment‘ 


[a, b}}) eine quadratisch summierbare Ableitung besitzt und die den natürlichen 
Randbedingungen 
u(a) = w(b) = 0 (15) 


genügen; der Gradient selbst ist gleich 


d du 
2 aa) u - (pie) ) Stel] (16) 
Die EuLersche Gleichung für das Funktional (14) ist die Differentialgleichung 
d du 
(re) + =) an 


mit den Randbedingungen (15). 
2.2. Wir betrachten das Funktional 


A 
Pu) = [ Tp(®) w? + g(a) u? — 2. fix) u] de + ua) + Pub), 
ve CD [a,b]. (18) 


Hierbei sind « und ß gewisse Konstanten; die Funktionen »(x), g(x) und f{e) 
mögen denselben Bedingungen genügen wie im Beispiel 2.1. Wegen der letzten 
zwei Glieder in (18) ist das Funktional 7, nicht vom Typ (1), das oben be- 
nutzte Schema dagegen ist auch für diesen Fall geeignet. 

Wir bestimmen das Definitionsgebiet D(grad F,) sowie den analytischen 
Ausdruck für grad F,. Für die Variation des Funktionals (18) gilt 


j 5 
öFxu, n) = 2 fine nt ge)un— fe)nlde + 


Hude) + UT, ne. 19 


Es sei we D(grad F,). Dann ist die rechte Seite der Gleichung (19) ein be- 
schränktes Funktional von 7 im Raum L,(a, b). Daran ändert sich selbst- 
verständlich auch dann nichts, wenn 7) gewissen Zusatzbedingungen unter- 
worfen wird. Wir verlangen vorübergehend, daß 


n(a) = n(b) = 0 (20) 
ist. Dann gilt 


b. 
öFxun) = 2 [Tple) Wn’ + da) un — fa) n] de. 


1) Ausgehend von den Eigenschaften der Funktion p(x) kann man leicht beweisen, daß 
diese Bedingung der folgenden äquivalent ist: Auf dem Segment [a, 5] ist die Ableitung w’(x) 
. absolut stetig und %” hat ein summierbares Quadrat. 


6 Michlin 
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Es sind also die Bedingungen des einfachsten Variationsproblems für das 
Funktional (14) erfüllt, und wir können somit Folgendes behaupten: Wenn 
u € D(grad F,) ist, so ist w(x) absolut stetig und die Funktion (p(«) u(K))‘ ist, 
auf dem Segment [a,5] quadratisch summierbar!). Unter Berücksichtigung 
der letzten Behauptungen befreien wir uns jetzt von. den Zusatzbedingungen 
(20) und integrieren partiell den ersten Term in (19): 


b 
öFylu, n) = 2 [ I— ple) wW)' + ge) u — Fa)]n de + 


+ 2 {Iptb) w‘(b) + P wb)] lb) — Lrla) wa) — a ua)]nka)}. (2A) 


Das Integral in (19) ist ebenso wie der in. der Gleichung (21) in den geschweiften. 
Klammern stehende Ausdruck ein. beschränktes Funktional von n im Raum 
L,(a, b). Dieselben Überlegungen wie im allgemeinen Fall führen auf die Be- 
ziehungen 

Pla) w(a) — ua) 0,  Pb)w(b) + Bub) — 0, (22) 


die für das Funktional (18) die natürlichen Randbedingungen darstellen. Man 
sieht jetzt leicht, daß grad F, durch den Ausdruck (16) definiert wird. Die 
Eurersche Gleichung für das Funktional F, führt auf die Differentialgleichung 
(17) mit den Randbedingungen (22). 
2.3. Das Funktional 

1 


Fu) = [ (WW + wW? + WW? — 2 fe) u) de (23) 
ö 


betrachten wir auf der Menge der Funktionen aus 090, 1], die den Rand- 
bedingungen 
u(0) = ul) = 0 (24) 


genügen. Diese Menge sehen wir, wie gewöhnlich, als Teilmenge des Raumes 
L,(0, 1) an. Für die Variation des Funktionals (23) gilt 


ii 
öFrxu,n)=2 [un tuWuntwWn —In)de. (25) 
ö 


Dabei bedeutet eine beliebige Funktion aus O9[0, 1], die den Bedingungen 
(24) genügt, d. h., es gilt | 
)en)=d. 


Wenn u e Digrad F,) ist, dann ist das Integral (25) ein beschränktes Funk- 
tional von n im Raum L,(0, 1). Das gilt auch dann noch, wenn n den Zusatz- 
bedingungen 
70) =) = 0 (26) 
unterworfen wird. Dann sind aber die Bedingungen des $ 4 erfüllt. In unserem 
Fall gilt 
B= u + uw? + uw? — 2fle) u 


!) Siehe letzte Fußnote auf der vorangegangenen Seite. 
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und folglich 
| U > — == 
du’ du 
Wie bereits im $4 nehmen wir an, daß En = 2 u” eine verallgemeinerte 


zweite Ableitung besitzt. Letzteres bedeutet, daß u” absolut stetig und u® 
summierbar ist. Entsprechend der Formel (4.5) verlangen wir: 


[— w’ + a9] e L,(0, 1). 
Da aber u stetig ist, so muß u® € L,(0, 1) sein. Dabei gilt, wie im $4, 
(grad F,)(u) = 2 [u — wW’ + u®9 — fa]. (27) 


Wir befreien uns jetzt von den Bedingungen (26) und integrieren partiell 
den zweiten und den dritten Term der rechten Seite in (25): 


1 
öFx(u,n) = Ale — u +u®9 — fla)]n de + w’(l) nl) — w(0) n’(0) . (28) 


Das Integral in (28) ist ein beschränktes Funktional von n; n‘(1) und (0) 
dagegen sind, wie man leicht sieht, unbeschränkte Funktionale. Deshalb muß 
die Funktion u(x) e D(grad F,), wenn sie die oben genannten Differenzier- 
“ barkeitsbedingungen. erfüllt, notwendigerweise folgenden, für das Funktional 
(23) natürlichen Randbedingungen genügen: 


wo) =wW(l)=0. | (29) 


Die Eurersche Gleichung für dieses Funktional führt auf die Differential- 
gleichung 
u» — uw’ +u=fle) (80) 


mit den Randbedingungen (24) und (29). 
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KAPITEL5 


DAS MINIMUM 
DES QUADRATISCHEN FUNKTIONALS 


$1. Der Begriff des quadratischen Funktionais 


Im vorliegenden Kapitel betrachten wir Funktionale, deren Definitions- 
gebiete in einem reellen. HiLBERT-Raum liegen. In einigen Fällen (die besonders 
aufgeführt werden) setzen wir diesen Raum als separabel voraus. Es sei daran 
erinnert, daß man einen BAnacH-Raum separabel nennt, wenn er eine dichte 
abzählbare Menge enthält. Für den Hızzmrr-Raum läßt sich eine andere, 
äquivalente Definition angeben: Ein HiLserT-Raum heißt separabel, wenn in 
ihm ein vollständiges abzählbares orthonormiertes System existiert. Einer der 
wichtigsten separablen Hınsrer-Räume ist der Raum L,(2), wobei 2 eine 
meßbare Menge im endlichdimensionalen Raum bedeutet. 

Es sei ein Hızzarr-Raum H gegeben. Wir betrachten in H ein. bilineares 
Funktional ®(w, v). So wird ein von zwei Elementen des Raumes H abhän- 
giges Funktional genannt, das folgende Eigenschaften. besitzt: Bei festem v 
ist dieses Funktional linear in «: 


D (6 U + 02%, v) =, Pl, ©) 40%, Plus v), ı) 
und bei festem % ist dieses Funktional linear in v: 
D(uonvı 4% v,) = %, D(u, v1) + 0, Pu, v,) . (2) 


In den Gleichungen (1) und (2) bedeuten a, und a, beliebige reelle Zahlen. 
Wir werden nur symmetrische bilineare Funktionale betrachten, d.h. solche, 
für die gilt 
Blu,v) = Bw, u). (3) 


Das einfachste bilineare symmetrische Funktional ist das Skalarprodukt (u, v) 
der Elemente v und v. 

Homogenes quadratisches Funktional oder quadratische Form heißt der Aus- 
druck (u, u), wobei ®(u, v) ein symmetrisches bilineares Funktional ist. Der 
Kürze halber schreiben wir ®(u) an Stelle von Eu, u). 

Wir leiten jetzt eine einfache und wichtige Beziehung her, der eine beliebige 
quadratische Form genügt. Es seien ®(uw, v) ein bilineares Funktional und 
&, &g, Pi, Pa gewisse Zahlen. Wenden wir nacheinander die Formeln (1) und 
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(2) an, so erhalten wir 
Pam tu, Pıvı + ße%) = 

= a, Pı Blu, vı) + 01 Pa Dan, v2) + 0 ßı Dun, v1) + 0, Pa D(uz, do) . 
Wenn im besonderen das Funktional ® symmetrisch ist, so ergibt sich 


B(u-+v,u+v = Blu, u) +2 &Ölu,v) + Do, v) 
oder 
® (u + 2) = Blu) +2 Blu, v) + ©). (4) 
Dies ist die gesuchte Beziehung. 
Beispiel. Das Diricatersche Integral 
n i2 
Su)=-| y (=) da 
gm 


’k 


ist eine quadratische Form, die dem symmetrischen bilinearen Funktional 


entspricht. 
Quadratisches Funktional nennen wir den Ausdruck 


F(u) = Blu) — Ku) , (5) 
wobei ®(w) eine quadratische Form und I(u) ein lineares Funktional bedeuten. 


Beispiel. Der einfachste HıLBErr-Raum ist die reelle Zahlengerade. Die skalare Multi- 
plikation bedeutet hier die Multiplikation von Zahlen, und die Norm ist der Betrag einer 
Zahl. Ein Polynom zweiten Grades ohne absolutes Glied ist ein quadratisches Funktional. 

Ein weiteres, weit wichtigeres Beispiel, mit dem wir es im folgenden zu tun haben 
werden, ist das quadratische Funktional 


m [ ouw\? 
F() = —| —2 de. 
wa) -amejs o 


8 2. Positiv-definite Operatoren 


1. Im weiteren werden wir des öfteren Operatoren in einem Hırsert-Raum H 
betrachten. Wenn ein solcher Operator z. B. mit dem Buchstaben A bezeichnet 
wird, so bezeichnen wir sein Definitionsgebiet mit D(A) und seinen Werte- 
vorrat mit R(4). Wenn wir davon sprechen, daß A ein Operator im Raum 7 
ist, so verstehen. wir darunter, wie gewöhnlich, daß D(A) c H und R(A) c Hgilt. 

Wenn von einem Operator A im Hınzerr-Raum H die Rede ist, so setzen 
wir stets voraus, daß A ein linearer!) Operator ist und daß sein Definitions- 


gebiet dicht in H, d.h. D(A) = H ist (der Querstrich bedeutet hier die Ab- 
schließung in der Metrik des Raumes H). 


!) Das heißt ein additiver und homogener, aber möglicherweise unbeschränkter Opera-' 
tor. 
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‘Der Operator A in einem HıLBErT-Raum heißt symmetrisch, wenn D(A )=H 
ist und wenn für beliebige u, v» € D(A) die Gleichung 


(A u, v) = (u, A v) (1) 


gilt. Wenn A ein symmetrischer Operator ist, dann ist für u, ve .D(A) der 
Ausdruck (A u,v) ein symmetrisches bilineares Funktional, und (A u, u) ist 
eine quadratische Form. 

Beispiell. Im Raum H = L,(2) betrachten wir den Integraloperator 


Ku= A Kia, y) u(y) dy. (2) 


Wir setzen voraus, daß das 2m-dimensionale Integral 
SS B’a, y) de dy 
22 


endlich ist. Ein solcher Operator ist auf dem ganzen Raum definiert (siehe unten Satz 7.2.1). 
Wenn K(z, y) = K(y, x) ist, so ist der Operator (2) symmetrisch. Dies wollen wir beweisen. 
Wir bilden das Skalarprodukt 


(Ku, v) = vl) U Kia, y) uly) dy} de. 


Nach dem Satz von Fuzını kann man die Integrationsreihenfolge ändern: 
(Ku,o)= f uy)t f Kia, y) vie) da} dy. 


Ersetzen wir x durch y und umgekehrt, so ergibt sich 
(Ku, ®) = ur) i F K(y. x) v(y) dy) da = 


= ul) Y Ka,y)uy)dyde=(Kouu)=(wKo), 


da man im Falle eines reellen Raumes die Faktoren im Skalarprodukt vertauschen kann. 
Beispiel 2 Im Raum H = L,(0, 1) betrachten wir den Operator 


Au= —- —. ®&) 


Es bestehe D(A) aus den Funktionen , die folgende zwei Bedingungen erfüllen: 


ve ca [0,1], 
0) =ul)=0. (&) 


Offenbar ist der so definierte Operator A linear. Wir beweisen jetzt, daß er symmetrisch 
ist und daß D(A) = ZH silt. “ 

Die Menge D(A) der Funktionen aus C(2[0, 1], die den. Randbedingungen (4) genügen, 
enthält als Teilmenge die in Z,(0, 1) dichte Menge aller auf dem Segment [0, 1] finiten Funk- 
tionen. Auf Grund der Folgerung 1.3.1 ist die Menge D(4A) selbst dicht in Z,(0, 1). 

Es bleibt noch zu beweisen, daß der Operator A der Symmetriebedingung (1) genügt. 
Zu diesem Zweck bilden wir das Skalarprodukt (A u, v), wobei u,v € D(4) sind, d. h., es 
gilt wu, ve CO, 1] und 


0) =ul)=0, v0) =rl)=0. 


Wenn man nun partiell integriert und berücksichtigt, daß die integralfreien Glieder infolge 
der zuletzt angegebenen Randbedingungen verschwinden, so ergibt sich 


Auv)=— F la) u(e) de = Fate) vla)dae= — FE, v’(a)de = (u, Av). 
0 0 0 
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2. Definition. Der symmetrische Operator A heißt positiv, wenn. die 
quadratische Form (Au,u) >0 ist und wenn (Aw,u)=0 dann und nur 
dann gilt, wenn u — 0 ist. 

Zum Beispiel ist der Operator (3)—(4) positiv. Um uns davon zu überzeugen, 
bilden wir die quadratische Form 


Durch partielle Integration und Berücksichtigung der Bedingungen (4) erhalten 
wir 


(Avuu)= f wa) de > ) . (5) 
ö 


1 
Wir nehmen an, daß (Au,u)—=0 und folglich [w?*de—=0 ist. Dann gilt 
{) 


aber v(x)= 0 und ul) = const. Aus den Bedingungen (4) ergibt sich nun 
ur) = 0. 
Definition 2. Der symmetrische Operator A heißt positiv-definit, wenn gilt 
br (6) 
wen, lell 
ur) 


Diese Definition ist der folgenden äquivalent: Der symmetrische Operator A 
heißt positiv-definit, wenn eine Konstante y? > 0 existiert derart, daß die 
Ungleichung 

(Au, u) = y? |ull? (7) 


gilt. Diese Formel nennen wir Ungleichung der positiven Definitheit. 
Offensichtlich ist jeder positiv-definite Operator auch gleichzeitig positiv. 
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. 
Beispiel. Wir wollen beweisen, daß der Operator (3)—(4) positiv-definit ist. Nach der 


NEWTON-LEIBNIzschen Formel ist 
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aux) — u0) = full) di. (8) 

0 

Infolge der Bedingungen (4) giit u(0) = 0 und somit 
i x 
ur)=fuWlt)di. 
0 
Nach der Cavouy-BunsaXkowskıschen Ungleichung ergibt sich 
z % E2 1 
ur) <fId.Surl)d—afwt) de < SW) dt. 
0 0) 0 0 
Die letzte Ungleichung integrieren wir nach x in den Grenzen von 0 bis 1: 


1 
el? = Fark) de < f w*x) de. (9) 
0 [ 
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Durch Vergleich mit der Formel (5) erhalten wir 
(Au, u) = |ull?. 
Der Operator A ist positiv-definit; die Zahl y kann man. gleich Eins setzen. 
3. Es gibt Operatoren, die positiv, aber nicht positiv-definit sind. Um uns 
davon zu überzeugen, betrachten wir folgendes Beispiel. 
Der Operator B werde durch die Formel 


Be Nee (10) 
da? 
definiert. Wir betrachten B als Operator im Hınzerr-Raum L,(0, 00); als 
Definitionsgebiet D(B) nehmen wir die Menge derjenigen Funktionen, die fol- 
genden Bedingungen genügen: 1. u e 0®[0; 00); 2. u(0) = 0; 3. für jede Funk- 
tion u € .D(B) existiert eine Zahl «a, derart, daß u(x) = 0 für x > a, ist. Offen- 
bar ist D(B) c L,(0, ©). 

Wir beweisen jetzt, daß der auf diese Weise definierte Operator B Bee 
jedoch nicht positiv-definit ist. Als erstes zeigen wir, daß DB)=L (0, 00) 
gilt. Dazu. genügt es zu beweisen, daß sich für eine beliebige Funktion 
p «€ L,(0, 00) und für eine beliebige Zahl e > 0 eine Funktion u e D(B) auf- 
finden läßt derart, daß ||p — u|| < e ist. Da das Integral 


[ ox@) de 
o 


endlich ist, existieren gewisse Zahlen ö6 > 0 und N >0®, für die gilt 
ö e {ee} a 
fraa<z. [rw@a<z- 
ö N 


Wir führen nun folgende Funktion ein: 


0, 0S2SÖ, 
year) = PR, 6 <R<N, 
0, z=N. 


"Offensichtlich ist » € Z,(0, 00); dabei gilt 


Ip eilt= Je) Pr )* ar = [orte )da+ fe (0) de 2 


und somit |\p — yl| <Z 


Wir mitteln jetzt die Funktion y, wobei wir den. Mittelungsradius <Z 


wählen, und setzen danach u(z) = yı(x). Offensichtlich ist y,(x) € D(B): Die 
Funktion y,(x) ist beliebig oft differenzierbar und verschwindet für x = 0 


(sogar für beliebiges x < ); die Zahl @, kann man schließlich gleich N + - 
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wählen. Weiterhin gilt 
N-+8/2 


II — pl? = (ua) pa)? dr— ] ua) — wa)? da - 


N +5j2 


= f (yılx) = Yr))? da. 


Nach dem Satz 1.3.3 ist für hinreichend kleines h das letzte Integral kleiner 
als ‚und es gilt somit ||w — y|| < z: Nach der Dreiecksungleichung ergibt 


sich jetzt 
lv ols a — yl+lp —-el<e, 


und unsere Behauptung ist bewiesen. 

Man beweist auch leicht, daß der Operator B symmetrisch ist: Es seien 
u,v € D(B), so daß also jede der Funktionen u und v die Bedingungen 1 bis 3 
erfüllt. 

Wir bilden das bilineare Funktional 


{ee} N j 
du d’u 
B — de = ; 
(Bu, v) P& x EL ER da 
0 0 


Dabei sei N eine beliebige Zahl, die größer als a, und auch größer als a, ist; 
für x = N sind beide Funktionen % und v sowie sämtliche ihrer Ableitungen 
gleich Null. 

Partielle Integration ergibt dann 


(Bu, v) = Fa v(x) de = fu (2) v’(z) de. (il) 
d 


Analog erhält man 
(Bo, u) = [wie v(x) de 


und folglich 
(Buv=(Bvu) = (uw Bo), 
d.h., B ist ein symmetrischer Operator. 
Wir beweisen jetzt, daß B ein positiver Operator ist. Auf Grund der Formel 
(11) gilt 


(Bu,u) = [ w*(e)de>0. 
ö 
Wenn also (Bu, u) = 0 ist, dann silt 


[w@)da=0, 
ö 


und da der Integrand nicht negativist, so muß v’(x) = 0 und folglich u(x) = const 
sein; wegen u(0) = 0 ist schließlich v2) = 0. 
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Der Operator B ist jedoch nicht positiv-definit. Um uns davon zu über- 
(Bu, u) 


zeugen, müssen wir beweisen, daß die untere Grenze des Quotienten Er 
uU 


gleich Null ist. 
Wir betrachten die Funktionenfolge 


la z(n—x)%, fls 0Seso, 
De 0, All z>n. 


Wie man leicht sieht, gilt u, e D(B). Wir berechnen jetzt die Norm von w,. 
Es gilt 


oo N 
Ian? = f une) de = [ a? (n — 0)° de. 
d d 
Wir substituieren x = nt: 
1 
lt =mfr(ı —d. 
ö 


Das letzte ‚Integral ist eine positive Konstante, die nicht von n abhängt; wir 
wollen sie mit c, bezeichnen. Dann ist ||w,||? = cı n°. 
Weiterhin gilt 
oo Rn 
(B un, u) = [ wrla) de = [(n — 4a)? (n — a)!de. 
ö ö 


Die Substitution x = nt ergibt jetzt 


1 
(Bun) =n’ [1-1 (1 -At?d=om, C, = const. 
ö 
Somit gilt 
(Bun; Un) Ey 0 5 
ILZUE CM? 1-00 
und folglich 
inf (Bu, u) e- 
#11? 
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1. Mit jedem positiv-definiten Operator läßt sich ein gewisser HILBERT- 
Raum, welchen wir den energetischen Raum des entsprechenden Operators 
nennen, verknüpfen. 

H sei ein Hınserr-Raum und A ein positiv-definiter Operator in diesem 
Raum. Wir konstruieren; jetzt einen neuen Hınzerr-Raum, indem wir als 
Elemente dieses Raumes alle Elemente der Menge D(A) erklären und für die- 
selben ein neues Skalarprodukt definieren: 


W,vVa=(Auv), uwveD(A). (1) 


Bekanntlich muß das Skalarprodukt in einem Hizserr-Raum folgenden drei 
Axiomen genügen: 


$3. Der energetische Raum 77 


A. Die Symmetrie!): Wenn (u, v) das Skalarprodukt der Elemente u und v 
bedeutet, so muß 
(u,v) = (v, u) 
sein. 
B. Die Linrarität: Wenn A, und }, Zahlen sind, dann gilt 
(A U + Ag, v) = Aulun, dv) -F Aylüa, dv). 
©. Die Positivität: Es gilt 
wu)=ß0, 
wobei (u, u) = 0 dann und nur dann ist, wenn u = 0 gilt (d.h. wenn uw das 
Nullelement des Raumes ist). 

Wir beweisen jetzt, daß der durch Gleichung (1) definierte Ausdruck [w, v]; 
den Axiomen A bis © genügt. 

A. Die Symmetrie. Unter Benutzung der Symmetrie des Operators A sowie 
des Skalarproduktes im Ausgangsraum H ergibt sich 

va = (Awv = (uwAov) = (Av,u) = ul. 

B. Die: Linearität. Benutzen wir jetzt die Linearität des Operators 4, so 
erhalten. wir 
[IA % + A, vl, = (All, + Ag a), dv) = 

= (,Au +4 Uu,v) = AlAm,d) + AdlA u, v) = 
= Alu, vla + Aylüs, LIrEE 

C. Die Positivität. Auf Grund der Ungleichung der positiven. Definitheit 
(2.7) gilt [u, u], 2 y?lul? > 0. Wenn [u, u], = 0, d.h. also (A u, %) = 0 ist, 
so ergibt sich aus derselben Ungleichung (2.7) u= 0. Offenbar gilt auch das 
Umgekehrte: Aus « = 0 folgt (A u, u) = 0 und [w, u], =. 

Mithin genügt der Ausdruck (1) sämtlichen Axiomen eines Skalarproduktes. 
Indem wir fw, v], als Skalarprodukt nehmen, verwandeln wir die Menge D(A) 
in einen Hınzerr-Raum. Wenn sich dieser als unvollständig erweist, so ver- 
vollständigen wir ihn auf übliche Weise. Den vervollständigten. Raum nennen 
wir energetischen Raum und bezeichnen ihn mit 4... 

Das neue Skalarprodukt erzeugt eine neue Norm, welche wir durch das 
Symbol] |4 kennzeichnen: 

ul = rw wa. (2) 
Wenn u e D(A) ist, dann gilt 
ul =VlAu u), 
und auf Grund der Ungleichung der positiven Definitheit ergibt sich 


Ill sul. (8) 


Die Größen [w, v], und |w|, nennen wir entsprechend energetisches Produkt 
der Elemente u und v bzw. energetische Norm des Elementes u. 


3) Wir betrachten den reellen Hırzert-Raum. Für den komplexen HıLzerr-Raum 
lautet das Symmetrie-Axiom: (w, v) = (v, %). 
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In einigen Fällen, wo das zu keinem Mißverständnis führen kann, werden 
wir den Index A in den Bezeichnungen für das energetische Produkt und. die 
energetische Norm weglassen und einfach [w, v] bzw. [| schreiben. 

Im energetischen Raum A, unterscheiden wir zwischen ‚alten‘ Elementen 
— den Elementen der Menge D(A) — und ‚neuen‘ oder ‚idealen‘ Elementen, 
welche durch die Vervollständigung hinzukommen. Aus einigen bekannten 
Sätzen der Funktionalanalysis ergibt sich nun folgendes: 

Wenn u ein ideales Element des Raumes H ist, dann. existiert eine Folge 
alter Elemente {w,„}, welche in der energetischen Norm gegen u konvergiert: 

lv - [> 0, Nn— 080. 


Offenbar konvergiert dabei die Folge {w„} in sich in der energetischen Metrik. 
Die Menge der alten Elemente ist also dicht im energetischen Raum. 

Satz 5.3.1. Wenn der Operator A positiv-definit ist, dann kann man jedes 
Element seines energetischen Raumes mit einem gewissen Element des Ausgangs: 
raumes identifizieren. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß sich zwischen den. Elementen des ener- 
getischen Raumes H, und gewissen Elementen des Ausgangsraumes H eine 
lineare isomorphe Beziehung herstellen läßt. Dies bedeutet folgendes: 1. Je- 
dem Element u e H, wird ein und nur ein Element w e H zugeordnet; 2. wenn 
den Elementen u, ve H, die Elemente «, v’ e H entsprechen, dann entspricht 
der Linearkombination Au--uveH, das Element AW + uveH; 3. ver- 
schiedenen. Elementen des Raumes AH, entsprechen verschiedene Elemente des 
Raumes A. 

Für ein beliebiges Element « des energetischen. Raumes läßt sich eine Folge 
{ü„} alter Elemente konstruieren derart, daß gilt 


Zn N ©. 
Für ein ideales Element wurde nämlich eine solche Möglichkeit bereits oben 
festgestellt; ist dagegen u ein altes Element, so genügt es, %, = u zu setzen. 
Offensichtlich ist %, — Um € D(A), und es gilt 
[tn — tm | > 0 für n,m— 0. (4) 
Wegen der Beziehung (3) zwischen. der alten und der neuen Norm ist 


und die Folge {w„} konvergiert in sich im Sinne der alten Norm. Auf Grund 
der Vollständigkeit des Raumes H existiert dann ein Element we H derart, 
daß gilt 
ia — 110. 
N>XO 
Dieses Element vw ordnen wir nun dem Element we H, zu. 
Wir beweisen zunächst die Eindeutigkeit des Elementes w. Nehmen wir an, 
wir würden an Stelle der Folge {uw,} < D(A) eine andere Folge {»„} < D(A) 
wählen, für die ebenfalls [% — %| > 0 konvergiert. Durch Wiederholung 


NIX 
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der vorangegangenen Überlegungen gelangen wir zur Existenz eines Elementes 
v’ € H, für das gilt 
Ir — 11» 0. 


Nn>oXO 


Wir zeigen, daß « = v’ ist. Auf Grund der Dreiecksungleichung gilt 
| — m | = |(un — w) — (m - W|S [m — u| + | - u] 0. 
Nn>X 
Wegen (u, — ©.) € D(A) ist 


1 
In — vn S—|% = o| 0. 
Y N 
Durch Grenzübergang für n — co erhalten wir || — v’|| = 0, was zu beweisen 
war. 
Den Elementen w,, u, € H, mögen jetzt die Elementfolgen {w,,} und {ua} 
aus D(A) mit 
I -— un|>0; | — un] > 0 
N>XO NIX 
entsprechen. Ferner mögen den Elementen u, und %, die Elemente «| und %, 
des Raumes H zugeordnet sein. Für die Elemente u, und u, gilt dabei ||, — un] 
—0 und ||u, — U|| > 0. Infolge der Dreiecksungleichung ergibt sich dann 
Nn>0Xo a 


N-> 00 


| (A u SE Ag %,) Fo (A Un Ag Us) | == IA (u, Un) } Ag (% Un) | Ss 
<A Ka = un] + IAsl |% u u | >06, 
(Ar u 4 Ag us) (A Un + Asa) = Ir (wi Un) + Aa (uz 5 


Al I — %nll + [Al Ile — ul] > 0. 


Die beiden letzten Beziehungen bedeuten nun gerade, daß dem Element 
Aytı + /güse H, das Element , uw +4, we H entspricht. Die Linearität 
der Zuordnung ist damit bewiesen. 

Wir beweisen jetzt, daß verschiedenen Elementen «,, %, € H, auch verschie- 
dene Elemente u,, vw, € H entsprechen. 

Wir nehmen das Gegenteil an: Es sei u, = u. Wir zeigen, daß dann u, = u, 
gelten muß. Zu diesem Zweck betrachten wir die Differenz  — w=v. 
Offensichtlich ist ve 7 ,, und da die Zuordnung linear ist, so entspricht dem 
Element v das Nullelement des Raumes Z. Mithin existiert eine Folge v„ € D(A) 
derart, daß gilt 

Ion — 01 = II > 0, 7 
No>X Nn>X 

Es sei n ein beliebiges Element der Menge D(A). Auf Grund der Stetigkeit 

des Skalarproduktes gilt 
[nl [o, nl. 
N 00 


Andererseits ist 
[d; n] Na (Um, A N) 5 
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Wegen v, — 0 konvergiert (1, An) > (0, An) = 0, und folglich ist [p, 7] = 0. 
N>X N>X 

Die letzte Gleichung bedeutet, daß das Element v in der Metrik des Raumes 4, 
orthogonal zu der in H, dichten Menge D(A) ist. Dann ist aber v das Null- 
element des energetischen Raumes, d.h. u, = ı,, womit der Satz vollständig 
bewiesen ist. 

Die Mengen D(A), H, und H sind durch folgende Beziehungen verknüpft: 

D(A)CcH,cH. (5) 

Die Inklusion D(A) c H, ergibt sich daraus, daß H, durch Vervollständigung 
der Menge D(A) gewonnen wurde; die Inklusion H, c H folgt aus dem Satz 5.3.1. 

Da die Menge D(A) in H dicht ist, so bilden die Elemente des energetischen 
Raumes eines positiv-definiten. Operators, wie aus der Beziehung (5) ersichtlich 
ist, eine im Ausgangsraum dichte Menge. 

Wir gelangten oben zu der Ungleichung (3), welche die Korrelation der beiden 
Normen eines Elementes der Menge D(A) herstellt: 


wiı<—u|, Wed. 


Wir beweisen jetzt, daß diese Ungleichung für ein beliebiges Element des 
energetischen Raumes ihre Gültigkeit behält. Sei we H,. Dann existiert eind 
. Folge von Elementen „€ D(A) derart, daß gilt 


|» — #] > 0, lan — w||>0. 
N>0 Du) 


Für die Elemente u, gilt die Ungleichung (3): 


l 
<_ 


Durch Grenzübergang für n — co und Berücksichtigung der Stetigkeit der 
Norm erhalten. wir 


mis—ul, weHs. 
was zu beweisen war. 
Mit Hilfe der Gleichung (1) führten wir das energetische Produkt 
[u,v]=(Auv), wveD(A) 
ein. Wir beweisen jetzt die Gültigkeit dieser Gleichung für den allgemeineren 


Fall ue D(A),veH,. 
Wennve H, ist, so existiert eine Folge {v„} mit 


ne D(A), |. —v|— 0, Ion — vl 0. 
N>X 


n>X 
Für die Elemente u und v, gilt Gleichung (1): 
[w, vn] —=. (A U, %n) kö 
Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes ergibt sich 


a, v,]> Wr], (Awmv)> (Aue). 


N>X © 
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Durch Vergleich der rechten Seiten erhalten wir nun 
,e]l=(Awv), weD(A), veH,. (6) 
Satz 5.3.2. Es sei A ein »ositiv-definiter Operator im HILBERrT-Raum H. 


Dafür, daß das Element u & H dem energetischen Raum H , angehört, ist notwendig 
und hinreichend, daß eine ei Um € D(A) existiert, für die gilt 


fin una 0, Im ull0. (*) 
Nn,MIX R>FXo 
Beweis. Notwendigkeit. Seiwe H,. Da die Menge D(A) im Raum A, 
dicht ist, existiert eine Folge «„, e DA), »r=1,2,..., mit K — ala — 0. 
NO 


Als konvergente Folge ist sie in sich konvergent, und wir erhalten die erste der 
Beziehungen (*). Die zweite Beziehung ergibt sich aus der Ungleichung (3): 


I 
In — ul Ss — |, — ula > 0. 
Y RX 
Hinlänglichkeit. Es sei jetzt die Bedingung (*) erfüllt. Da der Raum H, 


vollständig ist, existiert ein Element 7 e H ,, für das | —Üü | a > O0 gilt. Dann 
N>0O 


folgt aber aus der isomorphen Zuordnung, die beim Beweis des Satzes 5.3.1 
hergestellt wurde, daß u = % und somit u &e H , ist. 

2. Als Beispiel wollen wir den energetischen Raum des Operators aus $2 
auffinden. Zunächst erinnern wir daran, daß in diesem Fall Z = L,(0, 1) ist; 
der Operator A wird durch die Formel 


definiert, und die Funktionen u aus D(A) genügen den Bedingungen 
ve lc, 1, wO)=ul)=0. 


Wir beweisen, daß im vorliegenden Fall der Raum H, aus den und nur den 
Funktionen besteht, die folgende Eigenschaften besitzen: 1. Sie sind absolut 
stetig auf dem Segment [0,1]; 2. ihre ersten Ableitungen. sind auf diesem 
Segment quadratisch summierbar; 3. diese Funktionen verschwinden in den 
Punkten =0undz =1. 

Wie wir im $ 2 gesehen haben, ist 


1 
[a, vlı = [wla) v’(a)de, wveD(A). 
ö 
Setzen wir hier v = u, so erhalten. wir die Formel für die Norm: 
1 
Juli = [ we) de, uweD(A). (7) 
ö 


2.1. Es sei u ein beliebiges Element des Raumes H,,. Nach dem Satz 5.3.1 
ist u € L,(0, 1), und es existiert eine Folge {w,} < D(A) derart, daß gilt 


ln -u|>0, Ion — ul->0. 


Nn>XQ N>co 
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Diese Folge konvergiert also gegen das Element w und ist somit erst recht in 
sich konvergent, d.h. 
| _ um] >60. 
ö m, N->00 
Da aber %, — un € D(A) ist und da für diese Differenz die Formel (7) gilt, 
konvergiert 


S kusle) — Un(a))? de — 0. 
ö 


Mm, N 00 
Die letzte Beziehung, der man auch noch die Gestalt 
In — ill? > 0 
mM, N->00 
geben kann, zeigt, daß die Folge der Ableitungen {w,} in der Metrik des Raumes 
L2,(0,1) in sich konvergiert. Da der Raum ZL,(0, 1) vollständig ist, existiert 
eine Funktion w e L,(0, 1) derart, daß gilt 
Ihn — wl| > 0. 
N>Xo 
Die Beziehungen 


la, — ul > 0, In — wi > 0 
n>© N 00 


lassen zusammen mit dem Satz 2.3.1 den Schluß zu, daß die Funktion u(x) eine 
verallgemeinerte erste Ableitung w’(z) — w(x) besitzt; als Element des Raumes 
2,(0, 1) ist diese Ableitung auf dem Segment [0, 1] quadratisch summierbar. 
Aus dem Satz 2.4.1 folgt nun, daß die Funktion u(z) auf demselben Segment 
absolut stetig ist. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß «(0) = u(l) = 0 ist. Die Funktionen %,(&) 
gehören zur Menge D(A) und genügen deshalb den analogen Beziehungen 

10) =) =0. 


Aus der Nzwron-Leisnizschen Formel ergibt sich 
= T Br 
u.) = u,(0) + f ul) di = f ünlt) de. (8) 
d ö 


Für n — oo konvergiert u,(x) — u(x) in der Metrik des Raumes 2,(0,1). Wir 
beweisen, daß gleichzeitig 


Frl dd wi) ai 


n>X 0 


gleichmäßig auf dem Segment [O, 1] gilt. Nach der CaucHY- Buxsakowskischen 
Ungleichung a nämlich 


| f u,(t) dt f wet) a - -\j ft) — won =z 
0 


E47 


</1d 7 [u,e) — wOE dd = x u) — w(t)] di 
(3) 0 


[4,() — wi)? de = |iun — wi? >09. 


N>XO 


Sun 


=g 
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Durch Grenzübergang in der Beziehung (8) erhalten wir dann 
% 
ux) = [ wlt) dt. 
6 


Daraus folgt u(0) = 0. Schreiben wir dagegen die Newro-Leisnızsche Formel 
in der Form 


ul) = all) — Furl) de = — fan) di, 


so finden wir auf demselben Weg u(1) = 0. 

2.2. Die Funktion u(x) erfülle jetzt die oben formulierten Bedingungen: Sie 
ist absolut stetig auf dem Segment [0, 1], besitzt fast überall eine Ableitung 
w € L,(0, 1), und schließlich ist v(0) = u(1) = 0. Wir beweisen, daß ve H, ist. 

Auf Grund des Satzes 5.3.2 genügt es, die Existenz einer Folge {«„} von Funk- 
tionen aus D(A) nachzuweisen, für die gilt 

a — un] > 0 und Im — ul > 0. 
N, Mm> 00 N 


Die Funktion w() besitzt eine Ableitung aus Z,(0, 1). Wir entwickeln diese in 
eine FouRIER-Reihe nach Kosinus-Funktionen: 


x 
ur) = Z 0, CoskEnz. 
=0 


In Wirklichkeit tritt in dieser Reihe das Glied mit dem Index k = 0 gar nicht 
auf, da 


ist. Es gilt somit 


; x 
u(r) = a, Ccoskn®. 
k=1 


Die letzte Gleichung integrieren wir in Grenzen von 0 bis x; da die Reihe im 


Mittel konvergiert, so läßt sie sich gliedweise integrieren. Unter Berücksichti- 
gung von (0) = 0 erhalten wir 


ua)= 3 bsinkne 
k=1 


mit 


Wir konstruieren jetzt die Funktionenfolge 
n 
%e)= 3 bsinknz. 
k=1 


Offensichtlich ist u, € D(A). Infolge der Konvergenz der FourIEr-Reihe gilt 


In — ull >00. 


Nn>X 


7 Michlin 
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Zu beweisen ist: [4 — um] > 0. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
MIR 
können wir n > m annehmen. Dann ist 


Ul&) — Uunla)= 3 b,sinkae. 
k=m-1 a 


Für das Quadrat der Norm dieser Differenz u, — Um ergibt sich 


1 N 2 1 n 
[en = tt /( 3 m cock ma) d = Z” m—d. 


0 \k=m+1 k=m+1 n,m>x 


Damit ist gleichzeitig bewiesen, daß u e H, ist. 


$ 4. Das Minimumproblem des quadratischen Funktionals 


Es sei A ein positiv-definiter Operator im HıLserr-Raum H und f ein vor- 
gegebenes Element dieses Raumes. Das Definitionsgebiet des quadratischen 
Funktionals 

Fu) = (A u, u) — Xu, f) 1) 


fällt offenbar mit dem Definitionsgebiet des Operators A zusammen, d. h., es ist 
D(F) = D(A). Das Funktional (1) wollen wir Energiefunktional des Operators A 
nennen. 

Wir betrachten das Minimumproblem für das Energiefunktional auf der 
Menge D(A) und beweisen dabei folgenden Satz. 

Satz 5.4.1. Dafür, daß ein gewisses Element u, € D(A) dem Energiefunktional 
seinen kleinsten Wert erteilt, ist notwendig und hinreichend, daß dieses Element 
der Gleichung 

Aw=f (2) 
genügt. Bin solches Element ist eindeutig bestimmt. 
Beweis. Notwendigkeit. Wenn das Element «, das Minimum des Funk- 
tionals F realisiert, dann ist (grad F) (u,) = 0. Wir bestimmen jetzt grad F. 
Nach Definition der Variation gilt 


d 
öF(u,n) =. Flurtan ne 


= 21a vtan,utan) -2wtanfk-o- 


Durch Auflösen der Klammern und Benutzung der Symmetrie des Operators A 
erhalten wir 

Faut+an)=Fl) +20 Au-S)teänn). (3) 

Daraus folgt 

öFwn)=2(Au—fin). (4) 

Die rechte Seite der Gleichung (4) ist das Skalarprodukt des festen Elementes 

Au-— f und des beliebigen Elementes n e D(F). Ein solches Skalarprodukt 
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ist ein im Raum H beschränktes Funktional. Somit ergibt sich 


Digrad F) = D(F) = D(A) 
und 
(grad F)\u)=2(4Au—f). (5) 


Die EuLersche Gleichung (grad F) (w,) = 0 fällt also mit der Gleichung (2) 
zusammen, was zu beweisen war. 

Hinlänglichkeit. Es sei jetzt «, Lösung der Gleichung (2). Wenn u ein 
beliebiges von u, verschiedenes Element aus .D(A) ist, so kann mnu=w-+n, 
n7#20, setzen. In Gleichung (3) ersetzen wir u durch «, und wählen « =1. 
Unter Berücksichtigung der Gleichung (2) erhalten wir dann. 


Fü = Fa) + (Ann). 


Da nun A ein positiv-definiter Operator und 7 #0 ist, so gilt (Ar, n) >0O 
und folglich F(w) > F(u,). Die letzte Beziehung zeigt, daß das Funktional F 
im Punkt vw, sein Minimum annimmt. 

Es bleibt nur noch die Eindeutigkeit des Elementes #, zu beweisen. Wir 
nehmen an, daß das Minimum des Funktionals F noch in einem anderen Ble- 
ment u, angenommen wird. Nach der soeben bewiesenen Ungleichung ist dann 
F(u,) > F(u,). Genauso läßt sich aber auch zeigen, daß F(u,) > F(u,) ist. Der 
erhaltene Widerspruch beweist, daß das Minimum des Funktionals (l) nur in 
einem Punkt angenommen werden kann. 

Wir bemerken, daß wir damit die Äquivalenz folgender Probleme nachge- 
wiesen haben: Das Lösen der Gleichung A u = f und das Aufsuchen des Mini- 
mums des Energiefunktionals 

Fu) = (Au,u) — u, f). 
Ist eines dieser Probleme lösbar, so ist es auch das andere, und die Lösung eines 
dieser Probleme ist Lösung auch des anderen Problems. Die Existenz der Lösung 
dieser Probleme wurde allerdings durch den Satz 5.4.1 nicht bewiesen. Wie das 
folgende Beispiel zeigt, braucht eine Lösung auch gar nicht zu existieren. 

Es sei H = L,(0, 1), und in Gleichung (2) bedeute A den im $ 2 betrachteten 
Operator 

deu 
Au=— a (6) 
wobei D(A) aus denjenigen Funktionen u e CP [0, 1] besteht, die den Bedin- 
gungen 
wo) = ul) = 0 (7) 
genügen. 
Die Gleichung 
Au=f 


zu lösen, bedeutet in unserem Beispiel folgendes: f(x) ist eine quadratisch 
summierbare Funktion ; gesucht ist eine Funktion u(x), die den Bedingungen (7) 
genügt und eine stetige zweite Ableitung besitzt, welche sich nur durch das Vor- 


7% 
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zeichen von f(x) unterscheidet. Das ist aber offenbar nicht erfüllbar, wenn die 
Funktion f(x) unstetig ist. 

Dasselbe Beispiel zeigt auch, daß das Problem lösbar werden kann, wenn man 
auf vernünftige Weise das Definitionsgebiet des Operators erweitert: Im Bei- 
spiel genügt es, in die Menge D(A) alle Funktionen mit absolut stetigen ersten 
und quadratisch summierbaren zweiten Ableitungen aufzunehmen; die Bedin- 
gungen (7) sind natürlich beizubehalten. 

Wenn fe Z,(0, 1) ist, dann besitzt jetzt die Gleichung A u = f eine Lösung. 
Diese Gleichung bedeutet nämlich, daß u(x) den Bedingungen (7) sowie der 
Differentialgleichung 


du 


= are : 


genügt. Eine solche Funktion existiert, und sie ist gleich 
1 : En 
ur) =: - Vu +il—a)fife) dt. 
x 0 


Man prüft leicht nach, daß diese Funktion in das erweiterte Definitionsgebiet 
unseres Operators eingeht. j 

Einfacher und bequemer ist es allerdings, nicht das Definitionsgebiet des 
Operators A, sondern das Definitionsgebiet des entsprechenden Energiefunk- 
tionals zu erweitern. Damit werden wir uns im folgenden Paragraphen be- 
schäftigen. 
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Es sei A nach wie vor ein positiv-definiter Operator im HıLzzrrt-Raum 4, f 
ein gegebenes Element dieses Raumes und F das entsprechende Energie- 
funktional “>: 
Fu) = (Au,u) — 2u,f). (1) 


Die Formel (1) erklärt das Funktional F auf der Menge D(A); man kann 
dieses Funktional aber leicht auf den gesamten energetischen Raum H, erwei- 
tern. Dazu genügt es zu bemerken, daß (A u, u) = |w[?, und folglich 


Fu) = |w|a — 2u, f) (2) 
ist. 
"" In Formel (2) ist der erste Summand auf der rechten Seite für alle Elemente 
‘we H, erklärt. Der zweite Summand ist definiert, wenn vu € H, also erst recht, 
wenn u € H, ist. Jetzt sieht man, daß sich mit Hilfe der Formel (2) das Funk- 
tional F auf dem ganzen energetischen Raum H, definieren läßt. 
Wenden wir uns jetzt wieder unserem Beispiel 


Au=— wec®[0,1], w0)=ul)=0 
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zu, so sehen wir, daß sich das Funktional F sowohl in der Form 


als auch in der Form 


1 1 
u) = [w*de — 2 [fude 
ö ö 


angeben läßt. Dabei ist die zweite Schreibweise des Funktionals für alle Ele- 
mente u e H, verwendbar; sie erlaubt es auch, das Energiefunktional auf den 
gesamten energetischen Raum zu erweitern. 

Jetzt wollen wir das Minimum des Funktionals F nicht in D(A), sondern in H, 
suchen. Wir beweisen folgenden Satz. 

Satz 5.5.1. Im energetischen Raum existiert ein und nur ein Element, in dem 
das Energiefunktional sein Minimum annimmt. 

Der Beweis stützt sich auf folgenden Satz von Rızsz, der aus der Funktional- 
analysis wohl bekannt ist. 

Es sei l ein lineares beschränktes Funktional in einem gewissen HILBERT- 
Baum 9, das auf dem gesamten. Raum definiert sei. Dann existiert ein und 
nur ein Element u, € 9, für das wc 


la = (u, u)g | . (3) 


ist. Das Symbol (., .)g bedeutet hierbei das Skalarprodukt in 9. 
Nach der CavoHyschen Ungleichung gilt 


@,A1= lelliifil 
und auf Grund der Beziehung zwischen der alten und der neuen Norm [siehe 
Ungleichung (3.3)] ist 
wi<—lul. 
Daraus ergibt sich 


wNI<sele]. el, (4) 


d.h., das Funktional (z, f) ist im Raum H, beschränkt. Nach dem Satz von 
Rıssz existiert ein und nur ein. Element u, € H , für das gilt 


(uf) = Tu, wol ; ucH,;,. 5) 


Mit Hilfe der Formel (5) können wir den Ausdruck für das Funktional F wie 
folgt umformen: 
Fu) = [«]? — 2[u, wo] = [u, u] — 2[@, Wo] + [0 #0] — Lo, Wo] = 

= [u — U, u — Un] — [u ul 
oder, noch einfacher, 
Fa) = uw —- |; uweH,. (6) 
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Aus Formel (6) wird jetzt offensichtlich, daß das Minimum des Funktionals F 
im Raum H , in dem Element u = u, und nur in diesem Element angenommen 
wird. Dabei gilt offenbar 

min Fu) = — |wP. (7) 
Der Satz ist damit bewiesen. 

Das Element w„eH,. das das Minimum des Funktionals (2) realisiert, 

nennen wir verallgemeinerte Lösung der Gleichung 

Au=f. (8) 
Dabei kann der Fall eintreten, daß u, € D(A) ist; dann ist auf Grund des Satzes 
5.4.1 u, eine gewöhnliche Lösung der Gleichung (8). 

Wenn der energetische Raum separabel ist, dann läßt sich ein einfaches 
Verfahren angeben, nach dem man die verallgemeinerte Lösung der Gleichung (8) 
konstruieren kann. In einem separablen HıLBerr-Raum existiert nämlich ein 
vollständiges abzählbares orthonormiertes System {@„}: 


0, j#k, 
Eee 
[®; or} JR hi j=k, 


Sei u, die verallgemeinerte Lösung der Gleichung (8). Wir entwickeln diese 
in eine FourIer-Reihe nach dem System {wy}: 


uU 2% [%o @r] Or - (9) 
k=1 


Re; : 


Diese Reihe konvergiert in der energetischen Norm: Setzen wir 
N 


In = 2 Un @r] or ; 


dann gilt |, — | > 0. 
Nn>XQ 
Die Fowrıer-Koeffizienten [%,, ®;] lassen sich leicht nach der Formel (5) 
berechnen: Setzen wir darin u = o;, dann ergibt sich 


lu, Or] = (f, 8) - (10) 
Daraus folgt 


u = $ (f @r) © - (11) 
k=1 


Wie bereits bemerkt wurde, konvergiert die Reihe (11) in der Norm des energe- 
tischen Raumes H,. Man sieht aber leicht, daß diese Reihe auch in der Norm 
des Ausgangsraumes H konvergiert. Bezeichnen wir nämlich wieder mit 9% 
die Partialsumme der Reihe (11), dann ergibt sich auf Grund der Ungleichung 
(3.3) 2 


1 
Io — Pnl| <—|w, — Pn| 0. 
r N 0 


Im Zusammenhang mit dem Satz 5.5.1 entsteht die Frage nach den Bedin- 
gungen für die Separabilität des energetischen Raumes. Diese Frage wird im 
folgenden Paragraphen beantwortet. 
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_ Wie bereits oben bezeichnen wir mit A einen positiv-definiten Operator in 
einem gewissen HILBERT-Raum. 

"Hilfssatz 5.6.1. Wenn die Folge {f„} im Ausgangsraum I vollständig ist 
und wenn 9, die verallgemeinerte Lösung der Gleichung A @n = fa bedeutet, dann 
ist die Folge {g1} vollständig im energetischen Raum H,. 

Beweis. Sei we D(A). Setzen wir Au=v, dann ist ve H. Wir führen 
folgende Bezeichnungen ein: 


N N 
N uh=sr» Pr = 0x: (1) 
k=1 k=1 


Jetzt schätzen wir das Quadrat der Norm. der Differenz wu — oy ab: 


 k-rP=-lB-0omu—on]: 
Setzen wir u — ox = n, dann gilt 
B-mu-ol=l@ı- on lwn lm. 
Wegen u e D(A),n € Hy ist 
Bn)=AumM)=wn). 


Des weiteren gilt 
= 


lomnl= 3 [9% N] - 
k=1 
Da auf Grund der Formel (5.10) 
= 9. nl = (fun) 
ist, so ergibt sich schließlich 
e 
[o»; n] — Bi Anl fe, 7) Zum; (s2, 7) 


und 
e-n=-%W-snn. (2) 


Da das System {/„} im Raum H vollständig ist, lassen sich die natürliche 
Zahl N und die Koeffizienten a, derart wählen, daß die Ungleichung 


w — syl<e 


gilt, wobei & eine: beliebig vorgegebene positive Zahl bedeutet. Jetzt erhalten 
‚wir aus der Formel (2) 


[a — or = ß — sm m) S Io — sal| Inli <—n| = |% — oyl: 
Wenn R — 0 w| #0 ist, dann folgt daraus die Ungleichung 


lu -ox]<-; (8) 
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diese Ungleichung gilt offenbar auch dann, wenn [% —_ ox| —=0 ist. Somit 
ergibt sich: Wenn u e D(A) ist, dann kann man dieses Element durch Linear- 
kombinationen von Elementen des Systems {o,} beliebig genau approximieren. 

Sei jetzt ue H ,. Da die Menge D(A) in H , dicht ist, so existiert ein Element 
w € D(A) derart, daß gilt 


u -Ww|<z- 


Andererseits existieren, wie soeben bewiesen wurde, gewisse Zahlen N und 
G1, ig, . . . , dy, für die 


N 
I" — % Pl < z 
k=1 
ist. Dann gilt aber auf Grund der Dreiecksungleichung 


N 


u— 3 «n|< &, 
kN k=1 


und der Hilfssatz ist damit bewiesen. 

Satz 5.6.1. Für die Separabilität des energetischen Raumes eines positiv- 
definiten Operators ist notwendig und hinreichend, daß der Ausgangsraum separabel 
ist. 

Beweis. Notwendigkeit. Es sei 4 ein positiv-definiter Operator im 
HıLzerr-Raum Z, dessen energetischer Raum H , separabel ist. Dann existiert 
in ihm eine abzählbare dichte Menge {y„}. Wir beweisen jetzt, daß diese Menge 
auch im Ausgangsraum H dicht ist. Sei w ein gewisses Element des Raumes AH. 
Da die Menge der Elemente des energetischen Raumes im Ausgangsraum dicht 
ist, so läßt sich für eine beliebige Zahl e > 0 ein Element w € H, auffinden 


derart, daß |ju — w|| < > ist. Des weiteren existiert ein Element y,, für das 


lv -wI<Z 


ist. Dabei bedeutet y die Konstante der positiven Definitheit des Operators, 


‘die in die Ungleichung (2.7) eingeht. Auf Grund der Beziehung zwischen der 


alten und der neuen Norm [siehe Ungleichung (3.3)] gilt 
"op Sr 
I pl < 
und aus der Dreiecksungleichung ergibt sich nun 


u yiı=sl®—-wWl+lwW — yl<e. 

Die letzte Ungleichung bedeutet, daß der Raum H die abzählbare diehte Menge 
{Yn} enthält und folglich separabel ist. 

Hinlänglichkeit. Der Raum H sei separabel, und die usb Folge 

{m} sei in H vollständig. Wir konstruieren die Elemente 9, € H,, welche 

verallgemeinerte Lösungen. der Gleichungen A @, = f„ sind. Nach dem Hilfs- 
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satz 5.6.1 ist die Folge {g„} vollständig im Raum H,. Wir bilden jetzt die 
Elemente der Gestalt 


Rn 


d 08% Pk >» (4) 
k=1 


wobei die a, rationale Zahlen sind. Die Menge dieser Elemente ist abzählbar; 
wir beweisen, daß sie dicht in H, ist. 

Wenn eine Zahl e>0 und ein gewisses Element ve H, vorgegeben sind, 
dann lassen sich eine natürliche Zahl N > 0 und reelle Zahlen a, finden der: art, 
daß 


N 
E 
l"- 2 4 9 <z 
k=1 


ist. Wir wählen jetzt die rationalen Zahlen «, aus einer derart kleinen Umgebung 
der entsprechenden Punkte a,, daß gilt 


N € 
2 l&r — arl le: | <z: 
k=1 
Nach der Dreiecksungleichung erhalten wir dann 
N 
- 2 el<e- 
k=1 


Die Menge der Elemente (4) ist also dieht im Raum H ,, woraus folgt, daß dieser 
Raum separabel ist. 
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Es sei A ein positiv-definiter Operator im Hıuserr-Raum H. Die Formel (5.5) 
ordnet jedem Element fe H ein und nur ein Element u, e H, zu, welches das 
Minimum des Energiefunktionals F{u) realisiert. Damit definiert diese Formel 
einen gewissen linearen Operator G im Raum H: 


Be ., ) 


Das Definitionsgebiet dieses Operators ist D(G) = H, der Wertebereich R(@) 
hingegen ist eine Teilmenge der Menge derjenigen Elemente, welche den ener- 
getischen Raum HZ, bilden: R(@)cH. 

Hilfssatz 5.7.1. Der Operator G ist symmetrisch und beschränkt: 

Beweis. Wir schreiben Formel (5.5) in der Form 


(uf) = u, efl, uehH,.: (2) 


Jetzt nehmen wir ein beliebiges Element he H und setzen v = @h. Dann ist 
we H,, und die Formel (2) ergibt‘ 


(eh,N=[eh,eafl=[ef, eh]. 
Nach derselben Formel (2) gilt auch 
eseahl=(@fh)=(h,@f). 
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Daraus folst j 
(@h,f)=(h,@f), (8) 


d. h., der Operator @ ist symmetrisch. Setzen wir nun in der Formel (2) u= &f, 


so erhalten wir 

Durch Anwendung der CavcHyschen Ungleichung auf die rechte Seite und 
durch Abschätzung der linken Seite durch die kleinere Größe y? ||@ fl? ergibt 
sich 


less 1ealı il 


und somit 


Neil = VE 


Aus der letzten. Ungleichung folgt die Beschränktheit des Operators @; dabei 


gilt 


II. (4) 


yR 
Hilfssatz 5.7.2. Es existiert der zu G inverse Operator. 
Beweis. Es genügt zu zeigen, daß die Gleichung @f=0 als einzige 
Lösung f = 0 besitzt. Seinun @ f= 0. Die Formel (2) ergibt dann 
wN)=0; ueh,. 
Das Element f ist somit orthogonal zu einer in H dichten Menge, nämlich zur 
Menge der Elemente des energetischen Raumes. Dann ist aber f = 0. 
Den zu @ inversen Operator @7! bezeichnen wir mit A. Offenbar ist D(A) = 
= R(@) c H, und R(A) = D(G) = 
Satz 5.7.1. Der Operator A ist eine positiv-definite Erweiterung des Operators A. 


Die unteren Grenzen der Größen 


(Au, u) (Au, u) (5) 
all: al? 
sind gleich. Die Gleichung 
Au=f | (6) 


Besitzt für beliebiges fe H eine und nur eine Lösung. 

Beweis. Sei u, € D(4); wir setzen Aw = f. Nach dan ne 5.4.1 realisiert 
das Element «, das Minimum des Funktionals F(u) = (A u, u) — 2(f, u). Nach 
Formel (1) ist v, = @ fund somit Au= f. Daraus folgt nun, m die folgenden. 
Beziehungen gelten: 1. u, € D(A), und da u, ein-beliebiges Element der Menge 

D(A) darstellt, so ist D(A) c D(A); 2. für up € D(A) it Aw, = A U Zusammen 
bedeuten die Beziehungen 1 und 2, daß Ä eine Erweiterung des Operators A 
ist, 

Wir beweisen jetzt, daß Ä ein symmetrischer Operator ist. Zunächst be- 
merken wir, daß wegen D(A) >» D(A) das Definitionsgebiet von Aim Raum H 
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dicht ist. Wir wählen jetzt im ı Definitionsgebiet D(4) zwei beliebige Elemente % 
und v und setzen A u =f, Av=h. Dann ist u =Gf,v=@Gh. Durch Ein- 
setzen in die Formel (3) erhalten wir die Gleichung 
(v, Au) — (u, Av), 
welche die Symmetrie des Operators A beweist. 
Da der Operator Ä eine Erweiterung von A ist, umfaßt der Wertevorrat des 


Quotienten = et: a den Wertevorrat des Quotienten = En und folglich gilt 
inf (Au, u) _ ak (Au, “ (7) 
zen, IP zen Iall? 
Kudaraseits erhalten wir durch Einführung der Bezeichnung 
y (A U, 2) 2 
== ’ 0 » 8 
wen) Il? P8 > (8) 


(A u,u) = y, |ull? und somit |vu|, = y, |ull,we H,. In der Beziehung (2) 
setzen wir jetzt u= @f. Dann sit f= Auund 

| w Au) = du) = [Ah efu = ah <yill®. 
Daraus folst 


(du, Wu) 2 
I = Po 
und damit 
2 (Ama) 2 (A u, u) 
inf = inf 9 
weni, (@IP a ven), |all? 9) 
Durch Vergleich der Beziehungen (7) und (9) ergibt sich nun 
inf (4 wu) _ ine (A u, %) j (10) 
ueD(Ä) Mel? zeogay Ill? 


Die Lösbarkeit der Gleichung (6) für beliebiges f « H ist lediglich eine andere 
Formulierung der oben festgestellten Tatsache, daß R(A) =H ist. Wenn 
nämlich fe Z ist, dannist fe R(4A), d.h., es existiert ein Element «, mit A W=f- 
Die Eindeutigkeit der Lösung ist eine Folgerung der positiven Definitheit des 
Operators A (vgl. Satz 5.4.1 und Satz 5.5.1). 

Aus der Lösbarkeit der Gleichung (6) für beliebiges f < H folgt, daß die verall- 
gemeinerte Lösung dieser Gleichung eine gewöhnliche Lösung ist. Schließlich 
bemerken wir noch, daß die verallgemeinerte Lösung der -Gleichung Au=f 
die gewöhnliche Lösung der Gleichung Au= 5 darstellt. 

Die in diesem Paragraphen beschriebene Erweiterung Ä des positiv-definiten 
Operators A ist zuerst von K. FRIEDRICHS konstruiert worden. Im weiteren 
nennen wir A die Frinprıcussche Erweiterung des Operators A. 


Bemerkung. Den Leser, der mit dem Begriff des selbstadjungierten Operators ver- 


traut ist, weisen wir darauf hin, daß die Frienrıcassche Erweiterung A des positiv- 
definiten Operators A die selbstadjungierte Erweiterung dieses Operators darstellt. 
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Den Beweis dieser Behauptung findet man in dem Artikel von K, Frieprichs [7] sowie 
in dem Buch des Autors [5], welche im Literaturverzeichnis zum Teil II aufgeführt sind. 

Die Größe y? [siehe Formel (8)] heißt untere Grenze des positiv-definiten Operators A. 
Wir gelangen somit zu dem folgenden Satz von K. FrinDRicas. 

Satz 5.7.2. Ein positiv-definiter Operator kann zu einem selbstadjungierten Operator mit 
derselben unteren Grenze erweitert werden. 

Satz 5.7.3. Die energetischen Räume eines positiv-definiten Operators und 
seiner FRIEDRICHSSchen Erweiterung stimmen überein. 

Beweis. Seien A ein positiv-definiter Operator im HıLBerr-Raum H und A 
die Frieprichssche Erweiterung dieses Operators. Es ist zu beweisen, daß 
die Räume 4, und Hz aus ein und denselben. Elementen bestehen und daß 


[% li = |wla » ueHs, (1) 
ist. 

1. Jedes Element aus H, gehört auch zu Hy, und die Normen eines solchen 
Elementes stimmen in beiden Räumen überein. Diese Behauptung ist für die 
Elemente aus dem Definitionsgebiet D(A) offensichtlich: Aus u, € D(4A) folgt 
u, € D(Ä)c Hz; dabei gilt |, | = (A %., u) = (A ug %) =|% |3- Auf Grund 
des Satzes 5.3.2 bedeutet die ne %, € Hy die Existenz einer Folge mr 
%n € D(A), mit den Eigenschaften 


tn — wll>0, [m ünla > 0: (12) 
Nn>X N, MIO ? 


Da aber %,, Um € D(A) ist, gilt u, um € D(A) und 


|ün — um|i u (A (Un — un), Un — Un) = (A (Um — Um): Un — Um) = |. — um |% . 
Somit existiert eine Folge {u,}, Un € D(A), mit folgenden. Eigenschaften: 
In — ul 0, |ün — um [ä 0. (13) 
N . N, M>X 


Aus demselben Satz 5.3.2 folgt nun w,e Hy. Dabei gilt entsprechend der 
Definition der idealen Elemente 
ln -wa>0, ji wi > 0 
NFX. Nn>Xo 
und damit j 
|wlı = lim || = Im |] = |wli- 
Nn>X& n>X 


2. Wir beweisen jetzt, daß aus der Beziehung u € Hz die Beziehung v« H, 
sowie die Gleichung (11) folgen. Wenn u e Hz ist, dann existiert eine Folge {u,}, 


Um € D(A), mit den Eigenschaften (13). Wie wir oben gesehen haben, ist DIA )c 
c Hı; somit ist u„ € H „ und nach dem im Abschnitt 1 Bewiesenen gilt 
|% = Um |ä = [%n ei Um |a - 


Die Eigenschaften (13) gehen also in die Eigenschaften (12) über, d.h. we H.. 
Für die Elemente ve H, wurde die Gleichung (11) bereits im Abschnitt 1 auf- 
gestellt. Der Satz ist damit bewiesen. 
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Weiter oben haben wir die Formel (3.6) bewiesen: 
va = (Aue), ueD(A), vehH,. 


Es gilt nun auch die folgende, etwas allgemeinere Formel: 


woa=(Awo), weD(Ä), veh,. (14) 
Wenn nämlich u e D(A) und ve H,= Hz ist, dann gilt nach der Formel (3.6) 
[u 01 = (duo). (15) 


In den Räumen H, und Hz stimmen die Normen überein. Dann gilt aber 
dasselbe auch für die Skalarprodukte: 


u ola = {lu +08 Ju vB} = lu + ri -|a ol} = u ol. 


Ersetzen wir nun in Gleichung (15) [%, v]y durch [v, v],, so erhalten wir die 
Formel (14). 


SS. Das einfachste Bandwertproblem 
für die gewöhnliche lineare Differentialgleichung 


‘Wir betrachten die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Pte) | + ae) u) = Ste) a) 


de 


und stellen folgendes Problem: Gesucht ist das Integral dieser Gleichung auf 
dem Segment [«, b] bei den Randbedingungen 
ula) = ulb) =0. (2) 

Dabei machen wir folgende Voraussetzungen: p, p’, ge C[a, b], fe Z.(a, b). 
Weiterhin nehmen wir an, daß p(x) > 9, = const > 0 und g(x) > 0 ist. Da 
die Funktionen p(x) und g(x) auf dem Segment [«, b] stetig sind, so gelten die 
Ungleichungen 

MZEp@) Sp; IS) Sg; x» € [a,b], 

wobei 9, und g,, genauso wie 9,, positive Konstanten sind. 


Als Grundraum HZ wählen wir den Raum ZL,(a, b), und als Definitionsgebiet 
des Operators 


ie du] | 
Au=- || + ae) uw) 8) 
nehmen wir die Menge der Funktionen u(x), die folgenden Bedingungen genügen: 
vuelP lab), ua)=ulb)=0. 


Wir beweisen die positive Definitheit des Operators A. Aus der Folgerung 1.3.1 
“ergibt sich zunächst, daß sein Definitionsgebiet im Raum Z,(e, b) dicht ist. Wir 
prüfen jetzt die Symmetrie des Operators A nach. Sei w,ve D(A), dann gilt 


(Auv = a [r@ n da Ai glm) wa) via) de. 
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Das erste Integral integrieren wir partiell. Unter Berücksichtigung der Rand- 


bedingungen (2) für die Funktion v(x) erhalten wir dann den symmetrischen. 
Ausdruck 


(Ann = [mail + de uolar, “ 


der uns zeigt, daß (A u, v) = (u, A v) ist. Der Operator A ist also symmetrisch. 
Setzen wir in der Formel (4) v = u, so ergibt sich 


(a0) [Ton (24 ae win]ar. 8 


Unter Berücksichtigung der Bedingungen für die Koeffizienten erhalten wir 


hieraus 
du\2 
> 
(Auu)> ») da. 


4 
Des weiteren gilt 


% 
fwt) dt = ul) — ua) = ur). 
@ 
Nach der CAUCHY-BUNJAKowskischen Ungleichung . sich dann 


uux) S (a — fu W)E<(b — a wat) )di. 
Daraus folgt 
b b 
ul? = f u) de < (b — a)? [w*lt) dt 


Wir erhalten nun endgültig 


Au) > ul, 

was die positive Definitheit des Operators z bedeutet; dabei kann 
— Voo- 
0 b—-a 


gesetzt werden. 

Dä sich der Operator A als positiv-definit erwiesen hat, so können wir den 
energetischen Raum H, einführen. Wir beweisen jetzt, daß H, aus all den auf 
dem Segment [a, 5] absolut stetigen Funktionen besteht, die in den Endpunkten 
dieses Segments verschwinden und die eine quadratisch summierbare erste 
Ableitung besitzen. 

Wir nehmen an, es seiue H,. Nach dem Satz 5.3.2 existiert dann eine Folge 
{un} c D(A), die folgende Eigenschaften besitzt: 


| — Um | > 0, In — ul > 0. 
MIX N>XO 
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Wenn u e .D(A) gilt, dann ist 


lu=(4 u, [me () "+ ala) ua]. 
Folglich gilt 
d 
| %n — Um]? = STpl@) (u — um)? + 4) (un um)?]de > 0, 
[ N, M->0O 
und da beide Summanden unter dem Integral nicht negativ sind, so ergibt 
sich 
d 
[ »(e) (un — um) de — 0. 
[7 N, MO 


Unter Berücksichtigung der Einschränkungen für p erhalten. wir 
Do | tn — un) de < Fe) (wi — wilt dr pn [un — untdn. 
Folglich ist die Konvergenz ds Integrals 
fol (u, —- u)” de > 0 
& 


N, M->00 


gleichbedeutend mit der Konvergenz des Integrals 


b 

Sun -— wm” de > 0. (6) 

@ N, M> 0 
Die letzte Beziehung bedeutet ihrerseits, daß die Folge der Ableitungen {w,} 
in der Metrik des Raumes L,(a, b) in sich konvergiert. Da der Raum L,(a, b) 
vollständig ist, so konvergiert die genannte Folge gegen eine gewisse Funktion 
ve Lyla, b). 

In Gleichung 


2 & 
SW) di = u,(®) Url) = Un) 
a 
kann man den Grenzübergang durchführen. Dann ergibt sich 


ux) = few) de. 


a 


Die letzte Gleichung bedeutet die absolute Stetigkeit der Funktion (x); 
dabei ist # = veL,(a,b). Offensichtlich ist auch u(a) = 0, und es genügt 
deshalb zu zeigen, daß w(b) = 0 ist. Letzteres ergibt sich wie folgt: In Gleichung 


f u,(t) dt = Unlb) — Unlt) = — Un) 


gehen. wir zum Grenzwert über. Dann erhalten wir 
d 
2) = — fol) dt 
% 


und somit u(b) = 
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Wie wir oben sehen konnten, gilt für die Funktionen u e D(A) folgende 
Formel: 


lu = [ [pe (2) + ae) we) |e ) 


Wir beweisen jetzt, daß diese Formel auch für eine beliebige Funktion aus 
dem energetischen Raum gilt. Seiwe H,. Wir wählen eine Folge {w„} c D(A) 
mit den Eigenschaften. 


|. — u] 0, Ian — ul > 0. 
N>oo NIX 


Formel (6) ergibt dann die Beziehung 


„— uw 0. 
N 
N>0o 


Da die Norm des Grenzelementes gleich dem Grenzwert der Norm ist, so gilt 
lat, mPß>lab: ni? wit. 8 


Für die Funktionen u, gilt aber Formel (7): 
d 
= fo wtgw]de. 
& 


Aus den Beziehungen (8) folgt, daß für n — 00 die linke Seite der letzten Glei- 
chung den Grenzwert |w]? besitzt. Wir beweisen, daß der Grenzwert der 
rechten Seite gleich 


d 
STpw? + qu?]de 
ist. Es gilt 
< 


d b 
Stpw + gwmlde — [[pw? + qu]de 


b bo 
zn fm -wldargnfm — wlde. 
a a 


Nach der Cavony-Bunsakowskischen Ungleichung ist aber 
[2 b 1/2 [Ü 1/2 
Sun — w?|de = (je + w)% del je — ww)? ie) — 
[7 @ [4 


= |fı, + WI — Wll. 
Wegen |[a,|| > al ist I, + wIl < Ija,|| + |\w|| eine beschränkte Größe, 
und es gilt somit 
d 
Sun — w?lde > 0. 
4 


N>XO 
Analog beweist man die Konvergenz von 
b 
[a we, 
a 


womit Formel (7) für eine beliebige Funktion aus H , bewiesen ist. 
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Wir müssen nun die entgegengesetzte Behauptung zeigen: Wenn die: Funk- 
tion. % den. oben formulierten drei Bedingungen genügt, dann ist we H,. Auf 
Grund des Satzes 5.3.2 existiert eine Folge {w,} mit den Eigenschaften 

un € DA), fen u] >0, Im ul>0. 

ı N, M-r00 N>X 
Um dies zu zeigen, entwickeln wir die Ableitung der Funktion % in eine BOBBIER: 
Reihe nach Kosinusfunktionen: 

w() = 3 @, cos men. 
k-1 
Das absolute Glied tritt hierbei nicht auf, da 


u: 
4, = > IK de = 5 = 2 [u(bd) — wa)] = 0 


ist. Durch gliedweise Integration erhalten wir 


u) = I bin tree Be ii 
21 b—-a kr 


Als u, kann man jetzt die n-te Partialsumme der letzten Reihe wählen. 
Die verallgemeinerte Lösung u,(z) des Problems (1)—(2) existiert und ist 
eindeutig; es ist dies die Funktion, welche das Minimum des Energiefunktionals 


F(u) = |u|® — 2u, f) 


im energetischen Raum a Wie Formel (7) zeigt, ist in. unserem Fall 
z f [pt®) w* -- g(a) u — 2,f{@) ul de ; (9) 
@ 


als Element des energetischen Raumes muß die Funktion w(x) den Bedingungen 
(2) genügen. 

Dabei ist u, € D (grad F). Die Variation des Funktionals (9) hat im Punkt w, 
die Gestalt 


v 
öFlu,n) = 2 [Iple) usa) 7’) + ga) ua) la) — fr)nle)lde, meHa: 


Sie ist ein im Raum L,(a, b) beschränktes Funktional von 7 dann und nur dann, 
wenn diese Eigenschaft das Integral 


d 
S pie) use) n’(@) de 
besitzt. Genauso wie beim einfachsten Variationsproblem ep man, daß 


dafür notwendig und hinreichend ist, daß die Funktion p(x Sa % absolut stetig 


ist und eine auf dem Segment [a, b] quadratisch a Ableitung be- 
sitzt. Da aber die Funktion p(x) streng positiv und stetig differenzierbar ist, 
so ist die letzte Bedingung der folgenden äquivalent: uy(x) ist absolut stetig auf 
dem Segment [a, b] und ı, € L,(a, b). 


8 Michlin 
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Wir haben nebenbei folgende Tatsache bewiesen: Wenn A die Ferupricassche 
Erweiterung des Operators A unseres Problems [siehe Formel (3) und (2)] 
bezeichnet, dann besteht das Definitionsgebiet D(A) dieser Erweiterung aus 
den Funktionen, die folgende Eigenschaften besitzen: Die Funktionen selbst 
sowie ihre ersten Ableitungen. sind auf dem Segment [a, b] absolut stetig, und 
die zweiten Ableitungen sind quadratisch summierbar; die Funktionen ver- 
schwinden in den Endpunkten des Segments. 


$ 9. Ein allgemeineres Minimumproblem für das quadratische Funktional 


1. Im $4 wurde das Variationsproblem für ein quadratisches Funktional der 
Gestalt 
Fu) = (Ad u, u) — %u, f) 


formuliert. Eine wichtige Besonderheit dieses Funktionals besteht darin, daß 
sein linearer Anteil 2%(w, f) im Ausgangsraum beschränkt ist; im $5 haben wir 
diesen Umstand beim Existenzbeweis für die verallgemeinerte Lösung des 
Variationsproblems benutzt. 
Hier betrachten wir nun das Minimumproblem für das quadratische Funktio- 
nal allgemeineren Typs 
F(u) = (Au, u) — 2Uu), (1) 


wobei 4 ein positiv-definiter Operator im HıLBEerr-Raum H und i ein lineares 
(nicht notwendig beschränktes) Funktional in. demselben Raum ist; der Faktor 2 
wurde aus rein technischen Gründen eingeführt. 

Führt man den energetischen Raum H, des Operators.A ein, dann kann 
man das Funktional (1) in der Form 


Fu) = |u| — 2 Ku) (2) 


schreiben und als Funktional auffassen, das auf (einigen. oder allen) Elementen 
des energetischen Raumes definiert ist. Von Interesse ist nun der Fall, wo .D(l) — 
das Definitionsgebiet des Funktionals 1 — im Raum H, dicht ist; offenbar gilt 
D(F) = Di. 

Dabei sind folgende zwei Möglichkeiten denkbar. 

1.1. Das Funktional 1 ist nicht beschränkt im energetischen Raum. In diesem 
Fall ist das Funktional F nach unten nicht beschränkt. In der Tat existiert 
in diesem Fall eine Folge {w„} mit den Eigenschaften 


nl=1: Kun)| > ©. 
NR CO 
Ändert man erforderlichenfalls die Vorzeichen bei den Elementen «,, so kann 
man erreichen, daß Kw,) — + costrebt. Dann gilt aber 
Fü) = 1 —- 24u,) > — ©. 


Das Minimumproblem für das Funktional (2) ist also in diesem Fall gar nicht 
sinnvoll. 
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1.2. Das Funktional I ist im energetischen Raum beschränkt. Dann kann es 
auf den ganzen Raum stetig fortgesetzt werden; damit wird auch das Funktio- 
nal (2) auf den gesamten Raum H, erweitert. Nach dem Satz von Rızsz 
existiert dann ein und nur ein Element w, € H „, das der Beziehung !{u) = [u, wo] 
genügt. Jetzt ist 

Fu) = |uP — 2fu, ws] . 


Durch Wiederholen derselben Überlegungen wie im $5 überzeugt man sich 
davon, daß das Element v, das Minimum des Funktionals (2) realisiert. 

Wenn der Raum H, separabel ist, dann läßt sich leicht eine zur Formel (5.11) 
analoge Formel für die Lösung des Minimumproblems des Funktionals (2) 
herleiten. Es sei &, n=1,2,..., eine im energetischen Raum vollständige 
und orthonormierte Folge. Dann ist 


oo 


%= 2 [Un On] Wr. 
n=1 


Setzt man in der oben genannten. Formel Ku) = [u, %,] für u = w,, dann gilt 
[%o, = [®n, %) = zZ Ko.) und folglich 


3 >> Kos)i@,. (3) 


2. Es sei A der im vorangegangenen Paragraphen betrachtete Operator 
[siehe Formel (3) und (2). aus $ 8]; die in diesem Paragraphen angenommenen 
Voraussetzungen bezüglich der Funktionen p(x) und g(x) sowie bezüglich der 
Funktionen, welche des Definitionsgebiet des Operators A bilden, behalten wir 
bei. Wir stellen das Minimumproblem für das quadratische Funktional 


Fa) Zi 


- [me F zu) + aa war -2u0), a<ı<b, | (4) 


im energetischen Raum des Operators A. Das bedeutet im besonderen, daß 
die Funktion u, von welcher das Funktional (4) abhängt, den Randbedingungen 


ua) = ulb) = 0 (8) 
genügen muß. Wie man leicht sieht, ist das lineare Funktional /(v) = u(c) in 


der energetischen Metrik beschränkt. In der Tat gilt nach der CavonY-BunJA- 
Kowskischen an 


fu iR Sea) fwe) de <(c — a) ws) dr. 
[2 
Nach der Formel (8.7) Ban sich 


b ..b 
|u|? = [ Ip®) W*@) + aa) u(@)] de > po f w*(«) de 
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und somit 


wos lol. (6) 


Die Formel (6) zeigt, daß im vorliegenden Fall das Funktional I beschränkt ist, 


wobei || < ]/° gilt. Die Lösung unseres Variationsproblems existiert, 
Po 


und auf Grund der Formel (3) 1äßt sich diese in Form der Reihe 


uyfa) = 2 @n(c) @slz) | X 


darstellen: dabei bedeutet {w„} ein im Raum H 4 vollständiges und ortho- 
gonales System. Die Reihe (8) konvergiert in der Metrik des Raumes H, und 
folglich auch in der Metrik des Raumes ZL,(a, b). 


Beispiel. Wir betrachten den Spezialfall p{x) = 1, g(x) = 0; dann st Au= — 
In diesem Fall bilden die Funktionen. 


Y2(b — a) nre-a) 


nn b—-a 


da" 


Dmlx) = ; n=1,2,...; 


ein im energetischen Raum vollständiges und orthonormiertes System; den Beweis dieser 
Tatsache überlassen wir dem Leser. Das Minimum des Funktionals 


b: 
[w? da — 2ufle), ua) = u(b) = 0 (8) 
r \ 


wird durch die Funktion 


2(b—a) © 1 sin Pre =) sin IR) 


Mr b—-a b—-a 


realisiert. Die Summe der letzten Reihe läßt sich leicht bestimmen, indem man z. B. die 
Evrersche Gleichung für das Funktional (8) aufstellt und diese löst; dies auszuführen, 
überlassen wir ebenfalls dem Leser. 


$ 10. Der Fall eines nur positiven Operators 


Einen positiven, aber nicht positiv-definiten Operator nennen wir nur positiv. Für einen 
nur.positiven Operator kann der energetische Raum genauso konstruiert werden, wie dies 
für den positiv-definiten Operator geschah. Dabei besteht allerdings ein wesentlicher Unter- 
schied: Es läßt sich beweisen, daß es jetzt unter den idealen Elementen des energetischen 
Raumes stets solche gibt, die nicht zum Ausgangs-HıLBErr-Raum gehören. 

Wir betrachten z. B. den Operator B, der im $2 untersucht wurde. Wir erinnern daran, 
daß dieser durch die Formel 


deu 
dar’ 
definiert wird und daß sein Definitionsgebiet aus denjenigen Funktionen der Klasse 


C@[0, 00) besteht, welche für x = 0 und für x 2 a, verschwinden; dabei bedeutet «a, eine 
Konstante, die von der Funktion u € D(B) abhängt. Es läßt sich unschwer beweisen, daß 


Bu= 0<e<w, 
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der energetische Raum AZ, aus den Funktionen besteht, die folgende Eigenschaften be- 
sitzen: 1. Die Funktion v € Hz ist absolut stetig auf dem Segment [0, a] für eine beliebige 
positive Zahl a; 2. u(0) = 0; 3. wu’ € L,(0, oo). So gehört z. B. die Funktion «(x) = In (l + x) 
zum Raum H,, jedoch nicht zum Ausgangsraum Z,(0, ©). 

Für einen nur positiven Operator gilt der 

Satz 5.6.1. Der energetische Raum ist separabel dann und nur dann, wenn der Ausgangs- 
raum separabel ist. 

Wenn A ein nur positiver Operator und] ein lineares Funktional ist, dann läßt sich das 
Minimumproblem für das Funktional 


Fu) = (Au,u) — 2lu), weD(A), 


genauso lösen, wie im vorangegangenen Paragraphen: Wegen (A u, u) = |w]? können wir 
dem Funktional F die Gestalt 
Fu) = [u |? — 2 Ku) & 


geben. Wenn lin ZH, nicht beschränkt ist, dann besitzt unser Variationsproblem keinen 
Sinn. Ist dagegen lin H 4 beschränkt und auf einer in H , diehten Menge definiert, dann 
gilt u) = [u, v,], wobei das Element uw, € H, existiert und eindeutig bestimmt ist; dieses 
Element realisiert nun auch das Minimum des Funktionals F im energetischen Raum. 


Übungsaufgaben 
1. Der Operator 7’, sei durch die Formel 
d du 
T,u= — — —|, 0 sl, 
5% dx [pt = == 


definiert, wobei die Funktion p(x) folgende Eigenschaften besitzt: p(z) € C® [0, 11, 2(0) = 0, 
pl&) > 0 für x > 0 und das Integral 
1 
f da 
r(®) 
{ 


konvergiert. Das Definitionsgebiet D(T,) besteht aus den Funktionen u(z), die folgende 
Bedingungen erfüllen: a) Die Funktionen u(x) und p(x) w’(z) sind stetig auf dem Segment 
[0, 1] und absolut stetig auf einem beliebigen. Segment der Gestalt [6, 1] mit O<ö<1; 
b) 7, we L,(0, 1); c) u(0) = u(1) = 0. Man beweise, daß der Operator 7’, im Raum 2,(0, 1) 
positiv-definit ist. 

2. Es sei p(x) e CO 0,1], p(0) = 0, p(x) > 0 für >0 und 


da xde 
Sö-* [<- 
0 0 


Der Operator 7’, sei durch dieselbe Formel wie in der Übungsaufgabe 1 definiert; als 
Definitionsgebiet D(T,) nehmen wir die Menge der Funktionen (x), welche denselben 
Bedingungen wie in der Übungsaufgabe 1, mit Ausnahme der Bedingung u(0) = 0, ge- 
nügen. Man beweise, daß der Operator 7’, im Raum Z,(0, 1) positiv-definit ist. 

3. Man beschreibe die Menge der Elemente des energetischen Raumes in den Übungs- 
aufgaben 1 und 2. 

4. Man beweise die positive Definitheit des Operators 


„du 
Teu=— 0 sl 
® ae 2) = Te 
welcher auf der. Menge der in. der Aufgabe 2 für p(x) = x? beschriebenen Funktionen de- 
finiert ist. Man beweise, daß die untere. Grenze des Operators gleich 1/4 ist, 

5. Man beweise, daß für «> 2 der Operator 7',« nur positiv ist. 


KAPITEL 6 


_ DAS EIGENSPEKTRUM 
EINES POSITIV-DEFINITEN OPERATORS 


$1. Der Begriff des Eigenspektrums eines Operators 


Es sei A ein linearer Operator im Hınserr-Raum H. Die Zahl A und das 
Element % heißen Eigenwert bzw. Eigenelement des Operators A, wenn u nicht 
das Nullelement des Raumes H ist und die folgende Gleichung erfüllt ist: 


Au—iu=0. (1) 


Ist H z. B. der Raum L,, dann ist die Bedingung v =F 0 gleichbedeutend mit 
u) E01). 

Das Element « heißt ein zum Eigenwert A gehöriges Eigenelement. Aus 
Gleichung (1) ergibt sich sofort eine Formel, nach der der Eigenwert A bestimmt 
werden kann, wenn ein zu A gehöriges Eigenelement u bekannt ist. Multiplizieren 
wir nämlich beide Seiten der Gleichung (1) skalar mit u, so erhalten wir (A u, %) 
— Alu]? = 0 und somit 

_ (Aw) 
Ia1]? 2) 

In einem komplexen Raum können die Eigenwerte naturgemäß sowohl reell, 
als auch komplex sein. In einem reellen Raum dagegen ist eine Multiplikation 
der Elemente nur mit reellen Zahlen erklärt; entsprechend dieser Definition 
müßte man in einem reellen Raum auch nur reelle Eigenwerte betrachten. Aber 
bereits einfachste Beispiele zeigen, daß das nicht zweckmäßig wäre. So erzeugt 
2. B. eine reelle quadratische Matrix der Ordnung m einen linearen Operator im 
m-dimensionalen euklidischen Raum. Die Eigenwerte dieses Operators stim- 
men mit den Eigenwerten seiner Matrix überein, die — wie hinreichend bekannt 
ist — auch komplex sein können. Wir werden deshalb die Definition der Eigen- 
werte so erweitern, daß diese auch komplex sein können. 

Ausgehend von einem gegebenen reellen HıLserr-Raum H konstruieren wir 
zunächst einen komplexen Hırserr-Raum H*. Das geschieht wie folgt: Als 
Menge der Elemente des neuen Raumes H* nehmen wir die Menge sämtlicher 


formal gebildeten Summen der Gestalt U = w + iu’ miti = Y-L,w,w'ecH. 
Auf dieser Menge definieren wir auf übliche Weise die Addition und die Multi- 
plikation mit komplexen Zahlen; diese zwei Operationen führen nicht aus der 


1) u(x) = 0 bedeutet hier (vgl. auch Kapitel 2): Die Funktion .u(x) ist der Nullfunktion 
äquivalent, d. h., für fast alle « gilt u(x) = 0. (Anm. d. Übers.). 
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Menge H* heraus, so daß man H* als eine lineare Menge auffassen kann. Das 
Nullelement dieser Menge ist das Element 0 +0, wobei 0 das Nullelement 
des Raumes H bedeutet; an Stelle von 0 -+ 0 schreiben wir jetzt einfach 0. 
Überhaupt werden wir u und iv an Stelle von % - i0 bzw. 0 + iv schreiben. 
In 4* führen wir nun eine skalare Multiplikation nach folgender Regel ein: 
Wann U=wW+iwW, V=vV-+3ir mit w, w’, v’, v’’ € H ist, dann sei 


(BU, N* = (w,v) + (w”, v0”) + lw”,v) — (Ww,v)]. (8) 


Wie man leicht sieht, sind bei einer solchen Definition alle Axiome des Skalar- 
produktes in einem komplexen Raum erfüllt. Es gilt nämlich: 


A. (U, Y)*=(V, U)*. 

B. (0 U, +8 0, 9)* = 0,0, V)* +00, W)*. 

C. (U, U)*> 0, und (U, U)* = 0 gilt dann und nur dann, wenn U =0 
ist. - 
Der Operator A läßt sich nach der Formel 


AU=AwH+iAw (4) 


auf alle Elemente der Gestalt U = uw + iu’ mit wW, wW’ e D(A)c H erweitern. 
Nach dieser neuen Definition. kann es sich erweisen, daß der Operator A, welcher 
ursprünglich im reellen Raum H erklärt war, im Raum H* komplexe Eigen- 
werte A=4' +14” und dazugehörige Eigenelemente % + u besitzt; die 
Gleichung 
Alu iu’) =(M +i2’)(w +iw”) 

ist dem. Gleichungssystem 

A WW = vu W PEN A’ Ww’ , ° (5) 

A WW — Ar WW — yu WW’ 


äquivalent. 
Zu ein und demselben Eigenwert können mehrere Eigenelemente gehören; 
sind %, U, . . . , %, derartige Elemente, dann ist eine beliebige, vom Nullelement 


verschiedene Linesrkombination 
N 
LI Cr Ur 
k=1 


ebenfalls ein. zu demselben Eigenwert gehöriges Eigenelement. Die soeben 
gemachte Bemerkung erlaubt es, nur linear unabhängige Eigenelemente, die 
zu einem gegebenen Eigenwert gehören, zu betrachten und jedes Eigenelement 
. als normiert anzunehmen. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Eigenelemente heißt Vielfackheit (bis- 
weilen auch Rang) des entsprechenden Eigenwertes. In einem separablen Raum 
ist die Vielfachheit eines beliebigen Eigenwertes endlich oder abzählbar. 

Die Gesamtheit der Eigenwerte eines Operators heißt Zigenspektrum dieses 
Operators. 
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$2. Eigenwerte und Eigeneiemente eines symmetrischen Operators 


Satz 6.2.1. Die Eigenwerte eines symmetrischen Operators sind reell. 
Beweis. Wir multiplizieren skalar die erste der Gleichungen (1.5) mit % 
die zweite mit w‘ und ziehen die erste von der zweiten Gleichung ab: 


(Aw, w) — (Aw, u) = A (WIR + IMa”ß). m 


Infolge der Symmeirie des Operators A ist die linke Seite der letzten Gleichung 
gleich Null. Da das Eigenelement uw’ + i w” verschieden vom Nullelement ist, 
so ist entweder uw oder w von Null verschieden, und der Klammerausdruck 
auf der rechten Seite in (1) ist positiv. Daraus folgt, daß A” = 0 ist, d. u die 
Eigenwerte sind reell. Das System (1.5) nimmt jetzt die Gestalt 


AWw=XwW, =Nw 
an; jedes der von Null verschiedenen Elemente w und w’ ist ein zum Eigen- 
wert A’ gehöriges Eigenelement. 


Satz 6.2.2. Die zu verschiedenen Eigenwerten gehörigen Eigenelemente eines 
symmetrischen Operators sind orthogonal. 


Beweis. Es seien }, und A, verschiedene Eigenwerte des symmetrischen. 
Operators A. Zum Eigenwert A, gehöre das Eigenelement u,, zum Eigenwert A, 
das Eigenelement u,. 

Dann gelten die Beziehungen 


Am=hum, Ammhm. 


Die erste Gleichung multiplizieren. wir skalar mit w,, die zweite mit u,; danach 
ziehen wir die zweite von der ersten Gleichung ab: 


(A U, u) — (A Un, u) = (Ay — Ag) (Ur, Wo) 
Da der Operator A symmetrisch ist, so ist die linke Seite gleich Null, und. es gilt 


folglich 
(Ay — Ar) (un %) = 0. 


Wegen }, — }, = 0 ergibt sich daraus 
u» 4) —=0. 


Der Satz ist damit bewiesen. 


Folgerung 6.2.1. Ein symmetrischer Operator in einem separablen HILBERT- 
Raum, besitzt eine höchstens abzählbare Menge von Eigenwerten. 

Wenn zu einem Eigenwert mehrere linear unabhängige Eigenelemente gehö- 
ren, dann kann man auf diese den Orthogonalisierungsprozeß anwenden. Da 
man. nun die Eigenelemente auch stets normieren kann, so gelangen wir zu 
folgendem wichtigen Korollar: Man darf stets annehmen, daß die Eigenelemente 
eines symmetrischen Operators ein orihonormiertes System bilden. 
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N 3. Das verallgemeinerte Eigenspektrum eines positiv-definiten Gperators 


Da jeder positiv-definite Operator symmetrisch ist, so gelten die im vorange- 
gangenen Paragraphen getroffenen Feststellungen auch für einen positiv- 
definiten Operator. Für diese Operatoren erweist es sich aber als zweckmäßig, 
noch den. Begriff des veraligemeinerten Eigenspektrums, genauer gesagt, die 
Begriffe der verallgemeinerten Eigenwerte sowie der dazugehörigen verallge- 
meinerten Eigenelemente einzuführen; wir führen diese Begriffe in Analogie 
zum Begriff der’ verallgemeinerten Lösung ein. 

Es sei A ein positiv-definiter Operator, A sein Eigenwert und u ein. zum 
Eigenwert A gehöriges Eigenelement. Letzteres bedeutet, daß die Bedingungen 
u=+0,ue D(A) und die Gleichung 

Au=ıu, (A) 
erfüllt sind. 

Wir nehmen ein beliebiges Element 7 e H, und multiplizieren skalar beide 
Seiten der Gleichung (1) mit 7: 

(Au,n) =Mu,n). 


'In der letzten. Gleichung ist we D(A) und ne H,. Dann gilt aber auf Grund 
der Formel (3.6) des Kap. 5 
(4A U, n) = [%, la ‘ 


Somit ergibt sich, daß der Eigenwert } und das dazugehörige Eigenelement 
folgender Beziehung genügen: 
[u nla = Mu, n) ; VneHs. (2) 
Es erfülle nun umgekehrt das Element u e D(A), u= 0, die Gleichung (2) 
für eine gewisse Zahl}. Dann gilt nach Formel (3.6) des Kap. 5 


k,nla=Adwn). 


Durch Einsetzen in die Beziehung (2) erhalten wir 

(Au—-Auwn)=0, WneH,. 
Das Element Au — A u des Raumes H ist also orthogonal zu einem beliebigen 
Element n €e H,. Da aber die Menge der Elemente des Raumes H, im Ausgangs- 
raum H dicht ist und da jedes zu einer dichten Menge orthogonales Element 
. dem Nullelement ist, so ergibt sich 


Au—-/u=0. 


Die letzte Gleichung bedeutet, daß u ein Sugenelemenb und A ein. Eigenwert 
des Operators A ist. 

Das Element v € H,„, u 0, und die Zahl A nennen wir nun verallgemeinertes 
Eigenelement bzw. verallgemeinerten Eigenwert des Operators A, wenn diese der 
Gleichung (2) genügen. 

Satz 6.3.1. Die verallgemeinerien Eigenwerte und Kirensemenle; eines Pposibiv- 
definiten Operators sind die gewöhnlichen Eigenwerte und Eigenelemente der 
FRIEDRICHSschen Erweiterung dieses Operators. 
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Der Beweis ist äußerst einfach. Wenn } ein verallgemeinerter Eigenwert 
und u ein verallgemeinertes Bigenelement des positiv-definiten Operators A 
sind, dann genügen diese der Gleichung (2). Setzen wir auf der rechten Seite 
dieser Gleichung A u = f, so bringen wir dieselbe auf die Gestalt 


mnua=nf); VneH,;. - (3) 


Durch Vergleich der Gleichungen (3) und (5.5) aus Kap. 5 erkennt man, daß 
sich diese nur in der Bezeichnung unterscheiden. Daraus folgt, daß das in die 
Formel (3) eingehende Element « das Minimum des Funktionals 


Fo)=joP-A%0, VoecH, 


realisiert. Dann gilt aber ve D(Ä), wobei Ä die Frımprronssche Erweiterung 
des Operators A bedeutet, und Au = f oder 


Au=iAu, 
was zu beweisen war.. 

Da der Operator A symmetrisch ist, so gelten für die verallgemeinerten Eigen- 
werte und Eigenelemente die Sätze 6.2.1 und 6.2.2. Wir erwähnen hier noch 
zwei weitere Eigenschaften der verallgemeinerten Eigenwerte und Eigenelemente 
eines positiv-definiten Operators; das Wort „verallgemeinerte‘‘ lassen wir der 
Einfachheit halber im weiteren weg. 

Satz 6.3.2. Die Eigenelemente eines positiv-definiten Operators sind orthogonal 
im energetischen Raum, wenn sie im Ausgangsraum orthogonal sind. 

Beweis. Es seien u, und u, zwei Eigenelemente des positiv-definiten Opera- 
tors A, und es gelte (w,, %) = 0. Setzen wir in Gleichung (2)uv=u,n=%, 
so erhalten wir [%,, u]la = 0. 

Satz 6.3.3. Ein beliebiger Eigenwert eines positiv-definiten Operators kann 
nicht kleiner als die untere Grenze dieses Operators sein. 

Beweis. Es sei y) die untere Grenze des Operators A. Nach Satz 5.7.1 ist 
die untere Grenze der FRIEDRIcHsschen Erweiterung A des Operators A eben- 
falls gleich y). Wenn A ein. Eigenwert und u ein dazugehöriges Eigenelement 


des Operators A bedeuten (beide im verallgemeinerten Sinne), dann gilt auf 
Grund der Formel (1.2) sowie des Satzes 6.3.1 


(Au, “) — 2 (4) 


Te 


Wir bemerken noch, daß man der Formel (1.2) in unserem. Fall die Gestalt 


ja,lela . (5) 
geben kann. 
Bei Multiplikation von u mit einer von Null verschiedenen Konstanten ändert 


sich die rechte Seite der letzten Gleichung nicht. Wir wählen diese Konstante 
derart, daß das Eigenelement « in der Metrik des Ausgangsraumes normiert 
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ist: ||u|| = 1. Dann ergibt sich für den Eigenwert die folgende, in verschiedener 
"Hinsicht günstigere Formel: 
A=juß, Ie-l. (6) 
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Wir beginnen. mit folgender Bemerkung: Wenn y} die untere Grenze des 
positiv-definiten Operators 4 ist, dann gilt 


inf lel& _ „a i 1 
ucHa Hai? Po (1) 
u+0 


Wir wollen diese Beziehung beweisen. Wegen D(A)c H, ist 


inf Tuba < inf lu _ inf Auu _ y. 
ueHs el? Ten Il wenn Ile? 
v0 u+0 ut 


Andererseits ist D(A) dicht im Raum H,; für we H, läßt sich ein Element 
ve D(A) finden derart, daß gilt: [® — ula <e und !v — ul| < ge, wobei & 
eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Dann ist aber ||v | — |# al < 
Io — Ialll < e. Würde nun für ein gewisses Element we 27, 


gelten, dann. wäre für hinreichend kleines & auch 
lv Fi _(4v,v) 2 
ee 9° 
was der Definition der unteren Grenze widerspricht. 

Satz 6.4.1. Wenn ein Element u, existiert, auf dem die untere Grenze (1) ange- 
nommen wird, dann ist yo der kleinste verallgemeinerte EHigenwert und u, das 
dazugehörige Eigenelement des Operators A. 

Beweis. Da sich der Quotient 

2 
Yu) — jr 2 
WB (2) 
bei Multiplikation des Elementes u mit einer Konstanten nicht ändert, so darf 
man das Element « als normiert annehmen. Dann silt 
Yu)=juß, Iell=1. (3) 
Wir führen jetzt die Bezeichnung yg = A, ein. 

Die untere Grenze wird auf dem Element u, angenommen; das bedeutet, 

daß 


weH,, at=1, JuP=A 
ist. Wir nehmen ein beliebiges Element n e H, und eine beliebige reelle Zahl & 
und bilden den Quotienten 
utanP (4) 
I + a nl 
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Bei. festem 7 ist.der Ausdruck (4) eine Funktion von. «, welche für x = 0 ihr 
Minimum annimmt. Dann muß aber ihre Ableitung nach « im Punkte « = 0 
gleich Null sein: 

d [%1, %,] +2 alu, n] + aan, n] . ) , 

de (u, %ı) +2 ala, n) + o%n, N) |e=0 


Nach Differentiation erhalten wir 


2(u,, %) [u 7] = 2(%,, n) [%; %] =0. (5) 
Schließlich bemerken wir, daß 
wo) lul=l, Tl = [% P 4 


ist. Setzen wir dies in die Beziehung (5) ein, so ergibt sich 
kun Am) =0. 


Die letzte Gleichung zeigt, daß A, ein Eigenwert und u, ein Eigenelement des 
Operators A ist. Aus Satz 6.3.3 folgt schließlich, daß A, der kleinste Eigenwert 
ist. Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir nehmen jetzt an, daß wir den kleinsten Eigenwert }, und das dazugehörige 
Bigenelement u, des Operators A bereits gefunden haben. Wie finden. wir den. 
nächstfolgenden Eigenwert A, und das Eigenelement u,? Offenbar hat man }, 
unter denjenigen Werten des Quotienten (2) zu suchen, die auf den Funktionen, 
welche zu , in den Metriken der beiden Räume HZ und H, orthogonal sind, 
angenommen werden. 

Wir bezeichnen mit H® den Teilraum des Raumes H, der zum Element , 
orthogonal ist, und mit HY) den Teilraum des Raumes H,, der zu u, im Sinne 
der neuen Metrik orthogonal ist: 


Y,u]=®0, uceHW. 
Wir beweisen, daß 
HD = H,nH® 


gilt. Es sei ve HW. Wir betrachten die Gleichung, welche das erste Eigen- 
element definiert: 


[nl = Au 9). 


Setzen wir darin n=u, so erhalten wir (w,, u) = - [v,, w] = 0. Letzteres 
1 ß 


bedeutet, daß u e H® und somit we H,n H® ist. 
Es sei umgekehrt we H,n HW; das bedeutet, daß we H, und (w, u) = 0 
ist, Völlig analog gelangen wir dann zur Gleichung 


. [Wo] = Au, u) =0, 
woraus u € H% folst. 
Wenn die paarweise orthogonalen Eigenelemente %, U, - . - , 4, bekannt sind, 
dann kann man die Teilräume H® und ZH der Räume H bzw. H, einführen, 
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welche entsprechend zu den Elementen w,, u, ..., % orthogonal sind (jeder 
in seiner Metrik). Man beweist dann analog die Beziehung HP = H,n H®. 
"Satz 6.4.2. Für den positiv-definiten Operator A seien die ersten n Bigenwerte 


WR 


sowie die dazugehörigen Eigenelemente 


Up Up: .: 5 Uns 


welche wir als paarweise orthogonal annehmen, bekannt. Es sei },,,ı die untere 
Grenze von |u|? auf den normierten Elementen u e HW, Wenn diese Grenze 
angenommen wird, dann ist A,.., der nach A, nächstfolgende Eigenwert des Opera- 
tors. A. Dasjenige Element, auf dem diese untere Grenze angenommen wird, ist ein 
zum Bigenwert },.ı gehöriges Eiigenelemeni. 

Beweis. Durch dieselben Überlegungen wie beim Beweis des vorangegange- 
nen Satzes gelangen wir zu der Gleichung 


Bearı 61 — Anzı ar) = 9: Vle Hm : (6) 


Sein ein beliebiges Element des Raumes H,. Wir setzen 
N 
= 2 (N, re) u (7) 


Dann ist £ ce H® und folglich Ze H®. Für das von uns konstruierte Ele- 
ment gilt Gleichung (6). Setzt man in diese Gleichung den Ausdruck (7) ein 
und berücksichtigt man dabei, daß [u...1, %] = (un. U) = 0 ist, dann ergibt 
sich 


[41,91 - Anz Um+1> N)=o, VneHa. 


Der Satz ist damit bewiesen. 
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Der Satz 6.4.1 macht in gewissem Sinne eine bedingte Aussage: Es wird. 
behauptet, daß A, = y, als die untere Grenze des Funktionals 


der kleinste Eigenwert des Operators A ist, wenn die genannte untere Grenze 
angenommen wird. Im vorliegenden Paragraphen wird dafür eine gewisse hin- 
reichende Bedingung aufgestellt. 

Satz 6.5.1. Es sei [w,} eine Minimalfolge für das Funktional (1). Wenn 
sich aus dieser Folge eine Teilfolge auswählen läßt, welche in der Meirik des 
Ausgangsraumes H konvergiert, dann ist A, = inf P(u) der kleinste Eigenwert des 
gegebenen Operators, und das Grenzelement der ausgewählten Teilfolge ist das 
dazugehörige Eigenelement.. 
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Beweis. Nach Voraussetzung des Satzes läßt sich aus der Folge {w,} eine 
konvergente Teilfolge {w,,} auswählen.‘ Der Einfachheit halber setzen wir 
Wn, = %,. Wie man. leicht sieht, ist die Teilfolge {9.} ebenfalls eine Minimal- 
folge. Deshalb nehmen wir an, daß uns eine Minimalfolge {p,}, welche im 
Raum H konvergiert, gegeben ist. Die Elemente @, besitzen folgende Eigen- 
schaften: 1. @ € Hi; 2. Ill =1; 3. im [pr a = A; 4. es existiert ein Ele- 
ment z, € H mit ||o, — w,|| > 0. Wir bemerken, daß dann auch 

Rk->00 


119% — PmI| > 0 2) 
k, m—>oo 
gilt. Es ist unser Ziel zu beweisen, daß u, € H, und |, |4 = A, ist. 

Wir nehmen ein beliebiges Element y, € H,, und es sei t eine beliebige reelle 
Zahl. Das Element 9, + ty, gehört zum Raum H, und ist im allgemeinen 
verschieden. von Null. Setzen wir dasselbe in den Quotienten (4.2) ein, so 
erhalten. wir 

[9a + & rm [a >$ je [a 
> inf = 
ion + Enall? Il? a 
Durch Multiplikation mit dem Nenner ergibt sich 


[9% + Em 95 + inela — A (Pr + te a im) 0, 


wWOoraus 
12 ea — Ar Iimell?} + 28 pn Mala — Alpe m) + Pr fa — Allee? 0 


folgt. Da das quadratische Polynom auf der linken Seite für beliebiges reelles 
i nicht negativ ist, so ist seine Diskriminante nicht positiv, und es gilt 


[pr Nula — Arlpu; me)! SV — A Ile lr a — A; 


dabei wurde berücksichtigt, daß |[o,|| = 1 ist. 
Wir verschärfen die letzte Ungleichung, indem wir den Subtrahenden unter 
der ersten Wurzel weglassen: 


[px Na — Ale, Ne)| S | la Y| P% a A, . 8) 


Die Elemente r, € H, waren bisher beliebig. Wir verlangen jetzt, daß sie 
gleichmäßig beschränkt sind, d.h. für beliebiges % gilt 


Imlas €; C = const. (4) 


Dann folgt aus der Ungleichung (3) 
\[Px» Nrla — Aılpr; m) = CO Y| Or m 4. (5) 


In der Ungleichung (5) konvergiert die rechte und somit auch die linke 
Seite gegen Null, und diese Konvergenz ist gleichmäßig bezüglich der Ele- 
mente n,, welche der Ungleichung (4) genügen. Demzufolge. setzen wir 

. "In = Pr — Pm > 
wobei der Index m beliebig ist. Eine derartige Wahl der », ist auf Grund der 
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folgenden Überlegungen zulässig: Die Zahlenfolge | 9, [a konvergiert gegen einen 
Grenzwert und ist deshalb beschränkt. Es existiert also eine Konstante C 
derart, daß |pn|a < € ist; dann gilt aber | |ı < 2 C. 

Jetzt folgt aus Ungleichung (5), daß 


nn { [9% 9% — Pmla — Ar (Pr: Pe — Pm)} = 0 


ist, und diese Konvergenz ist gleichmäßig bezüglich m. Lassen wir dann 
m —.c0 streben, so ergibt sich 
lim [pr 9 — Pla — A (Pr Pr — Pm)} = 0. 6) 


k, m->co ; 
Da hierbei die Indizes k und. m gleichberechtigt sind, so kann. man ihre Reihen- 
folge ändern: 

lim {9m Im — Prla — Ar (Pm Im — M)} = 0. (7) 


k, m>co 
Durch Addition der Gleichungen (6) und (7) erhalten wir 


: lim {9% — Im|a — A pe — Pnll’} = 0, 
, mM 00 


und auf Grund der Beziehung (2) gilt somit 
Im - nl > 0. (8) 


k, m>co 

Die Minimalfolge ist also im Raum H, in sich konvergent. Da aber dieser 
Raum vollständig ist, so konvergiert die Folge {p,} in H,„, und zwar gegen 
dasselbe Element, gegen das sie auch im Raum HZ konvergiert. Somit ergibt 
sich: w, e H, und 

[9 — U | nn 0. 
Dann gilt aber er 
uf = un [a = 4; 


dabei ist 
IK m Ial=1. 
Somit existiert ein Element u, «€ H, derart, daß ||| = 1 und [u | = 4, 


ist. Letzteres bedeutet, daß die untere Grenze des Funktionals (1) angenommen 
wird. Nach dem Satz 6.4.1 ist diese untere Grenze 4, der kleinste Eigenwert 
und «, das dazugehörige Eigenelement des Operators A. 
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Der Formulierung und dem Beweis des Hauptsatzes dieses Paragraphen 
stellen wir folgende Bemerkung voran. 
Wir nehmen an, daß die ersten n Eigenwerte 


Eis... <h 
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sowie die Buegenneh in der Metrik des Raumes H orthonormierten Eigen- 
elemente 
Un Ug - : -, Un 
des Operators A gegeben seien. 
Wir betrachten das Funktional!) 


Yu) =j|uf; weH@P, eI|=1. (1) 


Dieses ist vom Funktional (5.1) verschieden, da es auf einer engeren Menge 
definiert ist. Wir bezeichnen 


Any = int Pula) = inf|uf% 


wobei das Infimum über alle ve H® mit ||u|| = 1 genommen wird. 

Wir konstruieren für das Funktional (1) eine Minimalfolge. Wenn sich aus 
dieser Folge eine Teilfolge auswählen läßt, welche in der Metrik des Raumes Z 
konvergiert, dann ist /,,, der (n + 1)-te Eigenwert, und das Grenzelement 
der ausgewählten Teilfolge ist das (n + 1)-te Eigenelement des Operators A. 

Den Beweis dieser Behauptung führt man Ki nal0s zum Beweis des 
Satzes 6.5.1. 

Definition. Der Heim H sei I Wir sagen, der sym- 
metrische Operator A besitze ein diskretes Spektrum, wenn. 

1. der Operator A eine unendliche Folge von Eigenwerten Ay, Ay... .,Am +. 
besitzt, welche nur im Unendlichen einen Häufungspunkt hat; 

2. die Folge der Eigenelemente {u,} im Raum H vollständig ist. 

Die Existenz eines einzigen Häufungspunktes im Unendlichen bedeutet, daß 
sich die Eigenwerte nach der Größe ihrer Absolutbeträge ordnen lassen: 


AMSAlS- sus: 


> 


wobei |A,] > 00 strebt. Wenn ein positiv-definiter Operator ein diskretes 
Spektrum besitzt, dann lassen sich seine Eigenwerte einfach nach er Größe 


ordnen: 
I<ChEhEHrEehS.h An ©. 


Satz 6.6.1. Ein positiv-definiter Operator eines unendlichdimensionalen 
Hivsert-Raumes besitze die Eigenschaft, daß eine beliebige, in der energetischen 
Metrik beschränkte Menge in der Metrik des Ausgangsraumes kompakt ist. Dann 
ist das verallgemeinerte Spektrum dieses Operators diskret. 

Beweis. 1. Wir betrachten die Zahl 

| A)=inf[upß, weHA,, Iell=l, 
und konstruieren eine Minimalfolge {w;}. Dies bedeutet folgendes: 


a) ceHs bYlal=-i; )JimloP=r. 
s k>0 


Da jede konvergente Zahlenfolge beschränkt ist, so existiert eine Konstante C 
derart, daß |® | < ( ist. Letzteres bedeutet die Beschränktheit der Minimal- 


1) Wegen der Definition des Unterraumes HP siche $ 4. 
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folge in der Metrik von H,. Auf Grund der Bedingung des Satzes ist dann. 
diese Folge kompakt in der Metrik des Ausgangsraumes, und nach Satz 6.5.1 
ist A, der kleinste Eigenwert des Operators; das dazugehörige Eigenelement 
bezeichnen wir mit «.. 

2. Wir nehmen jetzt an, daß bereits die ersten n Eigenwerte 


Ay Ag, De „An 


und die dazugehörigen Eigenelemente 


Us Ugp = 5 Un 
ermittelt seien. Wir setzen A,yı = inf|»], ve 4%, |ju]| = 1, und konstru- 
ieren eine Minimalfolge {0,®} (k=1,2,...). Dann gilt |, ] 33 Anı1» 
und folglich existiert eine Konstante (0 mit 

jem|<c. 


‚Die Folge {0,®} (k=1,2,...) ist demnach kompakt in der Metrik des 
Ausgangsraumes. Nach der an den Anfang dieses Paragraphen gestellten Be- 
merkungist dann A, .ı der (n + 1)-te Eigenwert des Operators A, und es existiert 
ein zu diesem Wert gehöriges Eigenelement u,... 

Dieser Prozeß bricht ab, wenn sich ab einem gewissen n die Bedingungen 
|a]] = 1 und u e H® widersprechen. Das wird eintreten, wenn der Raum H® 
nur aus dem Nullelement besteht; letzteres ist nur dann der Fall, wenn 7, 
ein endliehdimensionaler Raum ist. Da aber H, in H dicht ist, so ist H, 
dann und nur dann endlichdimensional, wenn der Raum H endlichdimensional 
ist. Wir betrachten aber nur den Fall eines unendlichdimensionalen Raumes. 
Somit bricht dieser Prozeß nicht ab, und wir erhalten eine unendliche Folge 
von Eigenwerten 


MEAS::SumS+-: (2) 
sowie eine Folge dazugehöriger Eigenelemente 
BEE RER (3) 


welche in den Räumen 7 und H, orthogonal und im Raum H normiert sind. 
3. Wir beweisen jetzt, daß die Folge der Eigenwerte gegen Unendlich strebt. 
Wir nehmen das Gegenteil an: Die Folge {},„} sei beschränkt, 


An =K = const. 
Dann güt 

|ür| = Yin SVK; 
die Folge der Eigenelemente ist beschränkt in 7, und somit kompakt in der 
Metrik des Raumes H. Es ergibt sich also, daß eine in H orthogonale und 
normierte Folge in diesem Raum kompakt ist. Das ist aber bekanntlich nicht 
möglich. 

4. Wir beweisen jetzt aie Vollständigkeit des Systems der Eigenelemente 

im Raum H,. Wir nehmen das Gegenteil an und betrachten den Teilraum H)- 


9 Michlin 
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des Raumes H ,, der zu allen Eigenelementen u, n =1, 2, ‚ orthogonal ist. 
Dieser Teilraum enthält von Null verschiedene und folglich auch normierte 
Elemente. Wir setzen 


Aa = infjw]?, uweH®, lul=1. 


Durch wortwörtliche Wiederholung der weiter oben angestellten Überlegungen 
erhalten wir, daß A, ein Eigenwert des gegebenen Operators ist. 

Eine Gegenüberstellung der Zahlen A, und A, zeigt, daß diese die unteren 

23 

Grenzen ein und derselben. Größe [Kar 


[el]? 


und H® darstellen. Da die erste Menge eine Teilmenge der zweiten ist, so 
ist a ihr das Infimum größer (höchstens gleich) demselben auf der zweiten. 
Menge. Dann gilt also A, > A,, was aber unsinnig ist, da die Folge {A,} nicht 
beschränkt ist. Aus dem sich ergebenden Widerspruch folgt die m 
der Folge {w,} im Raum H.. 

5. Wir ‚beweisen schließlich, daß die Folge der Eigenelemente Such. im. 
Baum H vollständig ist. Wir nehmen ein beliebiges ve H,. Da das System 
(3) im Raum FH, vollständig ist, so existieren für beliebiges e > 0 eine natür- 
liche Zahl N sowie gewisse Zahlen &,,&, . . -,&y derart, daß 


auf deu verschiedenen Mengen #2 


ul, <e 


k=1 
ist. 
Auf Grund der Ungleichung (3.3) des Kap. 5 gilt dann aber 


N 
U — Dr Up 


<—. 
14 


Somit kann ein beliebiges Element des energetischen Raumes durch eine 
Linearkombination. der Elemente (3) in der Metrik des Ausgangsraumes ap- 
proximiert werden. 

Es sei jetzt ve H. Da die Menge H, dicht in H ist, so gibt es für eine be- 
liebige positive Zahle ein Element we H, derart, daß 


Ie - will <z 


ist. Jetzt wählen wir die Zahlen N und ,,...,&y so, daß die Ungleichung 


N 

€ 

W — 0 U Sn 
k=1 


erfüllt ist. Dann gilt auf Grund der Dreiecksungleichung 


u— Don Un 


<e. 


Damit ist der Satz bewiesen. » 
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$ 7. Das Srurm-Liouviresche Problem 


Wir betrachten den Operator 


Au= [om] + ae) u a) 


auf der Menge D(4A) aller auf dem Segment [a, b] stetigen Funktionen, welche 
eine absolut stetige erste sowie eine quadratisch summierbare zweite Ablei- 
tung besitzen und welche den Randbedingungen 


u(a) = u(b) — 0 z 0.0) 


genügen. An die Funktionen p(x) und q(®) stellen wir dieselben Bedingungen 
wie im $8 des Kap. 5. Diese Bedingungen waren folgende:. Die Funktionen 
p(x), p'(®), q(®) sind. stetig auf dem Segment [e, b], p(x) = p,, wobei p, eine 
positive Konstante ist, und g(z) = 0. Das Problem besteht nun in der Unter- 
suchung des Spektrums des Operators A. 

Wir werden beweisen, daB dieser Operator im Raum ZL,(a, b) ein diskretes 
Spektrum besitzt. Wie wir wissen, ist der Operator A positiv-definit, und es 
genügt somit, sich davon zu überzeugen, daß jede in dem Raum H, beschränkte 
Menge im Raum 

H = L,(a, b) 
kompakt ist. 

Auf Grund der Formel (8.7) des Kap. 5 gilt 


b 
\u] = f Ira) w? + g(e) ul de, 
woraus 
b 
Pf «dx (8) 


folgt. 

Die weiteren Überlegungen stützen sich auf den folgenden Satz, den wir 
vorläufig ohne Beweis angeben. Ein allgemeinerer Satz (siehe Satz 7.2.2) ist 
im nachfolgenden $ 2 des Kap. 7 bewiesen. 

Satz 6.7.1. Die Funktion K(x, i) sei im Quadrat ae <z sb, a sts fast 
überall definiert, meßbar und beschränkt. Dann überführt der Iniegraloperator 


[Eee 1) ult) di ’ (4) 


jede im Raum L.(a, b) beschränkte Menge von Funktionen in eine in demselben 
Raum kompakte Menge von Funktionen. 
Für die Funktionen u e H, gilt die Beziehung 


ul) = f wi) de. (5) 


9% 
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Wir betrachten die beschränkte Funktion 


Ka l,a.<Sst<se, 
’’7—To,2<tsb 


und schreiben dann die letzte Gleichung in der Form 


ulz) = [K, yuli) dt. 


Es sei jetzt eine Menge Mt von Funktionen gegeben, welche in der energe- 
tischen Metrik beschränkt ist: 


YueM: JulsC=cont, McH;. (6) 
Dann folgt aus der Ungleichung (3) 
b 
02 
wi) ES 
1. m Po 


a 


Somit ist die Menge der Ableitungen w' mit u e Mim Raum ZL,(a, b) beschränkt. 
Da nun der Operator (5) eine beliebige, in. L,(a, b) beschränkte Menge in eine 
kompakte Menge desselben Raumes überführt, so ist die Menge M kompakt 
im Raum ZL,(a, b). Nach dem Satz 6.6.1 ist dann das Spektrum des Operators A 
diskret: Dieser Operator besitzt mithin eine unendliche Folge von Eigenwerten 


; ws 


Po 


DL<hAShS.-  -SHS:., AR, (7) 

und dazugehörigen Eigenfunktionen 
Ur), WR). - > Unl),...; (7) 
bezüglich derer man annehmen darf, daß ||w]| = 1 und (u, 4.) = 0 (k # m) 


ist. Das System (7) ist dabei in jedem der Räume L,(a, b) und H, vollständig. 
In der energetischen Metrik sind die Eigenfunktionen nach wie vor orthogonal: 


[ar un) = 0 (km); sie sind dort jedoch nicht normiert, da |} — YA, ist. 

Wir erinnern daran, daß das Aufsuchen des Spektrums des im vorliegenden 
Paragraphen betrachteten Operators A folgendem Problem gleichwertig ist: 
Gesucht sind die Werte des Parameters}, für welche (verallgemeinerte) nicht 
triviale Lösungen der Gleichung 


(pi) =) die) u Hu =0 


existieren, die den Randbedingungen (2) genügen. 
Es läßt sich auch ein allgemeineres Problem formulieren. Wir betrachten die Gleichung 
d du 
2 (pa) Z) - ga) u + Ara) u = 0 (8) 
dx de 


mit den Randbedingungen (2); an die Koeffizienten p(x) und g(x) stellen wir die früheren 
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Bedingungen, bezüglich r(z) nehmen wir an, daß r € O[a, b] und r(@) = r, = eonst > 0 
gilt. Die Untersuchung des Spektrums dieses Problems steht in Übereinstimmung mit 
der allgemeinen Konzeption. des vorliegenden. Kapitels. 

Dividieren wir beide Seiten der Gleichung (8) durch. r(x), dann bringen wir diese auf die 


Gestalt 
1 d du ; 
Bra F ( (x) =)- 4x) «|: 1iu=0. \ (9) 


Wir führen jetzt den Raum ZL,(r; a, b) derjenigen Funktionen ein, welche im Intervall 
(a,b) mit der Gewichtsfunktion r(x) quadratisch summierbar sind!); die Norm und das 
Skalarprodukt in diesem Raum werden durch die Formeln 


b b 
al? = frl&) w(z) de, (u, v) = S r(x) ula) via) de (10) 
@ & . 
festgelegt. In diesem Raum betrachten wir den Operator B, der nach der Vorschrift 
1 d du\ 
Bu = | 1, 
ee EA DEE CE an) 


gebildet wird. Wir definieren, diesen Operator auf derselben Funktionenmenge wie den 
weiter oben betrachteten Operator A; D(B) ist also die Menge der auf dem Segment [«, 5] 
stetigen Funktionen, welche den Bedingungen (2) genügen und welche auf demselben. 
Segment absolut stetige erste Ableitungen sowie quadratisch summierbare zweite Ab- 
leitungen besitzen. 

Der Operator B ist positiv-definit im Raum H = L,{r; a,.b). In der Tat, dieser Operator 
ist symmetrisch: Für u, v € D(B) gilt 


d b 
d dv du dv 
Bu, 1 — ——-t dx =(u, B 
(Bu, v) fl le ze) au|ae fe Fee: av) z=(u,Bv). 
& . . 5 


a 


Daß er positiv-definit ist, beweisen wir nun wie folgt: Zunächst gilt 
b b 
(Bu,uo) = S(pu? + qwW)dezp Sw”de. (12) 
[74 a 


Da die Funktion u(z) in den Endpunkten des Segments [«, 5] verschwindet, so ist u(a) = 0 
und , 


r(z) (x) = Yr(&) ww 


Als stetige Funktion auf einem Segment ist r(x) Besahränkn, Es sei r(x) < r,, dann ergibt 
sich 


ra) ua) <r, (/ Su) a) <n@- a fw) ana FW)d. 
1/7 177 & 


Durch Integration dieser Ungleichung nach x in den Grenzen von «a bis b erhalten wir. 


x 


[2 


b 
5 1 \ _ 1 
fr (f) er uz) de wre 


7 


1) Offensichtlich bestehen die Räume Z,(r; a, b) und 'Z,(a, b) aus denselben Funktionen. 
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Schließlich gilt 


b 
> rQ) 2 pas Po 2 
Buu)z „B-a‘ fo aux) de Bazar ul, 
& 
womit die positive Definitheit des Operators B bewiesen ist. . 

Wir beweisen schließlich, daß eine beliebige, in H, beschränkte Menge im Baum 
H = L,(r; a,b) kompakt ist. Wie man sich leicht überzeugt, besteht der Raum A, aus 
denselben Funktionen wie der energetische Raum des Operators (1)—(2); diese Funktionen 
genügen im besonderen den Bedingungen (2), und für sie gilt somit die Formel (5). 

Es sei Mc Hz eine Teilmenge von Funktionen, die in der Norm des Raumes H, be- 
schränkt ist: 


als 0 = const, weM. 
“ Aus Formel (12) ersieht man leicht, daß 


und folglich 
b 


wir = [as weh, (13) 
Po 


a 


gilt. Die Formel (5) transformieren wir auf die Gestalt 


[ 
Vr@) uz) = f Kl, i) wii) de (14) 
& 
mit 

Kat) = Vr(&) , asi<x, 

0, © <tisb. 
Da die Funktion K,(x, i) beschränkt ist, so überführt der Integraloperator (14) die Menge 
der Funktionen w’(&), welche im Raum ZL,{a, b) beschränkt ist [vgl. die Ungleichung (13)], 


in die im Raum Z,(a, b) kompakte Menge der Funktionen Yr(x) «(x). Dies bedeutet nun 
folgendes: Aus der Menge M läßt sich eine Folge {u„(x)} auswählen derart, daß gilt 
d 


| un — Ur umlita, 0 = S re) Lünle) — uml)P de — 0. 
%& Rn, m>0 
Die letzte Beziehung ist aber einfach mit der Behauptung 
I — Umlr,; a,b) = en 


identisch. Aus der Menge Mt läßt sich also eine Folge auswählen, welche in der Norm 
des Raumes Z,(r; a, b) in sich konvergiert, das heißt die Menge M ist kompakt im Raum 
L.(r;a,b). Nach dem Satz 6.6.1 besitzt der Operator .B ein diskretes Spektrum oder, 


anders ausgedrückt, es existiert eine abzählbare Menge von Zahlen A, > 0, An — », für 
NIX 
die das Problem (8), (2) nicht triviale Lösungen besitzt, und die Menge dieser Lösungen 


ist vollständig sowohl in Zy(r; a, b), als auch in Hz. Bezeichnet man diese Lösungen nach 
wie vor mit u,(x), dann sind diese orthonormiert in ZL,(r; a,b) und orthogonal in Hr: 


b 
Sr&) Unle) Umlz) de = Omas 
h : 
S Tote) 0.) un (@) + ga) Umla) unlo)lda=0, min. 
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Außerdem silt 
d 
S Tpla) u2@) + ga) u ()] de — Ay. 
& 


Die Zahlen A, sind sämtlich einfache Eigenwerte. Letzteres folgt daraus, daß die Diffe- 
rentialgleichung (8) von zweiter Ordnung ist. Wenn nämlich zu dem Eigenwert A, zwei 
linear unabhängige Eigenfunktionen u,(z) und u,(x) gehören, dasin ist zunächst w,(0) #0 
— anderenfalls wäre die Funktion v„(2), welche nicht identisch gleich Null ist, eine Lösung 
des Caucay-Problems für die homogene Gleichung 

d du 


— RE en j. pe F 1 
AL =) ee (15) 


mit den homogenen Anfangsbedingungen 

%n(0) = (0) = 0, 
was aber dem Unitätssatz für das CavcHyY-Problem widerspricht. Analog ergibt sich, 
daß w,(0) #0 ist. Dann ist aber die Funktion 
Une) _ Umle) 
%,(0) (0) 
welche nicht identisch gleich Null ist, eine Lösung desselben homogenen CAvcHY-Problems, 
was ebenfalls nicht sein kann. 


ur) = 


$ 8. Einige Elementarfälle 


Bei der eigentlichen Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen eines 
Operators auf der Grundlage der Sätze der $$ 4—7 stößt man auf große tech- 
nische Schwierigkeiten. Deshalb sind jene Spezialfälle, wo sich das Spektrum 
des Operators mit elementaren Mitteln auffinden läßt, von besonderem Interesse. 
Zwei solcher Fälle werden nachstehend behandelt. 

1. Wir betrachten den einfachsten. Spezialfall für den Operator A aus $7, 
wo p(x) = 1 und g(e) = 0 ist. Das Problem besteht dann in der Bestimmung 
derjenigen Werte A, für. die die Differentialgleichung 


deu 

Pr u) 
eine nickt triviale Lösung besitzt, welche den Bedingungen 

ua) = ub) = 0 Ki (2) 
genügt. Das allgemeine Integral der Gleichung (1) läßt sich in folgender Form 
angeben: 

ulx) = € sin YA (© — a) + EC, cos YA (« —a). 

Die Bedingung wa) = 0 ergibt CO, = 0 und ulz) = C sin YA (x — a). Aus der 
Bedingung «{b) = 0 erhalten wir © sin Va (b—a)=0. Dabei ist notwendiger- 
weise Ü ==0; anderenfalls ergibt sich die triviale Lösung u = 0. Folglich ist 
sin. YA (® —a)=0. Hieraus erhalten wir die Bigenwerte 


n? nm 
er ee 


n=1,2,..., (3) 
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und die Eigenfunktionen 


RA Au (4) 
4 
Die Konstante C,„ bestimmen wir aus der Normierungsbedingung 
D 
all? — 0% (sintna gt de 1; 
j b—-a i 
& 
womit sich 0, = \ und 
j b—-a 
=: 2 NT — a) j 
Un) Yi ren (4a) 


ergibt. 
2. Wir bestimmen die nicht trivialen Lösungen der Gleichung (1) mit .den. 
Randbedingungen 

v(a)=ulb)—=0. (5) 

Für das allgemeine Integral ergibt sich wiederum u(x) — C sin YA (x — a). + 01x 

x cos /A (x — a). Aus der Bedingung u’(a) = 0 folgt C = 0, und aus der Be- 

dingung w(b) = 0 finden wir sinA(b —a)=0. Daraus erhalten wir die 
Bigenwerte 

mi 702 

en Oh... 


sowie die normierten Eigenfunktionen. 
ui = / EL Ze n=0,1,2%.... 


b—a b—-a 


$9. Das Mini-Max-Prinzip 


Es sei A ein positiv-definiter Operator, der die Bedingung des Satzes 6.6.1 
erfüllt: Eine beliebige, in der energetischen Metrik beschränkte Menge ist kom- 
pakt in der Metrik des Ausgangsraumes. Dann ist das Spektrum dieses Ope- 
rators diskret; }, seien die Eigenwerte und u, die dazugehörigen, im Ausgangs- 
raum orthonormierten Eigenelemente des Operators A. Wir stellen. folgendes 
Problem: Gesucht ist das Minimum des Funktionals 


Dia) = |u|a 08) 


auf der Menge derjenigen Elemente des energetischen Raumes H,, welche den. 
zusätzlichen. Bedingungen 


lu? = 1 2) 

und = 
(W, 2) =0, (w, v,) =0,..., (u, 9-1) 0, (8) 

wobei 9,09, ...,%,_ı feste Elemente des Ausgangsraumes H sind, genügen. 


Die soeben beschriebene Menge von Elementen betrachten wir als Definitions- 
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gebiet des Funktionals © 4 und bezeichnen sie mit D(®,). Wir beweisen. jetzt, 
daß auf der Menge D(®,) das Minimum des Funktionals ®, angenommen 
wird. Zunächst bemerken wir, daß die Funktionale (w, v,) in H, beschränkt 
sind: 


ll os faule. 


Wir bezeichnen mit 9, die Menge derjenigen Elemente des Baumes A, 
welche die Bedingungen. (3) erfüllen. Diese Menge ist offenbar linear. Sie ist 
auch abgeschlossen in H,: Wenn gilt u, € 5x, [un — w|ı „5 0 und (un, v) = 0, 
dann ist, auf Grund der Beschränktheit der Funktionale (3) im Baum. A A 
(vw, v,) = 0. Folglich ist 9, ein: Teilraum des Raumes 4... 

Unser Variationsproblem läßt sich jetzt wie folgt formulieren: Gesucht ist 
das Minimum des Funktionals (1) auf der Menge derjenigen Elemente des 
Teilraumes 9,, welche der zusätzlichen. Bedingung (2) genügen. Jetzt genügt 
es, die Überlegungen des Satzes 6.5.1 zu wiederholen, um sich davon zu über- 
zeugen, daß in 9, ein Element w mit |ho|] = 1 existiert, welches das Minimum 
unseres Funktionals realisiert. Dieses Minimum bezeichnen wir mit A(v,, v,, 

.> d% 1) 

Das Mini-Max-Prinzip besteht nun in der Gleichung 

max Ad, da, . . -, %_ı) = Ar} (4) 


das Maximum wird dabei über alle möglichen (k — 1)-Tupel (v,, %, - . -, %_ı) 
von Elementen des Ausgangsraumes H gebildet. Der Beweis des Mini-Max- 
Prinzips besteht in dem. Nachweis der folgenden zwei Behauptungen: 
1. Av, 9% ..., %-1) 4, und 2. es existieren Elemente vj’ ce H derart, daß 
Mad, vD,...,v 4) = % ist. Wir beweisen. jetzt diese Behauptungen. 

Es sei u ein beliebiges Element des energetischen Raumes Z,. Das System 
{u,} ist orthonormiert und vollständig im Raum H; wir entwickeln nach 
diesem System die Elemente u und v;: 


oo 


um D U, .&) 


n=]. 
= Dömta; J=l,%...,%. 
n=1 


Das System {u„} ist auch orthogonal und vollständig in H4; dabei gilt 


[%n a = An. Dann ist aber das System {ün]YAn} in HB, orthonormiert und 
vollständig; die Entwicklung des Elementes u e H, nach diesem System hat 
offenbar die Gestalt 


U av n In YA, ee \ ) 
Auf Grund der Abgeschlossenheitsrelation gilt 


vB= Sana. m 
1 
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Wir nehmen jetzt als u die endliche Summe 


E 
um DD auün, (8) 

n=1 
wobei die Zahlen a, beliebig sind. Verlangen wir, daß das Element (8) die 
Bedingungen (3) erfüllt, dann erhalten wir ein. System von k — 1 linearen 


homogenen Gleichungen in den k Unbekannten a,, @, . . ., 4x! 
: 
Sban=0, j=lh2..,k-1l. (9) 
n=1 ö 


Da. die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der Unbekannten ist, 
so besitzt das System (9) eine unendliche Lösungsmenge. Wenigstens eine: 
dieser Lösungen läßt sich derart wählen, daß 


k 
ki=2=1 
n=1 
ist. Dann ist @ e D(®,), und nach Formel (7) gilt dabei 
k 
al = 20%. 
n=1 
Ersetzt man hierbei alle }, durch die größte Zahl },, so erhält man 
k 
j#]i Su N mr. 
: n=1 ; 
Da äber a ein Element der Menge D(2,) ist, so gilt um so mehr 


LIE Ko Tee %_1) = min Du) = Ar . 
\ veD(84) 
Setzt man nun 


vw, j=12...,k, 


dann wird in der letzten Ungleichung das Gleichheitszeichen angenommen. 
Die Gültigkeit des Mini-Max-Prinzips ist damit bewiesen. 

Aus dem Mini-Max-Prinzip ergibt sich ein. wichtiger Satz, der in vielen 
Fällen einen. Vergleich der Eigenwerte zweier Operatoren zuläßt. Bevor: wir 
diesen Satz formulieren, führen wir noch einen neuen. Begriff ein. 

Es seien A und B positiv-definite Operatoren in ein und demselben HiLBERT- 
Raum H. Wir sagen, der Operator A sei nicht kleiner als der Operator B und 
schreiben dafür A > B oder B<S A, wenn 1. ein. beliebiges Element des Rau- 
mes H, auch zum Raum H, gehört und 2. für ein beliebiges Element ve H, 
die Ungleichung 

[elı > |% ls (10) 
‚gilt. 

Satz 6.9.1. Es seien A und B positiv-definite Operatoren, welche der Bedingung 
des Satzes 6.6.1 sowie der Bedingung A > B genügen. Wenn }, und u, die nach 
ihrer Größe geordneten Eigenwerte der Operatoren A und B sind, dann gilt 


AZ uns Kelch (11) 
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Beweis. Wir bezeichnen mit Av, %,...,Y,_ı) und uflv,, % .. -,%_ı) die 
Minima der Funktionale |w[ und [u], Bi den. Bedingungen (2 ) und (3). 
Mit % bezeichnen wir das Element, auf dem das erste Minimum angenommen 
wird. Auf Grund der Ungleichung (10) ergibt sich 


Mo, 9... %-1) = [Ei 2 |, > min Jul, = ae, v5... 9-0); 
dann silt aber 
max Al, 09... .,d%_3) Z max ud, % - . ., %_ı) 


was mit der Ungleichung (11) identisch ist. 
$ 10. Über das Wachstum der Eigenwerte beim Srurm-Liouvinueschen Problem 


Wir bezeichnen mit }, die Eigenwerte des Operator A aus dem STURM- 
Liovvirzeschen Problem 


Au=-,[P.)H gu, ua) = ub) =0. () 


An die Koeffizienten p(x) und g(x) stellen wir dieselben Bedingungen wie 
oben: plz), px), q(x) sind stetig, p(x) = p, und g(x) > 0 auf dem Segment 
[e, 6]. Wie wir im $8 des Kap. 5 gesehen haben, ist die Menge derjenigen 
Funktionen, welche den energetischen Raum des Operators (1) bilden, von den 
Koeffizienten p(x) und g(x) unabhängig, und es gilt 


lu = f [1 &) + at) ur] dx. @ 


Als stetige Funktionen auf einem Segment sind p(x) und g(x) beschränkt: 


re)zMmM; W)=4, welab]. 
Wir setzen 


d2 

AU=— -- ’ ua) = ub) = 
deu 

Au=-Mgthe ua) = wb) = 0. 


Die Operatoren A, und A, stellen gewisse Spezialfälle des Operators A dar, die 
man erhält, indem man p(x) = p,, q(&) = 0 bzw. p(x) = p,, q(x) = yı festlegt. 
Aus Formel (2) u sich 


d d 
ieh [(ü =) da , lei.) « } a [ww 
04 @ 


Offenbar gilt 


ei. sei, 
und somit 
ASASA. 
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Wenn u und », die Eigenwerte der Operatoren 4, bzw. A, sind, dann ist zach 
dem Satz 6.9.1 
MZhE9M; Keil 2er. (3) 


Die Zahlen #, und », lassen sich leicht bestimmen. 
Die Zahlen u, sind die Eigenwerte des Problems 


d2u ; 
Dogg Fru=0: ua) = ul) =O. 


Setzen wir hierbei — — 4,50 gelangen wirzu der im $8, Abschnitt 1 behandelten 
Aufgabe. Folglich ist 
=, Po 2 IR x 
wen (4) 


Ebenso sind die Zahlen », die Eigenwerte des Problems 
nt mu=0, ua) = u) =, 
und ein Vergleich mit den Ergebnissen des $ 8 ergibt 
Ttr 6) 


Die Beziehungen (3)—(5) liefern. die folgende Ungleichung, welche die Wash: 
tumsordnung der Eigenwerte beim Srurum-Liovvirneschen Problem festlegt: - 


Do KR u. PR 
b-> A, = = a) +n- (6) 


Übungsaufgabe 


1. Man beweise, daß das Spektrum des Operators 7’, (siehe Übungsaufgabe 1 und 2 


aus Kap. 5) diskret ist. 


Teil III 


Elemente der Theorie der Integralgleichungen 


KAPITEL? 


VOLLSTETIGE OPERATOREN 


$1. Notwendige Kenntnisse aus der Funktionalanalysis 


Im vorliegenden Paragraphen geben wir, größtenteils ohne Beweis, einige 
Begriffe und Tatsachen an, die für die Untersuchung von Integralgleichungen 
erforderlich sind. Eine ausführliche Darstellung dieser Fragen findet man 
z.B. in den Büchern von L. W. Kantorowıtsch und G.P. Axıtow [1] oder 
von F. Rızsz und B. 8z.-Naey [5], die im Literaturverzeichnis zu diesem Teil 
aufgeführt sind. ; 


1. Ein linearer Operator des BanAacH-Raumes X in den BawacH-Raum Y, 
welcher auf einer in X dichten Menge definiert ist, heißt vollsiefig, wenn er 
eine beliebige beschränkte Teilmenge seines Definitionsgebietes in eine im 
Raum Y kompakte. Menge überführt. 


2. Jeder vollstetige Operator ist beschränkt. Die umgekehrte Behauptung 
gilt in endlichdimensionalen Räumen, sie gilt jedoch nicht für unendlich- 
dimensionale Räume. Insbesondere ist in einem unendlichdimensionalen Raum 
der identische Operator nicht vollstetig. 

Ein beschränkter, auf einer dichten Menge definierter vollstetiger Operator 
läßt sich durch Stetigkeit auf den ganzen Raum X fortsetzen. Im weiteren 
werden wir stets voraussetzen, daß eine solche Erweiterung bereits vorge- 
nommen wurde. 


3. Die Summe endlich vieler vollstetiger Operatoren ist ein vollstetiger 
Operator. Das Produkt eines vollstetigen Operators mit einem beschränkten 
Operator ist (unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren) ein vollstetiger 
Operator. 


4. Endlichdimensionaler Operator heißt ein Operator der Gestalt 


Rn 


Tu= D hu) vo, i) 
k=1 


wobei die Zahl rn endlich ist und nicht von u abhängt; !, sind lineare und be- 
schränkte Funktionale in X und v, feste Elemente des Raumes Y. 
Jeder endlichdimensionale Operator ist vollstetig. 
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5. Es sei 7, n=1,2,..., eine Folge vollstetiger Operatoren von X in Y, 

und es existiere ein Operator 7 von X in Y derart, daß gilt 
lim 7 — 7,||=®. 
Nn>X 

Dann ist 7 ein vollstetiger Operator. 

6. Wenn 7 ein vollstetiger Operator ist, dann ist auch der zu ihm adjungierte 
Operator 7’* vollstetig. 

Im weiteren wird nur der Fall betrachtet, wo die Räume X und Y überein- 
stimmen. 

Satz 7.1.11. Es sei T ein vollstetiger Operator im HiLBERT-Raum H. Für 
eine beliebige Zahl e > 0 läßt sich ein endlichdimensionaler Operator T, angeben 
derart, daß gilt 
IT—-Ti=e. (2) 


Beweis. Wir bezeichnen mit 8, die Einheitssphäre des Raumes H, d.h. 
die Menge aller Elemente des Raumes H, deren Norm gleich Eins ist. Mit 
T(8,) bezeichnen wir die Menge, auf die der Operator 7’ die Menge $, abbildet. 
Da-letztere Menge beschränkt und der Operator 7 vollstetig ist, so ist 7'($8,) 
eine kompakte Menge. Nach dem bekannten Satz von HAUSDORFF existiert 
für beliebiges & > 0 ein endliches e-Netz der Menge 7($,), d.h., es existiert 
eine endliche Anzahlr von Elementen we H,k=1,2,...,r, mit folgenden 
Eigenschaften: Für ein beliebiges Element u e $, läßt sich ein Element », auf- 
finden derart, daß gilt 

Tue-vl|se. (3) 


Aus der endlichen Folge v,, ®,, .. ., d%, entfernen wir alle Elemente, die von 
den übrigen linear abhängig sind; auf die restlichen Elemente (ihre Anzahl 
sei s) wenden wir den Orthogonalisierungsprozeß nach E. Scumipr an. Als 
Ergebnis erhalten wir s Elemente ©, 99 :. .,9, für die (9 9x) = öjr gilt, 
und jedes Element aus dem e-Netz ist eine Linearkombination der Elemente 
Pr Pr + > Ps: 


s 
%= 3 An Pı- 
I=1 


Die Ungleichung (3) nimmt jetzt die Gestalt 


an. Wir setzen 
Ss 


$ A 
T, u =2 (Tu, 9) 9 = 2 To). (4) 
Wie aus der Theorie der Orthogonalreihen bekannt ist, gilt nun 


Ss 
Tu Ta) < Ir« -Zam|<e. 
| =1 
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Diese Ungleichung gilt für ein beliebiges Element we H mit ||«|| =1, und 
folglich ist || 7 — T,|| Se. Da gleichzeitig der Operator T',, wie man aus der 
Formel (4) ersieht, endlichdimensional ist, so ist der Satz bewiesen. 


$ 2. Der Frepnormsche Operator 


Es seien 2 eine meßbare (beschränkte oder unbeschränkte) Menge des .m- 
dimensionalen euklidischen Raumes und. x, & beliebige Punkte der Menge 2. 
Die meßbare Funktion K(z, &) heißt FrepHornmscher Kern, wenn die Bedingung 
(wir beschränken uns auf den Fall eines reellen Kernes) 


SS K%x, &) de dE < ©o (a) 


erfüllt ist. Der Fr 
(K u)® ER 8) ul) dE, (2) 


wobei K(&, &) ein each Kern ist, heißt Frepmouuscher Operator. 

Wir erwähnen hier eine. wichtige Klasse Fr&pHoLumscher Kerne. Wenn die 
Menge Q ein endliches Luszsauzsches Maß besitzt (z. B. wenn 2 beschränkt 
ist), dann ist jeder beschränkte Kern K(x,&) ein FrupHoLuscher Kern. Ist 
nämlich |K(x, &)| < CO = const, dann gilt 


SS IK%e, O1 de dE < 0% (mes DR, 
22 


und die Ungleichung (1) ist erfüllt. 
Satz 7.2.1. Der FREDHOLMsche Operator ist a dem ganzen Raum L,(2) 
definiert und beschränkt. Dabei gilt 


1 
Ks ee &) de 1 8) 


Beweis. Es sei we L,(0). Wir beweisen, daß dann das Integral (2) für fast 
alle x ec 2 existiert und eine in Q quadratisch summierbare Funktion von X 
darstellt. Es gilt 


K& dw <S— 5 Rx, & + we). (4) 


Da das Integral (1) konvergiert, so ist nach dem Satz von Fusint die Funk- 
tion K%x,&) für fast alle ze Q summierbar nach &; die Funktion u?(E) ist 
ebenfalls summierbar nach £. Folglich ist die rechte Seite der Ungleichung (4) 
summierbar nach € für fast alle x. Dann kesitzt aber dieselbe Eigenschaft 
auch die linke Seite der Ungleichung (4), und das Integral (2) existiert für fast 
allexe 2. 

Nach der CavoaY-BunJaxowskischen Ungleichung gilt 


KR ua)? =/ K’w, €) =) ud) dE — all? f K’a, 8) dE. 
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Durch Integration nach x gelangen wir zu der Ungleichung 
Kol? = Ijull? [ [ KR, &) de de, 
22 


welche mit der Ungleichung (3) gleichbedeutend ist. Der Satz ist damit be- 
wiesen. 

Satz 7.2.2. Der Frnpnonmsche Operator ist vollstetig im Raum L,(2). 

Beweis. Wir bezeichnen mit 2x. die Punktimenge des 2m-dimensionalen 
euklidischen Raumes, die wie folgt definiert wird: Diese Menge besteht aus den 
Punkten (2, 2% - - -; 22m), wobei beide Punkte (2,2, ...,2„) und (2,11, Zm+2 

., 2m) zur Menge Q gehören. Wenn ze 2 und Ze 2 ist, dann kann man 
eine beliebige Funktion von x und & als Funktion betrachten, die auf der 
Menge 2x2 erklärt ist. Auch das Umgekehrte ist offensichtlich. Die Un- 
gleichung (1) bedeutet, daß sich der FrepHoımsche Kern als Element des 
Raumes L(2x 2) auffassen läßt. 

Da der Raum L,(Q) separabel ist, so kann man in ihm eine vollständige, 
abzählbare und orthonormierte Folge ol), k=1,2,..., auswählen. Dann 
ist die Folge 

Pr(®) PnlE); k,n=1,2,... (5) 
orthonormiert im Raum L,(2x 2). Wir beweisen jetzt, daß die Folge (5) in 
diesem Raum vollständig ist. 

Wir nehmen an, eine gewisse Funktion w(z, &) € (2x Q2) sei oben zu 
allen Funktionen der Folge (5): 


J® (z, €) prl®) an(E) da dE = 0, k,n=l,2,.... 


Ersetzt man das mehrfache Integral durch ein iteriertes, so ergibt sich 


[ pue) [ Jota, ©) pn (8) dE} da = 0, k,n=1,2,.... (6) 
fe} 2 R 


Wir halten jetzt den Index n fest und setzen 
jew &) pulE) dE = wnle) . 


Die Funktion o(x, &) kann man als Faepmornuschen Kern betrachten; dann 
folgt aus dem oben bewiesenen Satz 7.2.1, daß &, € L;(2) ist.. 
Gleichung (6) nimmt jetzt die Gestalt 


eat, k=1,2,.. 


an. Da aber die Folge {p,(x)} in L,(Q2) vollständig ist, so ergibt sich 
8) = fo, onle)dE=0, n»—=1,2,. 
2 


Diese Gleiehung gilt für fast alle ze 2. Wir halten ein solches x fest. Dann 
ist o(&, £) als Funktion von & orthogonal zu dem vollständigen System {9,(&)}- 
Daraus folgt &(®, &) = 0 für fast alle &, womit die Vollständigkeit des Systems 
(5) bewiesen ist, 
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Die Funktion K(z, &) ist in eine FourıEr-Reihe nach dem System (5) ent- 
wiekelbar. Diese Reihe habe die Gestalt 


Kix, &) = 3 Ara Prix) PnlE) . 


‚Bl 
Wir setzen jetzt 


u n—=1. 
und wählen dabei die Zahl N derart, daß . 
es 


k>N odern>N 


eine solche Wahl der Zahl N ist wegen der Konvergenz der. Beihe 5 An 
möglich. nel 
«Außerdem setzen wir 


Ki, 5 — Kia, 8) — Ku, &) 


und bezeichnen mit K, und K, entsprechend die FepHoLMmschen Operatoren 
mit den Kernen Kl, &) und K,(z, &). Der Operator K, ist endlichdimensional, 


N 
Ku) = [2 Am anle) Pole) ie) dE — 


= 3 „Arn Prl& ni PnlE) WE) dE = Bi (u, 9m) Yn(®) 
mit 


N 
Yn(%) =2 An AR] 


Er Wir schätzen jetzt die Norm des Operators K;, ab. Es gilt 
Ka)= 3 Ar Prl®) PalE) . 


k>N odern>N 


Auf Grund der Abgeschlossenheitsrelation ergibt sich 
SSE@ Dr dadE=- I Am<e, 
22 


k>N odern>N 
und aus Formel (3) folgt nun ||K.||<e. Wir erhalten jetzt ||K — K,l|<e 
und somit ||K — K,|| > 0 für <> 0. Nach der Behauptung des Abschnitt 5 aus 
$ 1 ist also der FREDHOLMsche Operator K vollstetig. 


$ 3. Der Integraloperator mit schwacher Singularität 


Es seien Q eine beschränkte, meßbare Menge des m-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes, x und:£ zwei beliebige Punkte aus Q und r= |® — £| der 


10 Michlin 
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Abstand zwischen diesen Punkten. Des weiteren sei A(®, £&) eine für alle 
x,&e Q definierte und beschränkte Funktion: 


Al, &)| SC = const. () 
Die Funktion der Punkte x und € 
Ki«x, &) = “ei 2 & = const, sSa<m, (2) 


heißt Kern mit schwacher Singularität, und der durch die Formel 


(Kaya) = | Kia, ©) us) ae = [Due ae 8) 
2 Q2 


definierte Integraloperator heißt Integraloperator mit schwacher Singularität. 
Satz 7.3.1. .Der Integraloperator mit schwacher Singularität ist auf dem ganzen 
Raum L.(2) definiert und beschränkt. Die Norm dieses Operators übersteigt nicht 
die Größe 
C |S,| Hm-+ 


m— & 


» (4) 


wobei O die Konstante aus der Ungleichung (1) und H die obere Grenze der Ab- 
stände zwischen den Punkten (d.h. den Durchmesser) der Menge 2 bedeuten. 
Wir erinnern daran, daß 


m 
: 2n ? 
Il = Tr (5) 
3) 
ist. 
Beweis. 
1. Wir beweisen zunächst, daß das Integral 
JE 2 (6) 


2 


beschränkt ist. Da offenbar die Menge 2 in der Kugel vom Radius H mit 
dem Mittelpunkt x liegt, so gilt 


Le 
u Zu 
2 r<H 


Wir führen jetzt Kugelkoordinaten mit dem Mittelpunkt x ein. Dann ist 
bekanntlich dE = r"! dr dS,, wobei dS, das Maßelement auf der Einheits- 
sphäre 8, bedeutet, und es ergibt sich somit 


# 
1/ gmumi a) ds, = Ar? ., 
m— a 
ö 


83. Der Integraloperator mit schwacher Singularität 133 


Dazaus folgt 
[= el 7. re (7) 


m—-& 
Q2 


Wir bemerken zugleich, daß auf Grund der Symmetrie auch 


es, 8e8, mM 


M— A. 
Q2 


gilt. 
2. Offenbar existiert das 2 m-dimensionale Integral 


[fFs#- [va| [@}e= RE ur. 
22 2 2 


Dann existiert aber nach dem Satz von Fusinı die durch das Integral 


fe (8) 


Q2 


definierte Funktion von x für fast alle ze Q, und diese ist summierbar in Q. 
3. Es gilt die leicht einzusehende Ungleichung 


ARE ET LO) Pe Br 


rel2 gel 2 ge 2 pa 


Wie in den Abschnitten 1 und 2 bewiesen wurde, sind die beiden Summanden 
der rechten Seite dieser Ungleichung in 2 summierbar nach & — der erste 
für alle ze 2 und der zweite für fast alle xe 2. Dann ist aber die Funktion 
K(z, &) wI&) summierbar nach £& für fast alle ze Q. 

4. Nach der CavcHayY-Bunsarowskischen Ungleichung gilt 


[CK ua)? = { 4 K(e, &) w(E) u = 


1 we) 7 dE we); 
< ur . « s er [? de < 
Er} 


> co: 18,| Hm — fee de. 


Mm—& y# 


2 


Da die Funktion (8) in 2 summierbar ist, so ist das Integral (3) quadratisch 
summierbar in @. Letzteres bedeutet, daß der Operator X auf dem gesamten 
Raum 2,(2) definiert ist. Durch Integration der letzten Ungleichung nach & 
erhalten wir 


S,|2 H2lm —«) 
wur RrEen ulß, 
woraus : 
ia RT 
= m—& 


10* 
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folgt. Der Satz ist damit bewiesen. 

Satz 7.3.2. Der Operator mit schwacher Singularität ist vollstetig im Raum 
L,(0). 

Beweis. Wir geben eine Zahl e > 0 vor und setzen 


Ka, a en . 

1) r>2eE 
K B= ? pe: > 
(x, &) ve we 


so daß 

Kia, 8) = Ka, 8 + Kia, 
gilt. Wie im vorangegangenen Paragraphen bezeichnen wir mit K, und K, 
die Integraloperatoren mit den Kernen K,(z, &) bzw. K.(z, €). Offensichtlich 
ist K=K,+K;. Der Kern K,z, E) ist beschränkt: Es gilt 


I ze, 
Ka, ls + '* 
0, r<e, 
und somit 
[6} 
K2,9)l=—- 


Folglich ist K, ein FrepHoLmscher Operator, und nach dem Satz 7.2.2 ist 
dieser vollstetig in L,(2). Wir schätzen jetzt die Norm des Operators K, ab. 
Wenn wir der Einfachheit halber (K, u) (x) = v(x) bezeichnen, dann ergibt sich 


ka =) [ Fuyalsıo | mE: 


a2 7612 
Dnlr<e) Anlr<e) 


und nach der CaucaY-Bunsakowskischen Ungleichung gilt 


so | ® EN g£ N „so “7 


Anfr<e) Anlr<e) 


Nach Einführung von Kugelkoordinaten mit dem Mittelpunkt x erhalten 


wir 
ie [fe 2 as, = Ale", (9) 
r* m— a 
r<e SW 
und folglich 
va) < 02 |S,| er =* r@ de, 
m— a r® 


Durch Integration der letzten Ungleichung nach x und Verwendung der Un- 
gleichung (7,) gelangen wir zu 
, 0? 8]? (e H)® + 
Io? = (IR: ur s ET 


(m — a)? 


lall®. 


$4. Operatoren mit schwacher Singularität 135 


Daraus ergibt sich 


© |Sıl(e m® Eu 


Mm—& 


IKU<- (10) 


Für &— 0 gilt ||K,|| > 0, und der Operator K ist somit vollstetig. 


Bemerkung. Die Definitionen. und Sätze der $$2 und 3 über FrupuoLmsche Opera- 
toren und Operatoren mit schwacher Singularität lassen sich ohne irgendwelche Ver- 
änderungen auf den Fall übertragen, wo 2 eine glatte m-dimensionale Fläche im (m + 1)- 
dimensionalen Raum ist und dE das Element des Inhaltes dieser Fläche bedeutet. 


$ 4. Operatoren mit schwacher Singularität im Raum der stetigen Funktionen 


Im vorliegenden Paragraphen setzen wir voraus, daß Q eine beschränkte, 
abgeschlossene Menge im m-dimensionalen euklidischen Raum ist und daß in 
der Formel (3.2) A(x, &) eine stetige Funktion des Punktes (x, &) € 2x0 dar- 
stellt. 

Satz 7.4.1. Der Integraloperator mit schwacher Singularität (3.3) ist vollstetig 
im Raum O(2) der in 2 stetigen Funktionen. 

Beweis. Es sei M die Menge derjenigen Funktionen aus C(2), für die‘ gilt 


Hull = max [u(@)| S c = const. (1) 
22 


Es genügt zu zeigen, daß die Menge K(M), wobei K den Operator (3.3) .be- 
deutet, im Raum 0(2) kompakt ist. Auf Grund des Satzes von ARZzELÄ ist 
dafür hinreichend, daß die Funktionen der Menge K{M) gleichmäßig beschränkt 
und gleichgradig stetig sind. 

Es gelte ve M. Wir setzen 


Az, 
ve) = (Ku) = [Euer @) 
2 
Unter Benutzung der Ungleichungen (3.1) und (3.7) erhalten wir dann e 
v(e)| < 0.[# Ten 2 (8) 
: 7% m—& 


Die letzte Ungleichung zeigt, daß die Menge K(M) gleichmäßig beschränkt 
ist. Wir schätzen nun die Differenz v (x + k) — v(x) ab. Es gilt 


Te una.  @ 
, ä 


Wir beschreiben um den Punkt x eine Kugel D,, vom Radius 26, wobei ö 
eine vorläufig beliebige positive Zahl bedeutet. Den Teil der Menge Q, der 
außerhalb dieser Kugel liegt, bezeichnen wir mit Q,. Wenn wir verlangen, 
daß |r| < öist, dann liegt der Punkt x + hin der Kugel D,,, und sein Abstand 
zur Kugeloberfläche beträgt mindestens ö (vgl. Abb. 8). 
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Aus Formel (4) ergibt sich nun 


der de Al +, 8) 
en = mıehn-Ee 
nn weise [Er | rt Se 
Das P25 A 
Fer 


Nach Formel (3.9) gilt 


IS,1(2 ö)m-« 
er [FR u (6) 


Wenn &Ee D., ist, en ist | — &| = 26 und somit 
®+A-Eäs®-ä+|lkl<36. 


Letzteres bedeutet, daß der Punkt £ im Inneren der 
Kugel vom Radius 3 ö mit dem Mittelpunkt + h 
liegt. Mit anderen Worten, die Kugel D,, liegt ganz 
innerhalb der Kugel n < 36 mt „= +h— EN. 
Daraus folgt 


dE 8, (8 6m —@ 
Abb. 8 een a < ge < m—-o M) 


D235 


Wir geben die Zahl & > 0 beliebig vor und wählen ö derart, daß gilt 
PR ide 122 ade = 


€ 


m— a 2 
Dann ergibt sich aus den Beziehungen (5)—(7) 
Be Aay+he) _ Aw) 
lo (@ + h) — ua <A 2 en er ar. (8) 


2 


Wir halten jetzt die Zahl 6 fest. Da im Gebiet 2, die Ungleichung |ve — &| > ö 
Az, &) 


la — &]* 
Es läßt sich deshalb eine hinreichend kleine Zahl ho finden derart, daß für 


|| < h, die Ungleichung 
Aw@+he) _Amd|___® 
a+h—Er je —$le 20121 
erfüllt ist. Dann gilt auf Grund der Formel (8) 


lo (@ +) — va) < ran <e: Ir < he. 


erfüllt ist, so ist gleichmäßig stetig als Funktion des Punktes (x, £). 


Die Zahl Ah, ist dabei nur von e abhängig, sie hängt weder vom Punkt x noch 
von der Funktion v ab. Daraus folgt, daß die Funktionen der Menge X(M) 
gleichgradig stetig sind, und der Satz ist damit bewiesen. 
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Der Satz 7.4.1 läßt sich in offensichtlicher Weise auch auf den Fall über- 
tragen, wo Q eine glatte m-dimensionale Fläche im (m + 1)-dimensionalen 
euklidischen Raum ist und d& das Element des Inhaltes dieser Fläche bedeutet. 

Im Beweis des Satzes 7.4.1 wurde in Wirklichkeit nicht von der Stetigkeit 
der Funktion u(x), sondern nur von deren Beschränktheit Gebrauch gemacht. 
Es gilt somit die folgende Behauptung: 

Wenn Q eine beschränkte, abgeschlossene Menge und Az, &) eine in QxQ 
stetige Funktion ist, dann überführt der Operator mit schwacher. Singularität 


(K u)(a) = f AS Due) de = v(e) 


ya 
2 


jede beschränkte Funktion u(®) in eine stetige Funktion v(«). 

Es sei nach wie vor 2 eine beschränkte, abgeschlossene Menge, und K(z, £) 
sei ein stetiger Kern. Dieser läßt sich als Kern mit schwacher Singularität 
auffassen, wobei x — 0 ist. Dann ergibt sich aus dem Satz 7.4.1 die 

Folgerung 7.4.1. Wenn Q eine beschränkte, abgeschlossene Menge und 
Kia, &) ein in QxQ sietiger Kern ist, dann ist der durch die Formel 


(K u) = f K{w, &) u&) dE 
2 
definierte Famvuoumsche Operator K vollstetig im Raum C(2). 
Übungsaufgaben 


1. Man beweise, daß für & < _ der Operator mit schwacher Singularität auch ein 


FrepHoLmscher Operator im Raum L,(2) ist. 
2. Essi l<p< x, = + 23 = 1 und außerdem «p’ < m. Man beweise, daß der 
p 


; p = 
Operator mit schwacher Singularität als Operator von L,(2) in C(2) vollstetig ist. 
3. Bekanntlich ist der durch die Formel 


1 %—- 
(S ua) = WE ge m | N 
Ex 
1 


s>o0 
—i 


€ 1 
uE) us) 
d ——d 
rar [as 
+8 
definierte sogenannte singuläre Integraloperator $ beschränkt im Raum Z,(—1,1). Es 


sei a(x) eine auf dem Segment [—1, 1] stetige Funktion. Man beweise, daß der Operator 7 
mit 


1 


(7 u)e) = f a u(&) de 


-1 
im Raum L,(—1, 1) vollstetig ist. 


KAPITEL 8 


DIE FREDHOLMSCHE THEORIE 


$1. Gleichungen mit vollstetigen Operatoren. Integralgleichungen 


Wir betrachten die Gleichung 
u—ıTu=f. | N) 


Dabei sei 7 ein vollstetiger Operator in einem BAnAcH-Raum X, A ein Para- 
meter, f ein gegebenes und % das gesuchte Element des Raumes X. Die San 
chung 


v-AT*o=yg (2) 


heißt zu (1) adjungierte Gleichung, wobei 7'* den zu 7’ adjungierten Operator, 
welcher ebenfalls vollstetig ist, und g bzw. v ein gegebenes bzw. das gesuchte 
Element aus dem zu X konjugierten Raum X* bedeuten. Wenn f (entspre- 
chend g) verschieden. vom. Nullelement ist, dann heißt Gleichung (1) [bzw. 
Gleichung (2)] inhomogen, im. entgegengesetzten Falle erhält man die homogenen 
Gleichungen ’ 
w-Tu=0 (3) 
und 


v-ıT*v=0. (4) 


Diejenigen Werte, für welche nicht triviale (d.h. vom. Nullelement ver- 
schiedene) Lösungen der Gleichung (3) existieren, heißen charakteristische Zahlen 
des Operators T', die nicht trivialen Lösungen selbst heißen zur gegebenen cha- 
rakteristischen Zahl gehörige Eigenelemente. Die Anzahl der linear unabhängigen 
und zu einer gegebenen charakteristischen Zahl gehörigen Eigenelemente heißt 
Vielfachheit dieser charakteristischen Zahl. Nicht charakteristische Werte heißen 
regulär. 

Für Gleiehung (1) gelten folgende vier Sätze, welche unter der Bezeichnung 
FREDHoLMsche Sätze bekannt sind. 

Satz 8.1.1 (Erster FrupHoLmscher Satz). Jede charakteristische Zahl 
der: Gleichung (1) besitzt eine endliche Vielfachheit. 

Satz 8.1.2 (Zweiter FrepnorLmscher Satz). Die Menge der charakteri- 
stischen Zahlen der Gleichung (1) ist entweder endlich oder abzählbar. Wenn 
diese Menge abzählbar ist, dann besitzt sie einen einzigen Bau ungspunk im 
Unendlichen. 
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Satz 8.1.3 (Dritter FrepHoLMmscher Satz). Wenn} eine charakteristische 


Zahl der Gleichung (1) ist, dann ist A eine charakteristische Zahl der Gleichung (2) 
und zwar mit derselben Vielfachheit. 

Satz 8.1.4 (Vierter FrepHoLmscher Satz). Für die Lösbarkeit der Glei- 
chung (1) ist notwendig und hinreichend, daß die rechte Seite f dieser Gleichung 
zu allen Lösungen der adjungierten homogenen Gleichung (4) orthogonal ist. 

Die Orthogonalität ist dabei in folgendem Sinne zu verstehen. Gleichung (4) 
besitze für ein gegebenes A eine gewisse Lösung v. Diese Lösung gehört zum 
Raum X* und ist folglich ein Funktional im Raum X. Wir nennen nun f 
orthogonal zu v, wenn 

ef) =% (8) 
ist, wobei (v, f) den Wert des Funktionals » auf dem Element f bedeuten soll. 

Die wichtigsten Typen von Gleichungen mit vollstetigem Operator sind die 
FREDHoLMschen Gleichungen und die Gleichungen mit schwacher Singularität. 
Beide Gleichungstypen betrachten wir als Gleichungen im Raum X = 2,(0); 
auf Grund des bekannten Satzes von Rızsz ist dann auch X* = 1,(2). Eine 
Gleichung der Gestalt 


x) — af Kia, &) uE) dE = fe) (6) 


heißt FrepvHoLmsche Integralgleichung, wenn K(x,&) ein FrepEorLmscher Kern 
ist und wenn die Funktionen f(x) und u(x) zum Raum L,(2) gehören.) 

Wenn K(z, &) ein Kern mit schwacher Singularität ist (dabei muß die Menge 2 
notwendigerweise beschränkt sein), dann heißt Gleichung (6) eine Integral- 
gleichung mit schwacher Singularität. 

Die zur Gleichung (6) adjungierte Gleichung hat im Raum L,(2) die Gestalt 


ua) — If K(E, 2) vie) dE = gl@) . (7) 
2 


Um dies zu beweisen, genügt es nachzuweisen, daß der zum FREDHOLMschen 
Operator 


(Ku)la) = [ Kia, &) uE) dE | ® 
adjungierte Operator K* a = Formel 
(K*v) I x) v(E) dE (9) 


definiert wird. 

Auf Grund. des Satzes von Rızsz kann man jedes lineare und beschränkte 
Funktional in Z,(2) mit einem gewissen Element des Raumes L,(2) identifi- 
zieren. Sei v(z) ein solches Element. Dann gilt 


(K*v,u)=(v, Ku) = I K(@, &) w(E) v(x) de de = 


= [öl [ Kia ö ve) an) = fa Re») vie) del de. 


1) Man kann die Frepnormschen Integralgleichungen auch in einigen anderen Funk- 
tionalräumen betrachten. Darauf werden wir aber nicht näher eingehen. 
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Daraus folgt nun 
(K*v) v)( B- K(&, &) (&,% v(8) dE D 


was zu beweisen war. 

In den 88 2—4 des vorliegenden Kapitels liefern wir die Beweise der FRED- 
HoLMschen Sätze für Gleichungen mit vollstetigem Operator in einem HILBERT- 
Raum. Damit sind dann die genannten Sätze gleichzeitig für FREDHOLMSche 
Gleichungen sowie für Gleichungen mit schwacher Singularität bewiesen. In 
den 8$5--6 wird. dann noch auf eine spezielle Frage nach den Bedingungen, 
unter denen eine quadratisch summierbare Lösung einer Gleichung mit schwa- 
cher Singularität gleichzeitig stetig ist, eingegangen. 


S 2. Überführung i in eine endlichdimensionale Gleichung. Beweis des ersten und 
zweiten FREDHoLMschen Satzes 


Satz 8.2.1 (Satz von Banach). Es sei A ein beschränkter linearer Operator 
in einem BANACH-Raum X, und es gelte |1| < || A||”!. Dann existiert der Operator 
(IT — A A)! (wobei I der identische Operator ist) und dieser ist auf dem ganzen - 
Raum X definiert und beschränkt. 

Beweis. Die Reihe 


IHAAHMAR HL. HMAr He. a) 


konyetgihrt der Norm nach, da die Reihe aus den Normen ihrer Glieder kon- 
vergiert: 
2 + 1a Jl All + 1A [AP ++» + Ar Ar + - Ss 
S1+ Ja 1A + a JA? +» + Jar All + 
: 1 
par 


Folglich stellt die Summe der Reihe (1) einen Operator dar, der auf dem ganzen 
Raum definiert und beschränkt ist. Bezeichnen wir diese Summe mit R4 
dann gilt 

1 


Rul<__ I —_, 
IB ST hr aı 


(2) 

Durch unmittelbare Multiplikation überzeugt man sich von der Gültigkeit 
der Beziehung ([ — AA) Ri = RÄ(T—-AA)=I. Somit ergibt sich 

T-AA=- Rl=NMAr. (3) 
Nn=0 

Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir betrachten jetzt die Gleichung 

L-AT)u=f, (4) 


wobei T ein vollstetiger Operator in einem HıLBErRT-Raum 9 sei. Wir geben 
eine beliebige positive Zahl RB vor und nehmen an, daß der Parameter} im 
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abgeschlossenen Kreis |< R der komplexen A-Ebene variiert. Nach dem 
Satz 7.1.1 läßt sich ein endliehdimensionaler Operator konstruieren — wir 
bezeichnen ihn mit T” — derart, daß die Differenz 7’ = T — T" der Un- 
gleichung 
P 1 
ITS (6) 
genügt. Nach dem Satz von Bawack existiert der Operator 
R=-RB=-(l-ıT):, MSR, 
und dieser ist auf dem ganzen Raum 9 definiert und beschränkt. Wir multi- 
plizieren jetzt Gleichung (4) von links mit R,. Dabei gilt 
BIN =B(I-IT -IAT')=I-ART”, 
und wir gelangen somit zu der neuen Gleichung 
(-IART)u=Rf, (6) 
welche der Gleichung (4) offensichtlich äquivalent ist. 
Wir beweisen jetzt, daß das Produkt R} 7’ ein endlichdimensionaler Ope- 
rator ist. In der Tat, der endlichdimensionale Operator 7” wird durch eine 
Formel der Gestalt 


T’u= I lu) % 
k=1 


definiert, wobei 1,(u) lineare beschränkte Funktionale und v, feste Elemente 
des Raumes 9 sind. Dann gilt aber 


RT’u= Sklu)w, w=R%, 
k=1 


d.h., der Operator R, T” ist endlichdimensional. Wir bemerken, daß das 
Element w;, außerdem noch von A abhängt, wir werden es deshalb im weiteren 
mit w,, bezeichnen. Nach dem Satz von Rızsz gilt schließlich I,(u) = (u, ur), 
wobei u, gewisse feste Elemente des Raumes 9 sind. Somit ergibt sich end- 
gültig i 
Ki2 
RT'u= ZW U) Wy, 4. (7) 
Gleichung (6), und damit auch Gleichung (4), läßt sich leicht in ein äqui- 
valentes lineares algebraisches Gleichungssystem überführen. Zu diesem Zweck 
setzen wir 
,% = %- A (8) 


Dann erhalten wir aus den Beziehungen (6) und (7) 
N 
re WE: (9) 
1 


Wir multiplizieren jetzt beide Seiten der letzten Gleichung skalar mit «,, 
1=Sj=n, und gelangen dann zu dem genannten Gleichungssystem 


G — AD mA) = FA) 5; j = 1, 2, u N. (10) 
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Dabei wurden die folgenden Bezeichnungen eingeführt: 
A) = (mn), A) Rhm). (11) 
Die Gleichung (4) und das System (10) sind. in folgendem Sinne äquivalent. 
Jeder Lösung des Systems (10) entspricht nach der Formel (9) eine gewisse 
Lösung der Gleichung (4); umgekehrt wird mit Hilfe der Formel (8) jeder 
Lösung, der Gleichung (4) eine gewisse Lösung des Systems (10) zugeordnet. 
Dabei ist wichtig zu bemerken, daß a,.(A), genauso wie fj(A), holomorphe 
Funktionen der komplexen Veränderlichen } im. abgeschlosseen Kreis [A| S u 
sind. In der Tat eilt 
= IRT®, 
s=0 
und diese Reihe konvergiert im Kreis [A| < 2 R; letzteres ergibt sich aus der 
Ungleichung (5). Daraus folgt jetzt 
(A) = I ALT" 0, u). (12) 
s=0 ö 
Da die Potenzreihe (12) ebenfalls im Kreis |Al <2 R konvergiert, so ist .die 
Funktion &,(A) in diesem Kreis, und um so mehr im abgeschlossenen Kreis 
Al = R, holomorph. In demselben Kreis ist auch die Determinante des Sy- 
stems (10) 


1—-Aoı(A) — A&a(A) 4 on) 
Ba en, 
— A&yılA) — Aal) 2: 1 AcmalA) 


holomorph. Wenn Al=R und D,(A) 20 gilt, dann besitzt. das KORB 
u 


AL m) 0, j=1L2,...,n, a9 


und damit auch die homogene Gleichung 
L-INu=0 ! ET) 


nur die triviale Lösung. Ist dagegen D,(A) = 0, dann besitzt das System (14) 
wie auch die Gleichung (15) endlich viele linear unabhängige nichttriviale 
Lösungen. Daraus folgt, daß die im abgeschlossenen Kreis | = R gelegenen 
charakteristischen Zahlen des Operators T mit den Nullstellen der Determinante 
D,(}) in demselben Kreis übereinstimmen. 

‚Jetzt läßt sich der erste FrepHoLmsche Satz leicht beweisen. Es sei }, eine 
charakteristische Zahl des Operators 7. Wir wählen R > |A,|. Dann ist D,(A,) = 
= 0, das System (14) wie auch die Gleichung (15) besitzen für = A, nur endlich _ 
viele linear unabhängige Lösungen, und folglich ist die Vielfachheit der charak- 
teristischen Zahl A, endlich: 

Wir beweisen nun den zweiten FrepHormschen Satz. 
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Die im abgeschlossenen Kreis A| < R holomorphe Funktion D,(A) besitzt 
in diesem Kreis nur endlich viele Nullstellen. Daraus folgt, daß in einem belie- 
bigen Kreisringgebiet der Gestalt N zZ Al=N-+1 N=0,1,2,..., nur 
endlich viele charakteristische Zahlen des Operators 7’ liegen. Da die genannten 
Kreisringgebiete die gesamte A-Ebene überdecken, so ist die Menge aller charak- 
teristischen Zahlen des Operators 7’ die Vereinigung einer abzählbaren Menge 
“ endlicher Mengen. Eine solche Vereinigung ist aber entweder endlich oder 
abzählbar. Schließlich können die charakteristischen Zahlen im Endlichen 
keinen Häufungspunkt besitzen — andernfalls würde sich ein Kreis finden 
lassen, der unendlich viele charakteristische Zahlen enthält, 
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Wir betrachten die zur Gleichung (2. 4) adjungierte homogene Gleichung 
L-ITNo=0, M=SR. Ü 


Diese führen wir mit Hilfe eines Verfahrens, das sich nur wenig von der im 
vorangegangenen Paragraphen benutzten Methode unterscheidet, auf ein äqui- 
valentes lineares algebraisches System zurück. 

Der Zerlegung 7 = T’ + T’ entspricht eine Zerlegung des adjungierten 


Operators T* — T’* + T’*; dabei gilt ||’ *|| = ||| = a und der ER 
tor 7" * ist endlichdimensional: Wenn 


7" u > (w, %:) Ur 
k=l 
ist, dann gilt 
N 
T’*v= N (v, vu) Ur. (2) 
k-1 
Nach dem Satz von BANACH no 8.2.1) schließen wir, daß der Operator 


- (ir 


existiert, auf dem ganzen Raum definiert und beschränkt ist. Schließlich 
bemerken wir noch, daß die Operatoren R}* und R, zueinander adjungiert 
sind. 

‘ In Gleichung (1) führen wir eine Substitution der gesuchten Funktion aus: 


DE RE w. (3) 
Dann nimmt Gleichung (1) die Gestalt 
(T-AT* R*o=0 
an. Da nun 
T-ATS)RF=- (TAT IT) RÖ=-I—-ITR BE 


ist, so genügt die neue a der Gleichung 


I-— -ıT*RNw=0. (4) 
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Dabei ist der Operator 7”’* RZ* endlichdimensional, denn es gilt 


N n N 
*Rv=5(Rvwu)w= 3 (wR,v)w= N (ww, ,)%. (8) 

k=1 k=1 k-1 
Wir setzen 
(w, Wr, = Yr- (6) 


Aus den Gleichungen (4) und (5) ergibt sich dann 
_ Rn 

Ay ya =0. 
k-1 


Durch skalare Multiplikation mit w,1Sj=n, erhalten wir das homogene 
System 


Er: = 1,2: 0,5 
k=1 8 


welches der Gleichung (1) äquivalent ist; dabei wird der Koeffizient &,; durch 
die Formel (2.11) definiert. Die Determinante des Systems er ) ist gleich Dr(A) 
[vgl. Formel (2.13)]. 

Es sei nun A, |A,| S R, eine charakteristische Zahl des Operators T. Dann 
gilt Dy(A,) = 0, und die Matrix des Systems (2.10) istsingulär. Esseir, O<r<n, 
der Rang dieser Matrix. Dann besitzt das homogene System (2.14) genaun — r 
linear unabhängige Lösungen. Ebensoviel Lösungen besitzt dann auch die 
Gleichung (2.15); letzteres bedeutet, daß gr Vielfachheit der charakteristischen 
Zahl A, gleich n — r ist. 

Die Koeffizientenmatrizen der Systeme (2.14) und (7) sind zueinander adjun- 


giert, und ihre Ränge stimmen überein. Daraus folgt schließlich, daß A, eine 
charakteristische Zahl des Operators 7* der Vielfachheit n — r ist. Der. dritte 
FREDHOoLMsche Satz ist damit bewiesen. 


$4. Beweis des vierten FrepHoLmschen Satzes 


Es seien @,, ©, ...,©,s> 0, die linear unabhängigen Lösungen der zur 
Gleichung 
T-iT)u=f 1) 
adjungierten homogenen Gleichung 
T-IATYe=0. (2) 
Wir bezeichnen mit 95 den durch die Elemente w,, ®,, . . . , @, aufgespannten 


Teilraum; wenn s = 0 ist (d.h. wenn die Gleiehung (2) keine nicht trivialen 
Lösungen besitzt), dann besteht 9% nur aus dem Nullelement. Das GENBonn® \ 
Komplement des Teilraumes 9% bezeichnen wir mit 9: 


G=-H9%: 
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Des weiteren führen wir folgende Bezeichnungen ein: 9, 9, - . . , 9, seien die 
linear unabhängigen Lösungen der homogenen Gleichung 
| I[-AT)u=0 (3) 


und S, sei der durch diese Elemente aufgespannte Teilraum. Wir setzen 


=. 
Schließlich bezeichnen | wir noch A=I-—AT, und es sei R(A) der Werte- 
bereich des Operators A: R(A) = A(9). Wir bemerken, daß die Teilräume So 
und $f mit den Lösungsmengen der homogenen Gleichungen (3) bzw. (2) oder, 
was dasselbe ist, mit den Lösungsmengen der Gleichungen A u = 0 bzw. A*Fv= 
= ( übereinstimmen. 
Der vierte FReDHoLMsche Satz ist der Behauptung 
| 
| RA) = 5% | (4) 
äquivalent. Die Notwendigkeit der im Satz formulierten Bedingung ist mit der 
Inklusion 
| Ra)cht (8) 
und die Hinlänglichkeit mit 
| RA) > 9% (6) 
gleichbedeutend. Die Gültigkeit dieser Inklusionen wollen wir jetzt beweisen. 
Notwendigkeit. Gleichung (1.1), welche man auch in der Form 


Au=f (1) 
schreiben kann, sei lösbar, d. h., es existiert ein Element u € 9, das Gleichung (1') 
genügt. Dann ist fe R(A). Wenn nun 9 ein beliebiges Element des Teilraumes 
96 bezeichnet, dann gilt 
Go=-4up)=wArN=0. 


Somit ist f orthogonal 7 zu 95, und folglich gilt fe 9%. Die Inklusion (5) ist 
damit bewiesen. 

Hinlänglichkeit. Wir betrachten den Operator A,, welcher nur auf dem 
Teilraum 9, definiert ist und hier mit dem Operator A übereinstimmt: 


| Au=Au, Veh: (7) 
A, heißt Einengung des Operators A auf den Teilraum 9,. Offensichtlich ist!) 
R(A,) c R(A). Wir beweisen jetzt, daß 


RA,)>Hr (8) 


ist. Zunächst bemerken wir, daß die Gleichung A, u = 0 nur die triviale Lösung 

“=0 besitzt. Wenn nämlich A, u = 0 ist, dann gilt Au=0 und vwed.- 

Auf Grund der Definition des Operator A, ist aber auch u € 9,. Als Element 

zweier zueinander orthogonaler Teilräume ist u orthogonal zu sich selbst, und 

es ergibt sich somit u = 0. Daraus folgt nun, daß der Operator A, einen inversen 
1) In Wirklichkeit gilt, wr man unschwer sieht, R(A,) = R(A). . 
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Operator AT" besitzt; für sein Definitionsgebiet gilt D(Ar') = R(A,)c E(A), 
und auf Grund der bereits bewiesenen Inklusion (5) ist = h Or 
Wir beweisen als nächstes, daß die Menge D(A7') = ) in 97 dicht ist. 
Anderenfalls würde sich nämlich ein Element w € E, {0} we 0, finden lassen 
derart, daß (A wo)=(Auo) = 0 ist für alle we 9,. Da die Gleichung 
(A u, ®) = 0 offenbar auch für u e 9, gilt, so gilt sie überall in 9. Somit ist 
(wA*o)=(Auo)=0, Wwed. 


Das Element A* o& ist also orthogonal zum gesamten Raum, und es gilt deshalb 
A*o= 0 undwe%H%. Das Element » gehört somit gleichzeitig beiden zuein- 
ander orthogonalen Teilräumen 97 und 95 an, und folglich ist © = 0. 

Wir beweisen jetzt die Beschränktheit des Operators Ar7!. Wir nehmen das 
Gegenteil an; dann läßt sich eine Folge von Elementen w„e D(A7!) finden 
derart, daß gilt 

NAT 
al! 
Wir setzen Ar'u, = y„; dann ist offensichtlich y, e R(A7}) = D(A,) = 9- 
Jetzt gilt %, = A, pn = A y„ und 


>n, n=1,2,.... 


Ay. 
Ipall n 
Des weiteren setzen wir w=-?*-. Dann ergibt sich w, € 9 ||wn|| = 1 
und Ipn| 
Aw =Wwm-ATWm >O. (9) 


NIX 
Die Menge {w„} ist also beschränkt, und der Operator 7' ist vollstetig. Wir 
wählen eine Teilfolge (w,,} aus, für diei 7 w,, gegen einen gewissen Grenzwert, 


welchen wir mit w, bezeichnen, konvergiert. Aus Beziehung (9) ergibt sich dann 

WAT wm, >. (10) 
Daraus folgt w, > w we 9, und |w,|| = lim |[w„,|| = 1. Durch Grenz- 
übergang in der Formel (10) erhalten wir 

Aw=w-ATw=ß, 

und folglich ist w, € 9,. Da aber andererseits w, € 9, ist, so gilt notwendiger- 
weise w, — 0, was jedoch der Gleichung ||w,|| = 1 wen Der Operator 
AZ! ist also beschränkt. 

Faire läßt sich die Gültigkeit der Inklusion (6) leicht beweisen. Sei fe Sr. 
Da die Menge D(Az!) in 97 dicht ist, so 1äßt sich eine Folge {„} finden derart, 
daß gilt fn e DIAz') und „ > f. Wir setzen w, = Ar! fn. Da der Operator Ar! 
beschränkt und die Folge {f„} konvergent ist, so konvergiert auch die Folge 
{ü„}; es sei u, = lim u. Des weiteren gilt fu = Aı Un. Dabei ist A, offenbar 
ein beschränkter Operator, und folglich kann man in der letzten Beziehung 


zum Grenzwert übergehen. Dann ergibt sich f= A,ü,. Daraus folgt nun 
fe R(4A,) < R(A), und die Inklusion (6) ist damit bewiesen. 
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$5. Die Freppounsche Alternative 


Aus dem dritten und dem vierten FREDHoLMschen Satz ergibt sich eine wich- 
tige Aussage, welche unter der Bezeichnung FreDHoLmsche Alternative be- 
kannt ist: 

Es sei T ein vollstetiger Operator im HALBert-Raum 9. Entweder besitzt die 
Gleichung 

T-IN)u=0 " (1) 


nur die triviale Lösung, und dann ist die inhomogene Gleichung 
[-.N)u=f (2) 


für eine beliebige rechte Seite fe 9 eindeutig lösbar, oder die Gleichung (1) besitzt 
nicht triviale Lösungen. Im letzteren Falle ist die Gleichung (2) entweder nicht 
lösbar, oder sie besitzt unendlich viele Lösungen. 

Beweis. Wenn Gleichung (1) nur die triviale Lösung besitzt, dann ist A 
ein regulärer Wert des Operators 7’. Folglich ist A ein regulärer Wert des Opera- 
tors T’* (siehe dritter FREDEOLMscher Satz), und die Gleichung 


1-IT9)v=0 (3) 


besitzt nur die triviale Lösung v—= 0. Da aber ein beliebiges Element fe 9 
zu dieser Lösung orthogonal ist, so ist Gleichung (2) auf Grund des vierten 
FREDHOLMschen Satzes lösbar. Die Lösung dieser Gleichung ist eindeutig. 
Wenn nämlich u, und uw, zwei Lösungen der Gleichung (2) sind, dann gilt 


I-Nw=-l[-INnw=f. 
Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir 
[-N)vw=0, vw—%. 


Da aber A ein regulärer Wert ist, so ergibt sich daraus w = 0 und somit u, = %,. 
Der erste Teil der FReDHoLMschen Alternative ist damit bewiesen. 

Gleichung (1) besitze jetzt s linear unabhängige Lösungen 9,9» - . - » Ps 
Dann ist der gegebene Wert } eine charakteristische Zahl des Operators 7 der 
Vielfachheit s. Nach dem dritten FrepHoumschen Satz ist A eine charakteri- 
stische Zahl des Operators 7* derselben Vielfachheit s. Es seien &,, ®@9,..., @, 
die dazugehörigen linear unabhängigen Eigenelemente. Auf Grund des 4. FrED- 
HoLMschen Satzes ist Gleichung (2) genau dann nicht lösbar, wenn nicht alle 
Beziehungen i 

So)=0, k=12...,s (4) 


gelten. Sind dagegen sämtliche der Gleichungen (4) erfüllt, dann besitzt 
Gleichung (2) unendlich viele Lösungen. In der Tat, auf Grund des 4. FREDHOLM- 
schen Satzes besitzt in diesem Fall die Gleichung (2) wenigstens eine Lösung ,. 
Die allgemeine Lösung u der Gleichung (2) erhält man wie üblich aus «,durch Hin- 


11 Michlin 
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zufügen der allgemeinen Lösung der nn Gleichung (1): 
ut Dam (8) 


wobei c, beliebige Konstanten bedeuten. Der zweite Teil der FREDHOLMschen 
Alternative ist somit ebenfalls vollständig bewiesen. 


$ 6. Über die Stetigkeit der Lösungen einer Gleiehung mit schwacher Singularität 


Wir betrachten eine Integralgleichung mit schwacher Singularität 


ua) — [ER un) as = 7@, M 
g ’ 
wobei 0 <a <m, |Az, &| << 0 = const und Q eine beschränkte Menge ist. 
Wenn f(x) € L,(2) ist und wenn außerdem die im vierten FrReDHOoLMschen Satz 
angegebenen Orthogonalitätsbedingungen erfüllt sind, dann existiert eine zu 
L,(2) gehörige Lösung der Gleichung (1). 

Bei den Anwendungen der Theorie der Integralgleichungen interessieren 
oftmals die Fälle, in denen die Lösungen der Gleichung (1) stetig sind. Ein 
einfacher Fall dieser Art wird im folgenden Satz beschrieben. 

Satz 8.6.1. Wenn 2 eine beschränkte abgeschlossene Menge ist und wenn die 
Funktionen fix) und Als, &) in 2 bzw. OxXQ stetig sind, dann ist eine beliebige, - 
zur Klasse L,(Q2) gehörige Lösung der Gleichung (1) stetig in Q. 

Beweis. Wir wählen eine beliebig kleine positive Zahl e und eine stetige 
Funktion n(t) der reellen Veränderlichen t, welche für i > 0 definiert ist und den 
folgenden Bedingungen genügt: 


1, DSIsz, O<d<l, —<i<e, M=0, time. 


Wir setzen 
Ei ’ l—- 
Kade Aw 2 DIE Be) Az, &) u La 
Dann silt 
A ’ 
ED -Ew, 8) + Ka, ), 
der Kern der Gleichung (1) läßt sich also als Summe zweier Kerne, von denen 
der erste eine schwache Singularität besitzt und. nur für r < & verschieden von 
Null ist, der zweite hingegen stetig ist, darstellen. 
Es sei w(x) € L,(2) irgendeine Lösung der Gleichung (1). Wir schreiben die 
Gleichung in der Form 


ua) — (Kıu) (2) = ge), (2) 

wobei j 
(K, u) (x) = [ Kı@ &) EulE)dE, (3) 
g©) = fix) + Ka, &) u(8) dE (4) 


ist. 
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Die Funktion g(e) ist in 2 stetig; letzteres folgt leicht aus der Stetigkeit 
der Funktionen f(x) und K,(z, &) sowie aus der Beziehung 


(Ka u) (©) — (KR, u) (@)| = If [Kalzı, &) — Kalza, 8] wlE) del = 
= {f [Kalaı, 8) — Kylza, &)) ar? lullz,o- 


Wenn |A(x, &| = C ist, dann gilt auch |A(x, & n(r)| = ©. Wir wählen jetzt die 
Zahl & derart, daß die folgenden zwei Ungleichungen gleichzeitig erfüllt sind: 


Se)? 
a 8 

EeiSlemne « 
m—& Tr (6) 


dabei bedeutet H in der Ungleichung (5) den Durchmesser der Menge Q. 
Aus Ungleichung (5) folgt nun auf Grund der Formel (3.10) aus Kap. 7 


Klo <!- 


Betrachtet man jetzt die Beziehung (2) als Integralgleichung mit u(z) als ge- 
suchte und g(x) als gegebene Funktion, so ersieht man, daß sich auf diese 
Gleichung der Satz 8.2.1 von BawacH anwenden läßt. Folglich kann man die 
Funktion u(x) als Reihe 


uR)= 3 (Kia), (7) 
welche in der Metrik des Raumes L,(2) konvergiert, darstellen, Wir beweisen 


jetzt, daß diese Reihe in Q@ gleichmäßig konvergiert. Die Funktion g(x) ist 
beschränkt; es sei |g(z)! = M = const. Dann gilt 


= | [A na [nes |[t, 
2 | r<e 


j ANt<e) 


und auf Grund der Formel (3.9) aus Kap. 7 ergibt sich 
MC |8,| &m=* 
ae. 


m —& 
Durch vollständige Induktion erhalten wir schließlich 


Oo 18, 8m -e Tr 

UDO 2 
Auf Grund der Ungleichung (6) konvergiert somit die Reihe (7) gleichmäßig 
in 2. Da nun nach Satz 7.4.1 die Glieder dieser Reihe stetig sind, so ist auch die 


Funktion (x) als Summe dieser Reihe stetig. Der Satz 8.6.1 ist damit be- 
wiesen. 


ı11* 


Teil IV 


Allgemeines über partielle Differentialgleichungen 


KAPITEL 9 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
UND RANDWERTAUFGABEN 


$1. Der Differentialausdruck und die Differentialgleichung 


Die allgemeinste partielle Differentialgleichung für eine gesuchte Funktion 


WR, &g, ...,%y) von m unabhängigen Veränderlichen ist von der Gestalt 
ou ou u ru 
PIE nt an el 1 
| 12 m dx, ’ dx” da? ’ ’ dk ( ) 


Die höchste Ordnung % der in die Differentialgleichung eingehenden Ableitungen 
der gesuchten Funktion heißt Ordnung der Differentialgleichung. Die allge- 
meine Gestalt eines Systems von partiellen Differentialgleichungen läßt sich 
ebenfalls leicht angeben. 

In diesem Buch werden fast ausschließlich lineare partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung betrachtet. Das System (z,, %, - ...,%m) der Werte 
der unabhängigen Veränderlichen betrachten wir, wie bereits in den vorange- 
gangenen Teilen, als Punkt x des m-dimensionalen euklidischen Raumes E„ 
mit den Koordinaten %,, 2, - . - , Im- 

In den bei physikalischen Problemen auftretenden Gleichungen sind die unab- 
hängigen Veränderlichen des öfteren die Zeit und die Raumkoordinaten; für 
deren Bezeichnung benutzen wir gelegentlich die Buchstaben t, x, y, 2 

Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung für die gesuchte Funktion 


‘4 der unabhängigen Veränderlichen z,, #3, ..., %, ist im allgemeinsten Fall 
von der Gestalt 

A 2 

: in(® er +2 Et Ale) fe) ;. 2) 


dabei sind Ay, Ar, A, und f gegebene Funktionen von x. 
Gleichung (2) enthält i in Wirklichkeit für j = knicht die einzeinen Summanden 
u 
095 dx, 


‚sondern. deren Summe 


0207 
‚RE 5 00 0%; 


(A ik + Ar) — 


0%, u 


Da sich der Ausdruck Ay. + Ar; auf willkürliche Weise in zwei Summanden 
zerlegen läßt, kann man stets 


Ayla) = Azul) (3) 
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annehmen, so daß die aus den Koeffizienten der zweiten Ableitungen beste- 
hende Matrix (die sogenannte Koeffizientenmatrix des Haupiteiles) symmetrisch 
ist. Die genannte Matrix wird im weiteren eine sehr wichtige Rolle spielen. 
Die linke Seite der Gleichung (2) heißt Differentialausdruck zweiter Ordnung. 
Die in die Gleichung (2) eingehende Funktion f(x) nennen wir die rechte Seite 
dieser Gleichung. Wie gewöhnlich unterscheidet man zwischen der homogenen 
Gleichung (f(x) = 0) und der inhomogenen Gleichung (f(x) = 0). 
Wir betrachten einige Beispiele. 
1. Die Sastenschwingungsgleichung 
). (4) 
8? 
Dabei ist m = 2; die rechte Seite f(x, t) ist der zur Zeit tim Punkt x auf die 
Saite einwirkenden äußeren Kraft proportional. Die Koeffizientenmatrix des 
Hauptteiles hat die Gestalt 
il 0 
R & ) | () 


In dem weniger einfachen Fali, wo die Saite in einem Medium mit einem der 
Geschwindigkeit proportionalen Widerstand schwingt, lautet die Schwingungs- 
gleichung 


ou ou 
Er, 2 a: er fa t), h = const. (6) 
Die Koeffizientenmatrix des RS ist nach wie vor von der Gestalt (5). 
3. Die Membranschwingungsgleichung 


2, 2, 
= a + =) = fa, y,t). (7) 
Die Koeffizientenmatrix des Hauptteiles hat in diesem Fall die Gestalt 
1060 
0 -—a? 0 ). (8) 
0.0 —a? 
3. Für die Wärmeleitungsgleichung 
2 
Rt — (rt: =) = fa, y, 2,1) (9) 


besitzt die Koeffizientenmatrix des Hauptteiles folgende Gestalt: 
0 0 1) 0 
0 —ı 0 0 


00-0 110) 
0 0 0 —1 
4. Für die LapzAon-Gleichung 
m u 
Zu= 3 =) a) 
ki "% 


ist die Koeffizientenmatrix des Hauptteiles die Einheitsmatrix der Ordnung m. 


’ 
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5. Die Differentialgleichung 


’ ou u u 
DEE ! L 22 u 12 
N N 14 er 0 (12) 
besitzt die folgende Koeffizientenmatrix des Hauptieiles: 
Et 
—zy 1+®% 


$ 2. Die Klassifizierung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden in Abhängig- 
keit von den Eigenschaften der Eigenwerte ihrer Koeffizientenmatrix des Haupt- 
teiles in Klassen eingeteilt. 

Wir erinnern daran, daß die Eigenwerte einer Matrix 


Ay Arg -.. An 
Azı Ag -.- Az 


A LK 
Ä Ayı Anz: - : Am 
die Nullstellen der Gleichung 
An —41 Ars ... An 
Det(A An = a Asn a2 A er 
Anı A, A;n —A 


darstellen; dabei bedeutet I die Einheitsmatrix. Die Eigenwerte einer symmetri- 
schen Matrix sind. reell. 

Wir betrachten jetzt folgende etwas allgemeinere Differentialgleichung als 
die Gleichung (1.2): 


ou ou 77 
or,’ Om Arm 


Mm 0u & 
A an (8... 00% 
wobei ® eine beliebige Funktion ihrer Argumente ist. Da die Matrix des Haupt- 
teiles dieser Gleichung symmetrisch ist, so sind alle ihre Eigenwerte reell. Wir 
halten einen gewissen Punkt x, in welchem die Koeffizienten der Gleichung (1) 
definiert sind, fest. In diesem Punkt besitze die Koeffizientenmatrix des Haupt- 
teiles dieser Gleichung & positive, ß negative Eigenwerte, und y Eigenwerte 
seien gleich Null; dann gilt offenbar 


a+ß+y=m. 


In diesem Fall sagen wir, Gleichung (1) gehöre in dem betrachteten Punkt x 
zum Typ (a, ß,y). Gleichung (1) gehört zum Typ («, ß,y) auf einer gewissen 
Punktmenge, wenn sie in jedem Punkt dieser Menge zum Typ (c, ß, y) gehört. 
Wenn die Koeffizienten A,, der Gleichung (1) konstant sind, dann ist offenbar 


154 9. Differentialgleichungen und Randwertaufgaben 


der Typ dieser Gleichung ein und derselbe im ganzen Raum. Wenn man bei 
sämtlichen Gliedern der Differentialgleichung das Vorzeichen ändert, dann 
wechseln die Zahlen « und f ihre Ssalung}) wir werden deshalb die Typen («, ß, y) 
und (ß, «, y) identifizieren. 

Als nn betrachten wir die in den Abschnitten 1 bis 5 des vorangegan- 
genen Paragraphen angegebenen Gleichungen. In den Beispielen 1 bis 4 besitzen 
die Koeffizientenmatrizen des Hauptteiles Diagonalgestalt, ihre Eigenwerte 
stimmen deshalb mit den Elementen der Hauptdiagonalen überein. Daraus ergibt 
sich unmittelbar, daß in einem beliebigen Punkt des Raumes die Saitenschwin- 
gungsgleichung zum Typ (1, 1, 0), die Membranschwingungsgleichung zum Typ 
(2,1,0), die Wärmeleitungsgleichung zum Typ (3,0,1) und die LAPLACHE- 
"Gleichung des m-dimensionalen Raumes zum Typ (m, 0, 0) gehören. 

Die Eigenwerte der Matrix (1.13) sind die Nullstellen der Gleichung 


IR —2Y 
— xy 1+8—4 
diese sind gleich 


kel++yp, A=l. 


Daraus ersieht man, daß in einem beliebigen Punkt (x, y) die Gleichung (1.12) 
zum Typ (2, 0, 0) gehört. 

Es ist nicht schwer, Gleichungen anzugeben, deren Typ in verschiedenen 
Punkten verschieden sein kann. Eine solche Gleichung ist z. B. die TRICOMLI- 
Gleichung 

Pe 7 


at: @) 


öx® 


Ihre Koeffizientenmatrix des Hauptteiles 


(u) 


besitzt die Eigenwerte A, = 1 und , = y; die genannte Gleichung gehört somit 
zum Typ (2, 0,0) für y > 0, zum Typ (1,1, 0) für y< 0 und zum Typ (1,0, 1) 
füry=ß. 

Drei der hier betrachteten Typen partieller Differentialgleichungen spielen in. 
der mathematischen Physik eine besondere Rolle. 

A. Der Typ (m, 0,0) = (0, m, 0) heißt elliptisch. Gleichung (1) gehört folg- 
lich in einem gegebenen Punkt zum elliptischen Typ, wenn in diesem Punkt 
sämtliche Eigenwerte der Koeffizientenmatrix des Hauptteiles von Null ver- 
schieden sind und ein und dasselbe Vorzeichen besitzen. 

Das wichtigste Beispiel einer Differentialgleichung vom elliptischen Typ ist 
die LarLacn-Gleichung. Elliptisch ist auch die Gleichung (1.12) und für y > 0 
auch die Trıcomı-Gleichung. 

B. Der Typ (m — 1,0, 1)= (0,m — 1, 1) heißt parabolisch. Gleichung (1) ge- 
hört also in einem gewissen Punkt zum parabolischen Typ, wenn in diesem 
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Punkt ein Eigenwert der Koeffizientenmatrix des Hauptteiles gleich Null ist 
und alle übrigen Eigenwerte von Null verschieden sind und ein gemeinsames Vor-: 
zeichen besitzen. 

Das wichtigste Beispiel einer parabolischen Gleichung ist die Wärmeleitungs- 
gleichung, welche wir hier in der Form 


ou migay, 
Er = 2 2 ’@) (8) 


darstellen. Weiter unten (siehe Teil VI) geben wir dieser Gleichung sowie auch 
der Wellengleichung (siehe Abschnitt C) eine etwas andere Gestalt. Ein Spezial- 
fall der Gleichung (3) ist Gleichung (1.9). Zum parabolischen Typ zählt auch’die 
Trıcomt-Gleichung für y = 0. 

©. Der Typ (m — 1,1,0) = (l,m — 1,0) heißt hyperbolisch. Gleichung (1) 
ist folglich hyperbolisch in einem gegebenen Punkt, wenn in diesem Punkt 
sämtliche Eigenwerte der Koeffizientenmatrix der Hauptteiles von Null ver- 
schieden sind. und wenn sich eine dieser Zahlen von allen übrigen durch ihr 
Vorzeichen unterscheidet. 

Das wichtigste Beispiel einer hyperbolischen Gleichung ist die Wellengleichung 


u 3 "lau 


= ie: og 


Spezialfälle dieser Gleichung sind die Schwingungsgleichungen für die Saite und 
für die Membran. Zum hyperbolischen Typ gehört auch die Trrcomt- Gleichung 
für y<0. 

Die Wichtigkeit der hier ausgezeichneten drei Typen. von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen — des elliptischen, des parabolischen und des hyperbolischen 
Typs — wird durch zwei Umstände bestimmt. Einerseits führen alle bislang 
aus der Physik bekannten Probleme in der Regel auf Gleichungen der genannten 
Typen; andererseits existiert für diese Gleichungen eine weitaus vollständigere 
Theorie als für die partiellen Differentialgleichungen anderer Typen. 

Gleichungen des Typs (&, 8,0) mit x = 2 und $ > 2 vereinigt man häufig 
unter dem allgemeinen Begriff der wlirahyperbolischen Differentialgleichungen. 
Die einfachste ultrahyperbolische Gleichung hat die Gestalt 


u u du u 
Y 
022 022 00% 0x3 


Die elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Gleichungen werden wir 
als Gleichungen der mathematischen Physik betrachten. 


Es existieren ziemlich viele Arbeiten, welche den Gleichungen vom sogenannten „ge- 
mischten“ Typ, d.h. solchen Gleichungen, deren Typ sich von Punkt zu Punkt ändern 
kann, gewidmet sind. Ausführlicher kann man darüber in [2] und [3] nachlesen. Des 
weiteren ist eine Reihe von Arbeiten erschienen, in denen Gleichungen des Typs (e, 0, r) 
(sog. „elliptisch-parabolische Gleichungen“) untersucht werden. Von den neueren Ar- 
beiten dieser Richtung möchten wir auf [1] verweisen. 
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$3. Randbedingungen und Randwertauigaben 


Um ein physikalisches Problem vollständig beschreiben zu können, genügt es 
nicht, sich allein auf eine Differentialgleichung zu beschränken; man muß viel- 
mehr gewisse Zusatzbedingungen stellen, welche gewöhnlich den Charakter 
von sogenannten Randbedingungen tragen. 

Wir wollen das soeben Gesagte an einigen einfachen Beispielen erläutern. 
Die Schwingungen einer Saite werden durch die uns bereits bekannte Differen- 
tialgleichung 5 
—«- a _— = fa, t) 1) 
beschrieben. 

Wir nehmen an, die Saite habe die Länge ! und nehme im Gleichgewichtszu- 
stand den Abschnitt [0,7] der x-Achse ein. Weiterhin nehmen wir an, daß die 
Saite zu der Zeit = 0 aus dem Gleichgewicht gebracht wird und zu schwingen. 

beginnt. Das Prohlem besteht darın, den Ausschlag u(z, t) 
Z zu bestimmen, den der Punkt der Saite mit einer beliebigen 
Abszisse x € [0, 2] zu einem beliebigen Zeitpunkt t > 0 besitzt. 
Mit anderen Worten, die der Gleichung (1) genügende Funk- 
tion ul, I) ist in dem in der Abb. 9 schraffierten Gebiet zu 
bestimmen; der Rand dieses Gebietes besteht aus dem Ab- 
schnitt [0, 7] der x-Achse und den zwei Halbgeraden x = 0, 
0 iz t>0dunde=Lt>0. 
Abb. 9 Die natürlichen Vorgaben der Differentialgleichung (1) 
sind die Größe a?, welche in bestimmter Weise von den 
physikalischen Eigenschaften der Saite (wie deren Dichte und Spannung) ab- 
hängt, und die Funktion f(x, t), welche die zu der Zeit t auf den Punkt x der Saite 
einwirkende äußere Kraft charakterisiert. Gleichung (1) enthält jedoch keinerlei 
Informationen darüber, auf welche Weise die Saite aus dem Gleichgewicht ge- 
bracht wurde. Sie enthält auch keine Information über den Zustand der End- 
punkte der Saite; diese können fest eingespannt oder auch frei sein; schließlich 
kann es vorkommen, daß die Endpunkte der Saite zwar nicht befestigt, aber 
deren Verschiebungen gewissen Einschränkungen unterworfen sind. Die genannte 
Information muß also zusätzlich gegeben werden. Die Saite kann aus dem Gleich- 
gewicht gebracht werden, indem man ihren Punkten eine Anfangslage oder eine 
Anfangsgeschwindigkeit oder beides erteilt. Der Punkt x der Saite, O= x =S/, 
besitze eine Anfangslage p,(x) und eine Anfangsgeschwindigkeit (x). Dann 
hat die gesuchte Funktion u(x, t) folgende Beziehungen zu erfüllen: 


ö 
u na), Sum, OSeESI. (2) 
t=0 i=0 


Des weiteren seien die Schwingungsgesetze für die Endpunkte der Saite be- 
kannt: Zu der Zeit > 0 sei der Ausschlag des linken Endpunktes der Saite 
gleich w,(£) und der des rechten Endpunktes gleich y,(t). Dann müssen außerdem 
die Bedingungen 
uU = pl);  ula=ı = Yıle) 8) 
erfülit sein. 
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Die Bedingungen (3) sind überflüssig, wenn die Saite unendlich ist, d. h. wenn 
sie im Gleichgewichtszustand die gesamte x-Achse ausfüllt. 

Die Zusatzbedingungen (2) und (3) müssen für! =0,2=0undze =J,d.h. 
also auf dem Rand des Gebietes, in welchem die Funktion w(x, t) gesucht ist 
(siehe Abb. 9), erfüllt sein. Aus diesem Grund heißen die genannten Bedingun- 
gen auch Randbedingungen. 

Wir bemerken noch, daß die Bedingungen (2) und (3) nicht völlig unabhängig 
voneinander sind: Wenn man verlangt, daß die gesuchte Funktion u(z, t) nicht 
nur im Inneren, sondern auch auf dem Rande ihres Definitionsgebietes stetig ist, 
dann silt er, 


j 0) Poll) = YO) - (4) 


* Die Beziehungen a heißen Verträglichkeitsbedingungen. Sie ergeben sich auf 
Grund der Forderung nach der Stetigkeit des Ausschlages der Endpunkte der 
Saite zur Zeit = 0. Wenn man verlangt, daß auf dem Rande des Gebietes 
(Abb. 9) auch einige Ableitungen der Funktion u(x, t) stetig sind, dann können 
neue Verträglichkeitsbedingungen entstehen. So muß r 


0) =, = | (4a) 


gelten, wenn man die Stetigkeit der ersten Ableitungen verlangt. Fordert man 
die Stetigkeit der zweiten Ableitungen, dann entstehen die Bedingungen 


pil0) — a 9x0) = FO, 0), fin 
y3(0) — arg) = ll, 0). 

Weiter unten (siehe Teil VI) zeigen wir, daß Gleichung (1) unter hinreichend 
schwachen Voraussetzungen eine und nur eine Lösung besitzt, welche den Rand- 
bedingungen (2) und (3) genügt. Dies bedeutet, daß die Gleichungen (1) bis (3) 
alle Information, die zur Untersuchung der Schwingungsgleichung notwendig 
ist, enthalten (Eindeutigkeit der Lösung) und daß sie keine überflüssige, wider- 
sprüchliche Information beinhalten (Existenz der Lösung). 

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel. Ein gewisser homogener, isotroper 
Körper fülle im dreidimensionalen Raum ein Gebiet 2 aus, welches durch die 
Fläche J’berandet wird. Wir nehmen an, daß in diesem Körper Wärmequellen 
mit einer von der Zeit unabhängigen Intensität F(x) = F(x,, %, %) verteilt 
sind. Letzteres bedeutet, daß in jedem Zeitabschnitt der Länge öt in einem 
beliebigen Teilgebiet 2° c Q eine Wärmemenge von der Größe 


öt f Fix) de 
27 


frei wird. Wir nehmen an, daß in dem Körper eine stationäre, d.h. von der 
Zeit unabhängige Temperaturverteilung festgestellt wurde. Dann genügt die 
Temperatur in dem Punkt x = (,, %, %) des Körpers der Larzacr-Gleichung 
u, u, u 
ae ale : 5 
0 002 0 UE (5) 
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dabei unterscheidet sich die Funktion f(x) nur durch einen konstanten Faktor 
von F(&). Die Differentialgleichung (5) allein reicht aber nicht aus, um. die 
Temperaturverteilung in dem Körper 2 vollständig zu bestimmen; letzteres 
sieht man zumindest daran, daß Gleichung (5) eine unendliche Lösungsmenge 
besitzt. Es ist also eine zusätzliche Information erforderlich. Diese kann man 
zum. Beispiel wie folgt erhalten: Da die Oberfläche J' des betrachteten Körpers 
für Beobachtungen zugängig ist, so kann in jedem ihrer Punkte die Temperatur 
gemessen werden. Wir nehmen an, daß wir die Temperatur in allen Punkten 
der Fläche I' festgestellt haben; in dem Punkt x e I’ sei die Temperatur u gleich 
o(x). Dann erhalten wir folgende zusätzliche Bandbedingung: 


ur=pa), wel. (6) 


Im Teil V werden wir zeigen, daß das Problem (5), (6) unter hinreichend 
allgemeinen Voraussetzungen eine und nur eine Lösung besitzt. 

Wenn es sich um einen inhomogenen und anisotropen Körper handelt, dann 
gelangen wir nicht zu der Gleichung (5), sondern zu einer allgemeineren Gleichung 
der Gestalt 

= 


j,k=1 


3 (Ant) = N), 7) 
die, ebenso wie Gleichung (5), eine elliptische Differentialgleichung darstellt. 
Das Problem der Integration der Gleichung (7) (insbesondere der LAPLacz- 
Gleichung (5)) bei der Randbedingung (6) heißt DirionLersches Problem. 

Die Zusatzinformation für Gleichung (7) kann auch in Form von Randbe- 
dingungen gegeben werden, welche sich von der Bedingung (6) unterscheiden. 
Wenn z.B. bekannt ist, daß im Punkt x e I’ die Intensität des Wärmeflusses 
gleich einer gegebenen Funktion (x) ist, dann gilt 


5 Anl oos.a)| = we) (8) 
Pi Pk ea) Fan 
Dabei unterscheidet sich y(w) nur durch einen konstanten Faktor von der 
Funktion Y(x), und » bedeutet die äußere Normale zur Fläche I. Für die 
LartAcz-Gleichung gilt speziell 


0, jsek, 
Ayn = bye = N 27 
il, j=k, 
und die Randbedingung (8) nimmt in diesem Fall die Gestalt 
u 
= v@) (9) 


an. Das Problem (7), (8) [insbesondere also das Problem (5), (9)] nennt man 
Neumannsches Problem. 

Das Dirıoutersche und das Neumanssche Problem lassen sich nicht nur im 
dreidimensionalen, sondern auch in einem beliebigen m-dimensionalen Raum 
formulieren. 
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Wir geben jetzt die allgemeine Definition des Begriffes der Randbedingungen 
sowie einer Randwertaufgabe. 
Gegeben sei eine gewisse partielle Differentialgleichung 


Lu=flk). (10) 


Wir nehmen an, die Lösung dieser Gleichung sei in einem gewissen Gebiet 2 
des Raumes E,„ zu bestimmen; den Rand dieses Gebietes bezeichnen wir mit IT. 
Auf dem ganzen Rand I‘, oder auf einem gewissen Teil davon, seien die Werte 
eines oder auch einiger Differentialausdrücke für die gesuchte Funktion u der‘ 
Gestalt 

GHur=gpla), k=1l2,...,}, (11) 


vorgegeben. Die Gleichungen (11) heißen Randbedingungen, und das Problem 
der Integration der Differentialgleichung (10) unter den Randbedingungen (11) 
heißt Randwertaufgabe. 


$4..Das CAucavsehe Problem 


Für Gleichung (1.2) wird das CAvcHvsche Problem folgendermaßen formu- 
liert: Im (&,, 2%, .. . , %„)-Raum sei eine gewisse glatte Fläche I’ gegeben. Mit 
jedem Punkt ze I!’ (x habe die Koordinaten ©, 2, .. . , 4) sei eine gewisse 
Richtung A, die keine Tangente an ["ist, verknüpft. In einer gewissen Umgebung 
der (ein- oder zweiseitigen) Fläche I’ ist die Lösung der Gleichung (1.2) gesucht, 
welche die sogenannten CAvcavschen Anfangsbedingungen 


ou 
un), = ne) a) 


erfüllt. Dabei sind 9,(x) und @,(x) auf I’ definierte Funktionen; wir nehmen an, 
daß o,(x) stetig und g,(®) stetig differenzierbar ist. 

Die Funktionen g,(x) und 9,(#) heißten Cauckvsche Anfangswerte; die Fläche 
J', welche die Cavcavschen Anfangswerte trägt, nennt man Oavorysche Fläche. 

Wir bemerken, daß die Randbedingungen (3.2) die CAvoHvschen Anfangs- 
bedingungen für die Saitenschwingungsgleichung darstellen; die CavcHYsche 
Fläche ist in diesem Fall das abgeschlossene Intervall [0, 7] auf der x-Achse. 

Das Caucavsche Problem unterscheidet sich von den im $3 betrachteten 
Randwertaufgaben dadurch, daß hier das Gebiet, in dem die gesuchte Lösung 
zu bestimmen ist, von vornherein nicht angegeben wird. Dennoch werden wir 
das OaucHvsche Problem als ein Randwertproblem auffassen. 

Im. weiteren wird sich folgende Bemerkung als nützlich erweisen: Kennt 
man die CaucHyvschen Anfangsbedingungen (1), dann lassen sich die Werte 
sämtlicher ersten Ableitungen der gesuchten Funktion auf der Cavcuvschen 
Fläche bestimmen. Zum Beweis nehmen wir einen beliebigen Punkt x auf I’ 
und. wählen in diesem Punkt ein lokales Koordinatensystem X, X .:., Xm- 
So heiße ein cartesisches Koordinatensystem, dessen Ursprung im Punkt x 
liegt, wobei die Koordinatenachsen X,,X,.., X„_ı in der (m — 1)-dimen- 
sionalen Tangentialebene an I’ im Punkt x gelegen sind und X, die Richtung 
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der Normalen an J’in demselben Punkt besitzt (vgl. Abb. 10). Kennt man nun 

die Werte der Funktion u = o,(x2) auf I‘, dann kann man sofort die Ableitungen 
| _ m 
0X, W& v- 0X, : 


k=1,2,...,m —1, 


berechnen. Des weiteren gilt 


Abb. 10 


Da die Richtung A keine Tangente an die Fläche I ist, so ist der Winkel (A, X,„) 
kein rechter Winkel. Dann gilt cos (A, X,„) = 0, und aus der letzten Gleichung 
erhalten wir den Ausdruck für die restliche ableitung 


er l 899 
cos (2, X) Im) — = 2X, c08 (A, ] . 


ou 
0Xm 2% 


Kennt man die Ableitungen im lokalen Koordinatensystem, dann ergeben 


sich die Werte für die Ableitungen im (x,, & - - - » &)-Koordinatensystem. aus 
der Formel 

u m ou 

lo en ———| 608 (X, x) - 

Fr 7 s 2 F\ X,lr ( 5 x) 


$5. Existenz-, Eindeutigkeits- und Korrektheitsprobleme bei Randwertaufgaben 


1. Es sei ein gewisses Randwertproblem gestellt. Dieses zu lösen bedeutet, 
alle Funktionen zu bestimmen, die einer gegebenen Differentialgleichung sowie 
den gegebenen Randbedingungen genügen. Gewöhnlich wird man der gesuchten 
Funktion noch einige Bedingungen allgemeiner Art auferlegen, welche es oft- 
mals gestatten, diese Funktion als Element des einen oder des anderen Funk- 
tionalraumes zu betrachten ; wir bezeichnen diesen Raum mit B,. So kann man 
z.B. beim Dmwiıcnuerschen Problem für die Larracz-Gleichung fordern, daß 
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die gesuchte Funktion im abgeschlossenen Gebiet 2 = Qu stetig ist; in 
diesem Fall ist die gesuchte Funktion, wenn sie existiert, ein Element des 
Raumes C(2). Man kann der gesuchten Funktion auch andere Bedingungen 
auferlegen, z. B. kann man verlangen, daß die Integrale 


fe de, fex« u)? de = ‚z (5) 
2 2 2 : 


endlich sind. In diesem Fall kann man die gesuchte Funktion als Element 
desjenigen HıLserr-Raumes auffassen, in welchem die Norm durch die Formel 


a? = f {w? + (grad w)?} de 
‚2 


definiert wird. 

Die der gesuchten Funktion auferlegten Bedingungen zwingen dazu, auch 
bezüglich der in die rechten Seiten der Differentialgleichung und der Randbe- 
dingungen eingehenden Vorgaben einige Voraussetzungen zumachen. Gewöhnlich 
erweist es sich in solchen Fällen, daß man die Gesamtheit dieser rechten Seiten 
auch als Element eines gewissen anderen Funktionalraumes B, betrachten kann. 
In vielen interessanten Fällen sind B, und B, BanacH-Räume. 

Wir betrachten den Fall, wo sowohl die in die Differentialgleichung als auch 
die in die Randbedingungen eingehenden Differentialausdrücke linear sind. 
Die Gesamtheit dieser Differentialausdrücke erzeugt einen gewissen linearen 
Operator U, der den. Raum B, in den Raum B, abbildet und der die gesuchte 
Funktion u{x) in die oben genannte Gesamtheit der rechten Seiten der Diffe- 
rentialgleichung und der Randbedingungen überführt. Bezeichnen wir diese 
Gesamtheit mit ®, dann läßt sich unser Rand wertproblem in Form der Gleichung 


Yu=® 1) 


schreiben. Den Operator U nennen. wir den Operator des gegebenen Randwert- 
problems. 

Die Aufgabe,. das gegebene Randwertproblem zu lösen, läßt sich jetzt wie 
folgt formulieren: Gesucht sind alle Elemente des Raumes B,, die durch den 
Operator X in das vorgegebene Element ® e B, übergeführt werden. 

Gewöhnlich wird man versuchen, die Randbedingungen so zu stellen, daß 
das Randwertproblem eine und nur eine Lösung besitzt. Dies bedingt, in jedem 
Fall Existenz- und. Eindeutigkeitssätze zu beweisen. Der Eindeutigkeitssatz 
ist der Behauptung äquivalent, daß der zum. Operator W inverse Operator U-! 
existiert. Der Existenzsatz behauptet, daß der Wertebereich des Operstors A! 
mit dem Raum 5, zusammenfällt. Wenn sowohl der Existenzsatz als auch der 
Eindeutigkeitssatz gelten, dann existiert der Operator W-!, und dieser ist auf 
dem ganzen Raum B, definiert. 

Bei der Lösung von Randwertaufgaben spielt außer den Fragen nach der 
Existenz und der Eindeutigkeit der Lösung auch noch die Frage, ob es sich 
um ein korrekt gestelltes Problem handelt, eine wichtige Rolle. 
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Zu dem Begriff eines korrekt gestellten Problems gelangt man leicht mit 
Hilfe einfacher physikalischer Überlegungen. Der Bestimmung physikalischer 
Größen liegen letzten Endes gewisse Messungen zugrunde, die stets mit einem 
gewissen Fehler behaftet sind. Insbesondere wird dann auch das Element ® 
in Gleichung (1) — nämlich die Gesamtheit der Vorgaben der Randwertauf- 
gabe — mit einem gewissen Fehler behaftet sein. Es entsteht nun die folgende 
Frage: Wie wirkt sich der Fehler in den Vorgaben des Randwertproblems auf 
dessen Lösung aus? Dementsprechend gibt man nun folgende Definition: 

Ein Randwertproblem heißt korrekt gestellt in einem Paar von BANAcH-Räumen 
B, und B,, wenn die Lösung dieses Randwertproblems in B, eindeutig ist und bei 
beliebigen Vorgaben aus B, existiert und wenn einer hinreichend kleinen Änderung 
der Vorgaben (bezüglich der Norm von B,) eine beliebig kleine Änderung der 
Lösung (bezüglich der Norm von B,) entspricht. 

Zu dieser Frage kehren wir im Teil VII am Ende des Buches noch einmal 
zurück, wo unter anderem gezeigt wird, daß das Problem (1) genau dann korrekt 
gestellt ist, wenn der Operator W-! beschränkt ist. Hier beschränken wir uns 
auf die Behandlung zweier Beispiele für nicht korrekt gestellte Randwert- 
probleme. Das erste dieser Beispiele geht auf Hapamarn zurück, welcher 
erstmalig den Begriff eines korrekt gestellten Randwertproblems einführte. 

2. Wir betrachten die LArLAcz-Gleichung in der Ebene 

u | u 
Fr bu 0. (2) 
Als Fläche I’nehmen wir die x-Achse, und auf dieser geben wir die CAvoHYschen 
Anfangswerte vor. Die Umgebung, in der wir die Lösung suchen, sei der Streifen 
0 <y< 6, wobei ö eine beliebige positive Zahl bedeutet; wir bezeichnen diesen 
Streifen mit Q. Als nichttangentiale Richtung A wählen wir die y-Achse. Die 
CaucHaxschen Bedingungen seien folgende: 
ou 
2 u: Fr er <xz< m. (3) 
Die Vorgabe der Anfangswerte ist hier gleichbedeutend mit der Vorgabe einer 
einzigen Funktion g(x), welche wir als auf der ganzen Achse stetig und 
beschränkt annehmen wollen. Dann kann man diese Funktion als Element 
des Raumes Ü (— 00, + 00) betrachten; dieser Raum übernimmt im vorlie- 
genden Fall die Rolle des Raumes B,. Als B, nehmen wir den Raum 01) der 
in dem Streifen Q stetigen. und beschränkten Funktionen. Als Definitionsgebiet 
des Operators der Randwertaufgabe (2), (3) erklären wir die Menge derjenigen 
Funktionen aus O(2), welche stetige zweite Ableitungen besitzen und die Be- 
dingung 
ou 
0Y (y=0 
erfüllen. 

Wir beweisen jetzt, daß das Problem (2), (3) in dem Paar der Räume B, 

und B, nicht korrekt gestellt ist. Die Eindeutigkeit der Lösung dieses Problems 
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kann man beweisen. Daraus ergibt sich sofort, daß der Funktion o(x) = 0 die 
Lösung u = 0 entspricht. Wir erteilen jetzt der Funktion o(x) = 0 eine (bezüg- 
lich der Norm des Raumes B,) kleine Änderung: Wir betrachten das CaucHvsche 
Problem für Gleichung (2) mit den Cavenvschen Anfangswerten 


| $ 
j cosn«& ou 
u = RR . (4) 
y=0 N oy y=0 


dabei bedeutet n eine hinreichend große natürliche, Zahl. 
Die Lösung des neuen Problems ist 


cosnzchny 
RER, | 
‘was man durch Einsetzen in die Gleichungen = und (4) ) leicht EBCHDERE 
Offenbar gilt 


ed COS Nnx COSN«x 1 
el, = || = man rel oo: 
B  -w<e<to N Rn n>o 
Gleichzeitig erhalten wir aber 
a5 chnö 
Iallz,, = max L — > 0. 
— W<E<00 EL; | Mi no: 
0SySÖ 


Das bedeutet: Beliebig kleine Änderungen (bezüglich der Norm von B,) der 
Vorgaben können zu beliebig großen Änderungen (bezüglich der Norm von B,) 
der Lösung führen. Folglich ist das CauvcHvsche Problem für die LAPLACH- 
a in dem soeben betrachteten Paar von Räumen nicht korrekt gestellt. 
:3. Wir betrachten die Gleichung 
[7 


0x2, 0%, 


=0. (5) 


Diese Gleichung gehört zum hyperbolischen Typ. Ihre Koeffizientenmatrix 
des. Hauptteiles besitzt nämlich die Gestalt 


1 
a W 
1 > 
z 0 


[ 
1 = 
eu 
sind A, — 1/2 und A, = — 1/2; diese sind von Null verschieden und besitzen 


verschiedenes Vorzeichen. Wir bemerken außerdem, daß Gleichung (5) mit 


12 Michlin 
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Hilfe der Variablensubstitution 
zy=ı tat, B=r—ai 


in die homogene Schwingungsgleichung für die Saite übergeführt wird. 

Für Gleichung (5) stellen wir das DiricaLetsche Problem in dem in Abb. 11 
dargestellten Quadrat; dieses Quadrat bezeichnen wir mit Q, und es sei /' der 
Rand desselben. Auf 7’ sollen folgende Bedingungen ge- 
stellt sein: 


zz 
Ul,-0o cz Yıl%2) 3 U,,=0 = Ya) > (6) 
Un-ı = PR); Ulmer = Yalzı) : 
DA Als B, und B, nehmen wir die Räume c(2) bzw. CN). 
Für die Stetigkeit der Lösung müssen die Verträglichkeits- 
00 z, bedingungen 


Abb. 11° 90) =), 90) = pl); n 
Al) = pl), Pl) = yll) 
erfüllt sein. Bei beliebig vorgegebenen stetigen Funktionen (6) ist das Problem. 


(5), (6) nicht lösbar. Wir überzeugen uns davon, indem wir die allgemeine Lösung 


der Gleichung (5) auffinden. Stellen wir diese Gleichung in der Form a (2) =o— 


0%, \ 0%, 
dar, so ergibt sich m = f(&,), wobei die Funktion f beliebig sein kann. Durch 
2 


Integration der letzten Beziehung nach x, erhalten wir 
WR, 2) = Fl) + Fa), . Fila) = flar) ; 
dabei sind F, und F, beliebige Funktionen. Die ersten beiden Bedingungen (6) 
lassen sich erfüllen: 
F(0) + Fair) = Pla) ; 
Fa) + F,(0) = Yılz) - er 
Offenbar ist eine der Konstanten F,(0) und F,(0) willkürlich wählbar. Wir 
setzen Fs(0) = 0. Dann gilt 


Fa) = yıla) » Far) = Pl) — YılO) - 


Damit ist die Lösung vollständig bestimmt; die Gleichung F,(0) = 0 ergibt 
sich aus der ersten der Gleichungen (7). Wenn nun die Funktionen @, und %, 
beliebig sind, dann lassen sich offensichtlich die restlichen Randbedingungen (6) 
nicht erfüllen. 
Aus diesen Überlegungen folgt, daß das Problem (5), (6) in dem Paar der 


Räume 02) und C(I) nicht korrekt gestellt ist. 


KAPITEL 10 


CHARAKTERISTIKEN. DIE KANONISCHE FORM. 
' DIE GREENSCHEN FORMELN 


$1. Transformation der unabhängigen Veränderliehen 


Gegeben sei eine. partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einem 
linearen Hauptteil 


u ou ou u\ 
et = 0: (ı) 
Wir nehmen an, es werden an Stelle der unabhängigen Veränderlichen 
% % - - - , Zm neue unabhängige Veränderliche 
= Eli, a.) re ı...,M, (2) 


eingeführt. Wir wollen untersuchen, in welcher ‚Weise sich dabei Gleichung (1) 
ändert. 

.Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir künftig das Summenzeichen 
weglassen; wir vereinbaren dabei folgende Regel: Wenn in einem gewissen Aus- 
druck ein variabler Index, der die Werte von 1 bis m annimmt, zweimal auf- 
tritt, dann ist nach diesem Index in den Grenzen von 1 bis m zu summieren. 
Gleichung (1) nimmt dann die folgende einfache Gestalt an: 


ou ou u ou 
A,;r(%) + [e) x, U, 3 FREE =h. 
j 02; 9% 6% O8, ÖXm 


Wir nehmen an, daß in einem gewissen Variabilitätsbereich des Punktes: x 
die Transformation (2) eineindeutig und die entsprechende Jacogische Funk- 
tionaldeterminante von Null verschieden ist. Eine solche Transformation der 
unabhängigen Veränderlichen nennen wir nichteniariet. Des weiteren setzen 
wir voraus, daß die Funktionen £, stetige zweite Ableitungen besitzen. Wir 
berechnen zunächst die in Gleichung (1) auftretenden Ableitungen: i 

du __ 0m ÖL, uud, ÖL, ou RE, 
day O5, Om Ga Ocn DE, OE, Org day dE, O8, 00. 


Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in Gleichung (1) erhalten wir eine neue 
Gleichung 
Tr TE j ou ou wu\_ 
IE a Om BEE, Ö, re F= ’ 
or, u 


red Yang Da DE, 
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Wir führen jetzt folgende Bezeichnungen ein: 


8, 0% 57 
Azr da, 0%; 7 Ays e (3) 


Dann nimmt Gleichung (1) die Gestalt 


a ou u 
et le) = 0 (4) 


an. 

Somit geht Gleichung (1) bei'einer Transformation der unabhängigen Verän- 
derlichen in eine Gleichung derselben: Gestalt über; dabei ändern sich lediglich 
die Koeffizienten der Gleichung. Wir bemerken außerdem, daß die Koeffizien- 
tenmatrix des Hauptteiles der Gleichung (4) symmetrisch ist. Es gilt nämlich 
rd _ 4, 


Ar = A : 
7 er dm O0; Op 


Vertauscht man nun in der letzten Summe die Rollen der Indizes j und k, dann 
ergibt sich 


‚Satz 10.1.1. Der Typ der partiellen Differentialgleichung (1) ändert sich nicht 
bei einer nichtentarteten Transformation der unabhängigen Veränderlichen. 

Beweis. Aus der Algebra ist die folgende Tatsache bekannt. Eine gewisse 
Matrix sei mit Hilfe einer nichtentarteten Transformation auf Diagonalgestalt 
gebracht worden. Dann ist die Anzahl der positiven, negativen oder nullwerti- 
gen Eigenwerte der gegebenen Matrix entsprechend gleich der Anzahl der positi- 
veh, negativen oder Nullelemente in der Hauptdiagonalen der transformierten 
Matrix. 

Wir bezeichnen mit J die Jacogische Funktionalmatrix der Transformation 
(2). Da ihre Determinante — die Funktionaldeterminante dieser Transfor- 
mation — von Null verschieden ist, so existiert die inverse Matrix J-!. Die 
Formel (3) ist folgender Matrizengleichung äquivalent: 

A=JAT, 6) 
der Strich an der Matrix J bedeutet dabei die transponierte Matrix. 

Wir ‚nehmen jetzt an, daß eine nichtentartete lineare Transformation mit 
der Matrix o die Matrix A in eine Diagonalmatrix D überführt: 

A=0Deo. 

Dann gilt auf Grund der Formel (5) 


A=JoDo J =(J0)D(J 0), 


d.h., die Matrix A wird mit Hilfe der nichtentarteten Transformation J co 
in dieselbe Diagonalmatrix D übergeführt. Folglich stimmen die Anzahlen 
der positiven, der negativen und der nullwertigen Eigenwerte der Matrizen A 


und Ä überein. Die Behauptung ist damit bewiesen. 
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$ 2. Charakteristiken. Die Beziehung zwischen den CaucHvschen Anfangswerten 
auf der Charakterstik’ 


Wir betrachten die in bezug auf den Hauptteil lineare partielle Differential- 
gleichung zweiter N 


ou [473 Bi 
Ayıl®) Er tr ol ee) 0. a) 
Gleichzeitig stellen wir die Differentialgleichung erster ndanng 
j dw do 
A;n(®) De 0 .. (2) 
auf. Diese heißt charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (1). Wenn 
die Funktion o(&,,&,...,2„) die charakteristische Gleichung erfüllt, dann 
heißt die durch die Gleichung 
ME, Rp. - - 5 Am) = C ; (3) 


(© eine beliebige Konstante) definierte Fläche (Kurve im Falle m = 2) charak- 
teristische. Fläche (entsprechend charakteristische Kurve) oder Oharakteristik der 
Differentialgleichung (1). 

Formal wird die charakteristische Gleichung wie folgt aufgestellt: Man bildet 
die der Koeffizientenmatrix A des Hauptteiles der Gleichung (1) run 
quadratische Form = 

(Abt) = Anti, (4) 


substituiert in dieser Form ti; = 2® und setzt den sich ergebenden Ausäinäk 
gleich Null. 0 
Wir erwähnen folgende wichtige Eigenschaft der Charakteristiken: Die Cha- 
rakteristiken sind invariant in bezug auf Transformation der unabhängigen 
Veränderlichen. Dies bedeutet folgendes: Wenn w(X,, % . - . , %„) eine Lösung 
der Gleichung (2) ist und wenn die Transformation der unabhängigen Veränder: 
lichen (1.2) die Funktion &(&; %, . . . ,2%„) in die Funktion @(&,&,...; En) 
überführt, dann ist diese neue Funktion Lösung der Gleichung 
er =D 8 , 
Pe 
die letzte Gleichung stellt die charakteristische Gleichung der transformierten 


Differentialgleichung (1.4) dar. 
In der Tat gilt‘ 


(2a) 


im 08 d& im 08 08, 
0x; ö&, 02” Or 0, da 


Durch Einsetzen in Gleichung (2) ergibt sich unter Verwendung der Formel (1.3), 
daß © die Gleichung (2a) erfüllt. 

‘ Eine Gleichung vom elliptischen Typ besitzt keine reellen Charakteristiken. 
Wenn nämlich (1) eine elliptische Gleichung ist, dann ist (4) eine definite quadra- 
tische Form, und letztere verschwindet (für reelle i,) nur dann, wenn , =, — 
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=... —-=0gilt. Folglich besitzt die charakteristische Gleichung nur die 
Lösung & = const, durch die aber keine Fläche definiert wird. 

Wir zeigen jetzt, daß die Cauchyschen Anfangswerte auf der charakteristi- 
schen Fläche durch eine gewisse Beziehung miteinander verknüpft sind. Daraus 
folgt dann, daß man die CauoHvschen Anfangswerte auf der charakteristischen 
Fläche nicht unabhängig voneinander vorgeben kann. 

Die Caucavschen Anfangswerte seien auf einer hinreichend glatten. Fläche T, 
welche durch die Gleichung 


Ela %p> - - -, &m) = 0 6) 
definiert werde, vorgegeben und mögen folgende Gestalt besitzen: 
0 
ul, Zn. 6) 


dabei bedeutet A eine Richtung, die keine Tangente an T ist. Wie im $4 des 
Kap. 9 festgestellt wurde, lassen sich bei Kenntnis der Vorgaben (6) die Werte 
sämtlicher erster Ableitungen der Funktion u auf der Cavc#yschen Fläche I 
bestimmen. 

Wir wählen einen beliebigen Punkt auf der Fläche J’' und führen in einer 
gewissen Umgebung dieses Punktes ein neues Koordinatensystem ein. Wir 
setzen &, =E und wählen die Koordinaten £&,&, - - -, &mı derart, daß die 
sich ergebende Koordinatentransformation eineindeutig ist, eine von Null ver- 
schiedene JacoBIsche Funktionaldeterminante hat und daß die Funktionen £, 
stetige zweite Ableitungen besitzen; ansonsten dürfen die Koordinaten &,, &,, 

.., &nı beliebig sein. In den neuen Koordinaten nimmt die Gleichung der 
CaucHyschen Fläche /’ die besonders einfache Gestalt &, = 0 an. 

Wir nehmen jetzt an, daß J' die charakteristische Fläche sei, d.h., es gilt 


Das verschwindet in den Variablen &, der Koeffizient bei der Ableitung 
u 
RM 
chung erster Ordnung dar. 

Wir zeigen jetzt, daß man allein mit Hilfe der Cavomvschen Anfangswerte 
sämtliche in die transformierte Gleichung (1) eingehenden Ableitungen auf der 
Fläche I’ berechnen konn. Die Größe u|r = 94(x) ist bekannt. Die ersten Ab- 


‚ und unsere Gleichung stellt in bezug auf die Veränderliche &,„ eine Glei- 


leitungen = lassen sich so bestimmen, wie weiter oben zer wurde. 


ri 
Die zweiten Ableitungen, mit Ausnahme der Ableitung - ‚ erhält man, 
indem man die ersten Ableitungen nach &,,&, .. ., &n—_ı1, d.h. also nach Tan- 


gentenrichtungen an die Fläche /', differenziert. Die einzige zweite Ableitung, 
die sich nicht, nn von den CaucHYschen Anfangswerten, berechnen 


; diese tritt jedoch in der transformierten Gleichung 


nicht auf. 
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Somit lassen sich auf der Cavcavschen Fläche /' die Werte sämtlicher Aus- 
drücke, welche in die linke Seite der auf die Veränderlichen &,, &,.- -; &m 
transformierten. Gleichung (1) eingehen, berechnen. Setzt man diese Werte 
in die Gleichung ein, dann ergibt sich, daß eine gewisse gegebene Funktion 
identisch Null sein muß. Dies ist nun die gesuchte Beziehung zwischen den 
Cavonvschen Anfangswerten auf der Charakteristik. Wird diese Beziehung 
verletzt, dann besitzt das Cavchvsche Problem mit Anfangswerten auf der 
Charakteristik keine Lösung. 

Als Beispiel betrachten wir die Wärmeleitungsgleichung 


mi 


my Z=0. | 7) 


_ z | do } = 
k=ı \ 0% 
Daraus folgt & = f(x.) mit einer willkürlich wählbaren Funktion f. Die Glei- 
chung der charakteristischen Fläche hat die Gestalt f({r,„) = const; löst man 
diese nach x,„ auf, dann ergibt sich eine Gleichung der Gestalt x, = const. 
Die Charakteristiken der Gleichung (7) stellen also eine Ebenenschar x, = const 
dar. Die Cavc#vsche Fläche sei jetzt die Ebene x, = 0, und die CAvcHYschen 


Bedingungen mögen von der Gestalt 
u 


== 9; 7, 1) (8) 


sein. Setzen wir in Gleichung (7) 2, = 0, dann erhalten wir sofort die Be- 
ziehung 


u, -o =pR; na, m) > Fr Z=0 


m—1 22 
0°p, 
9 = 2 ru 


Daraus folgt, daß die zweite Bedingung aus (8) überflüssig ist — es genügt, 
zur die Bedingung 

ul, =0 zu Polkı, % u. m_1) 
vorzugeben. m 


$ 3. Transformation der Ditferentialgleichungen zweiter Ordnung 
auf die kanonische Form 


Wir betrachten speziell den Fall einer linearen nichtentarteten Transfor- 
mation der unabhängigen Veränderlichen: 
&=jnt; k=1,2,...,mM; jm = const. (1) 
Führt man die Matrix J mit den Elementen j,, ein, dann läßt sich die Trans- 
formation (1) in der Form 


schreiben. 
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Halten wir jetzt den Punkt x fest, dann stellt die Koeffizientenmatrix A des 
Hauptteiles der Differentialgleichung eine Matrix mit konstanten Elementen 
dar. Die Matrix J läßt sich nun so wählen, daß die transformierte Koeffi- 
zientenmatrix A=JAJ [vgl. Formel (1.5)] Diagonalgestalt annimmt: 
Au = =0,j#k. Dann nimmt in dem festgehaltenen Punkt x Gleichung (1. i) 
folgende Gestalt an: 


ou ou ou 
Ergt® ae er) 


=-0...® 


Dabei ist 9, = Ar. Eine derartige Gestalt einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, in der keine gemischten zweiten Ableitungen vorkommen, heißt 
kanonische Form dieser Gleichung. Somit gilt: Eine partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearem Hauptteil läßt sich in einem beliebigen Punkt des 
Raumes mit Hilfe einer linearen Transformation der unabhängigen Veränder- 
lichen auf die kanonische Form bringen. 

Wenn die Koeffizienten A,;, konstant sind, dann läßt sich offenbar die 
Differentialgleichung im gesamten Raum gleichzeitig auf die kanonische Form 
transformieren. 

Die LAPLAOE- Gleichung die Wärmeleitungsgleichung un die Wellenglei- 
chung besitzen bereits die kanonische Form. 

Die kanonische Form einer Differentialgleichung steht in engem. Zusammen- 
hang mit dem Typ dieser Gleichung. Nach dem Syıvzsturschen Trägheits- 
gesetz für quadratische Formen sind nämlich unter den Zahlen », genauso 
viele positiv, negativ oder gleich-Null, wie unter den Eigenwerten A, der Koeffi- 
zientenmatrix des Hauptteiles. Somit läßt sich der Typ einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit linearem Hauptteil wie folgt bestim- 
men: Die Gleichung (1.1) gehört zum Typ (a, P,y), wenn von den Zahlen », 
in der kanonischen Form (2) dieser Gleichung & positiv, ß negativ und y gleich 
Null sind. 


S4. Der Fall zweier unabhängiger Veränderlicher 


Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für eine Funktion zweier unab- 
hängiger Veränderlicher zeichnet sich dadurch aus, daß sie sich nicht nur in einem ein- 
zelnen Punkt, sondern auch in einem gewissen Gebiet, in welchem sich der Typ der Glei- 
chung nicht ändert, auf die kanonische Form transformieren läßt. 

Wir bezeichnen mit x, y die unabhängigen Veränderlichen. und mit A, B, © die Koeffi- 
zienten des Hauptteiles. Dann nimmt die Gleichung folgende Gestalt an: 

2 2 2 
AU E u Ho + ol, =) v. a) 
0x? 0x 0y öy? ö dy 
Wir nehmen an, daß in jedem Punkt wenigstens einer der Koeffizienten 4, B oder C 
von Null verschieden ist. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, daß diese Koeffi- 
zienten der Klasse O2) in dem entsprechenden abgeschlossenen Gebiet angehören. 
Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Hauptteiles 


(20) 
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sowie deren Bigenwertgleichung 
A—-ıi B|_ o 
Bce-N\ 


oder 
2—-(A+O)A+H40—-B=0. 


Diese Gleichung besitzt die reellen Nullstellen 


A+0+NMd- o% raBR 
3 # 


A12 = 


letztere haben ein und dasselbe Vorzeichen für A C — B?>0 und verschiedenes Vor- 

zeichen für A C — B< 0; gt AC— B?=0, dann ist eine der Nullstellen gleich Null, 

die andere jedoch von Null verschieden. Daraus ergibt sich, daß Gleichung (1) für AC — 
— B? > O elliptisch, für A C — B? = 0 parabolisch und zu AU — B2<0 hyperbolisch ist; 

andere Typen können hier nicht auftreten. 

Die charakteristische Gleichung 2 
dw dw öm dw \2 A 
A|-—| +2B [6 =0 ; 2 

(2 + a a = 

läßt sich mit Hilfe des folgenden einfachen Ansatzes auf eine gewöhnliche Differential- 


gleichung zurückführen. Es sei w(x,y) eine Lösung der Gleichung (2). Wir betrachten 
die Charakteristik 


ale, y) = const. 


Auf dieser Charakteristik ist die Beziehung 


[20) FE 0 = 
0% oYy 
oder 
22 : aa = dy: (— de) 
0% oY 


erfüllt. Gleichung (2) ist homogen bezüglich - und an: Ersetzt man die letzten 
04 


Ausdrücke durch die ihnen proportionalen en dy und —de, dann. erhält man ‚die 
gewöhnliche Differentialgleichung 
Ad? — 2Bdaerdy + Cd? =0. (3) 


Wenn umgekehrt w(x, y) = const das allgemeine Integral der Gleichung (3) ist, dann 
überzeugt man sich leicht davon, daß: die Funktion o(x, y) der charakteristischen Glei- 
‚chung genügt. 

Gleichung (3) zerfällt in zwei Gleichungen 


dy B-+VYB®-AC 
A # 


de 

(4) 
dy B-YRB-AC 
de A 2 


welche übereinstimmen, wenn Gleichung (1) parabolisch ist; in allen übrigen Fällen sind 
diese Gleichungen verschieden. 

Wir betrachten zunächst den Fall einer elliptischen Gleichung (I): AC — B?>0. Wir 
nehmen an, die Koeffizienten A, B und C seien in eine gewisse Umgebung (in der kom- 
plexen Ebene) der reellen Punkte x und y analytisch fortsetzbar. Dann lassen sich die 
Gleichungen (4) als gewöhnliche Differentialgleichungen im Komplexen auffassen. Wir 
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betrachten z. B. die erste dieser Gleichungen, und es sei w(x,y) = const das allgemeine 
Integral dieser Gleichung; wie oben gezeigt wurde, erfüllt die Funktion o(x, y) die charak- 
teristische Gleichung (2). Wir nehmen jetzt x und y als reell an, und es gelte &(z, 4) = 
= &x,y) +inle,y), wobei € und n reelle Funktionen sind. Es ist leicht einzusehen, 
Di&, n) 


’ 


diese in einem gewissen Punkt gleich Null, dann würde in diesem Punkt 


E_ 8, m_,M 
0% dy 0% öy 


daß die Jacogısche Funktionaldeterminante nirgends verschwindet. Wäre nämlich 


oder = =4 2 für ein gewisses reelles A gelten. Setzt man nun dies in Gleichung (2) 
e " 
ein, so ergibt sich, daß die Gleichung 4%? +2 BA+C=0 reelle Nullstellen besitzt; 
letzteres kann jedoch wegen A € — B?>0 nicht eintreten. Wir wählen jetzt & und y 
als neue unabhängige Veränderliche, und es seien A, B und © die transformierten Koeffi- 
zienten. Da, wie im $ 2 gezeigt wurde, die Charakteristiken in bezug auf Transformationen 
der unabhängigen Veränderlichen invariant sind, so muß die Funktion ®=&-+in der 
neuen charakteristischen Gleichung 
[08 \2 BEL Be i7; »/05\2 
222 DE BR 1 Ps _o (5) 
dE dE dm ön 


genügen. Daraus ergibt sich Ä= 6, B=0. Dividieren wir nun die transformierte Glei- 
chung durch A, so bringen wir dieselbe auf die kanonische Form 
u u du ou 
— + — +9 [8,7% —, —)=0. 6) 
ran) (6) 


Sind die Koeffizienten A, B, C nicht in ein gewisses komplexes Gebiet analytisch. fort- 
setzbar, dann läßt sich Gleichung (1) trotzdem auf die Form (6) transformieren, wenn man 
eine zusätzliche, natürlich erscheinende Voraussetzung macht, welche. wir etwas später 
formulieren wollen. Wir setzen zunächst 


4 B C 


=4, er ’ mE D nes 
Yac-B VYAC-B y46-B 


so daß also ac — 5b? = 1 gilt. Jetzt stellen wir die elliptische Differentialgleichung 


ö on on o (,n on 
— la +5b— —Ib— —)=0 7 
[® Pa =)+ er | +0) ( \ 


auf. Wir wählen einen beliebigen Punkt (x,, y,) und setzen voraus, daß Gleichung (7) in. 
einer gewissen Umgebung dieses Punktes eine Lösung der Klasse 02) besitzt, welche nicht 
identisch einer Konstanten ist, dann gilt in dieser Umgebung 72. +23 > 0. Auf Grund 
der Gleichung (7) ist das System 


d& Mm, 8M E_ mM, 
b P =a— +b— 8 
0% | 0% 2 zn) öy e 0% a 0Y 2 


lösbar, und es existiert eme Funktion & € 0%), die dieses System erfüllt. Man beweist leicht, 


daß ME n #0 ist und daß die Funktion &z, 4) + i n(®, y) der charakteristischen 
’ 
Gleichung genügt. Das Weitere verläuft genauso wie oben. Wir bemerken schließlich noch, 
daß wir in diesem Falle von den Gleichungen (4) keinen Gebrauch gemacht haben. 
Wir: wenden uns jetzt dem parabolischen Fall zu. Sei &(x, y) = const das allgemeine 
Integral jeder der Gleichungen (4). Wir führen die neuen Veränderlichen & und 7 ein; dabei 
bedeutet 7 = n(, y) irgendeine von &(x, y) unabhängige Funktion. Da Gleichung (5) die 


6, 
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Lösung & = £& besitzt, so ist Ä=0. Da sich außerdem der Typ der Gleichung bei einer 

Variablensubstitution nicht ändert, so gilt AO — B? = 0 und somit B=0. Dividieren 

wir die transformierte Ze (1) durch C, so bringen wir diese auf die kanonische Form 
ou Ki RN 

oE 

Im hyperbolischen Fall führen ww ,=&+n und, =&-—n als neue unabhängige 


Veränderliche ein; dabei sind &(&, y) = const und n(z, y) = const die allgemeinen Integrale 
der Gleichungen (4); wie man leicht sieht, verschwindet nirgends die JAcoBısche Rn 


RD + B, ($ N U, — (9) 


determinante DE; en. Gleichung (5) besitzt in diesem Fall zwei Lösungen: & = — & + N) 
xy 
= & — 9,), und somit gilt A=-— ©, B = 0. Dividieren wir nun die transformierte 


Gleichung (1) durch Ä, so gelangen wir zur kanonischen Form dieser Gleichung: 


ou u ou ou 
= Ge + D, ( N1> U 


Be —,—\=0. 10 
Fer d&, em an 


$5. Formal adjungierte Differentialausdrücke 
Wir betrachten den linearen Differentialausdruck zweiter Ordnung 


Du = An mt Ar + don. () 
Im euklidischen (2, %, - . ., %&„)-Raum geben wir ein endliches Gebiet 2 vor, 
welches von einer stückweise glatten Fläche /' berandet wird. Wir setzen 
voraus, daß im abgeschlossenen Gebiet R=QuT die Koeffizienten A; 
stetige zweite Ableitungen, die Koeffizienten A, stetige erste Ableitungen be- 
sitzen und der Koeffizient A, stetig ist. Des weiteren nehmen wir an, daß 
we c&XQ) gilt, d.h. daß die Funktion u(x) zusammen mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen im abgeschlossenen Gebiet 2 stetig ist. 
Wir konstruieren jetzt den Differentialausdruck 
0°(A,, u) (A, u) + Am. (2) 


0%; 0% 0% 


Mu= 


Diesen nennen wir den zu L formal adjungierten Differentialdruck. Es erweist 
sich als günstig, den Ausdruck Z auf die folgende Gestalt umzuformen: 


Lu=2.(4n2 + Be eo Bi, = Ay ER, 0=4,,") 
5 


2 
Wenn L in dieser Form dargestellt wird, dann nimmt M die Gestalt 


0% 0% 


an. Unter Berücksichtigung dieser Beziehung prüft man leicht nach, daß die 
formale Adjungiertheit eine symmetrische Eigenschaft ist: Der zu M formal 
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adjungierte Differentialausdruck ist L. In der Tat gilt 
Mo [) (Av =) Bi ou +(o eu 
dx; dc "0% 0x 
Wenn nun N der zu M formal adjungierte Differentialausdruck ist, dann gilt 
N u=-(An2r)- &B,u) +(e eu=bu. 
i 0% 0%, 0% 0%, 

_ Wenn M=L ist, dann heißt der Differentialausdruck L formal selbstadjun- 
giert. 

Wie man aus den Formeln ) und (4) ersieht, unterscheiden sich. formal 
adjungierte Ausdrücke nur in den mittleren Gliedern dieser Formeln. Offenbar 
sit’ M=L dann und nur dann, wenn BB =0, k=1,2,...,m, ist. Der 
Differentialausdruck Z ist somit dann und nur dann selbstadinmbiert; wenn 
B=0,k=1,2, ‚m, ist. Daraus folgt, daß sich ein formal selbstadjun- 
gierter Diseranualanadeak zweiter Yang auf folgende Gestalt bringen 
läßt: 


0% 
Der LarLscz-Operator und der Wellenoperator sind formal selbstadjungiert, 
dagegen ist der Wärmeleitungsoperator nicht formal selbstadjungiert: 


Lu=2 (41 ) is A (5) 
j 2 


$6. Die Grzenschen Formeln 


Der Differentialausdruck L sei durch die Formel (5.3) definiert, und seine 
Koeffizienten mögen die Bedingungen des $5 erfüllen. Des weiteren seien die 


Funktionen u, v € cx2). Wir bilden das Integral 


, 
Lude = A, dee 4 Be Culd 1 
ir = = = u) ö Je | . ® ) ze m 


Durch Anwendung der Formel der partiellen Integration (vgl. Kap. 2, $1) 
auf das erste Integral der rechten Seite erhalten wir die sogenannte erste GREEN- 
sche Formel 


[raw = > 2 dx -| 
0% PEYM 
2 


a: (4 On)ünt fon 


Dabei en v die (in bezug auf das Gebiet 2) äußere Normale zur Fläche /". 
Jetzt wenden wir die erste Gramnsche Formel auf den formal adjungierten 
Differentialausdruck M an, wobei wir w und v miteinander vertauschen: 


[era = [An ou 0 fe B, dv Ä (e old | 
Om; 0x 0% 0%, 
2 fe} 


2 


cos Z Jan. &) 


Si. J u A; - cos (v, 2) AT. (8) 


2 
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Die Formel (3) subtrahieren wir nun von der Formel (2). Dabei überzeugt 
man sich leicht davon, daß rechts sämtliche Raumintegrale verschwinden. Da 
nämlich A,, = Ar; ist, so stimmen die ersten Integrale der rechten Seiten von 
(2) und (3) überein. Des weiteren ergibt sich durch partielle Integration 


- [u Br = du = [v cr) da [Bro 00 a) ar= 
2 n 2 Fa 
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Ei, Du -uv u Srwrnmar. 


Daraus ersieht man, daß die auf den rechten Seiten der Honnel, (2) und (3) 
auftretenden Raumintegrale gleich sind. 
. Als Ergebnis der Subtraktion erhalten wir die zweite Grmensche Formel 
fer« —uMv) dx = [An (v2 2) + Beuooos: %) Ad. (4) 
2 r = 
Die Greenschen Formeln vereinfachen sich etwas für formal Sie 
gierte Differentialausdrücke. In diesem Fall gilt nämlich B,=0, und es 
ergeben sich die folgenden einfacheren Formeln: die erste Grenusche Formel 


frrw = Sa u u > 


2 


cos (9, ) dI' 


(5) 
und die zweite GREENsche Formel: 


for -urnar= [Anfo— u-)cosß, z)al. | (6) 
Pr) r 


Wir stellen jetzt die Greenschen Formeln für die drei wichtigsten Differen- 
tialausdrücke (man nennt sie gewöhnlich Operatoren) der mathematischen 
Physik, den Larrzace-, den Wärmeleitungs- und den Wellenoperator, auf. 

1. Der LapzAcz-Operator 


ist formal selbstadjungiert; seine Koeffizienten nehmen die Werte A,r = Ö5x 
und OÖ =0an. Setzt man diese Werte in die Formel (5) ein, so ergibt sich die 
erste GREENsche Formel für den LAPLACH-Operator: 


fr da = N RE ADE p a (7) 
ÖX, 0% ov 
2 6} 1} 


Wir erwähnen noch zwei Spezialfälle der Formel (7). 
Für u = v erhalten wir 


[a Auar = - 2(e) (8) 
Q2 


Q2 
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Wie.bereits im $3 von Kap. 4 bemerkt wurde, nennt man das Integral 
m F 
[2)* 
31 \ 0% 
2 


Diıcauatsches Integral. 
Setzt man in der Formel (7) v = 1, so ergibt sich die folgende, für das Weitere 


wichtige Formel 


[ar = [Auaz. (9) 
ov 
Fr 2 
- Die zweite Grwensche Formel für den LaPrLAcE-Operator hat die Gestalt 
fe zu u a0) = [v& u )ar. (10) 
j öv öv 
S r 


2. Der Wärmeleitungsoperator 
2 8 m—1 02 


- Om k=1 dx 


ist nicht formal selbstadjungiert. Für diesen Operator gilt 


Am=0; Au=—-1, I<sk<m-| Ay=0, j#k 
DBn=l B=9, I<Sksm-]|; C=0. 
Der zum Wärmeleitungsoperator formal adjungierte Operator M ist von der 
Gestalt 
BE m—1 
ELBE LE 
Cm k=ı 9% 


Auf Grund der Formeln (2) und (4) ergibt sich 
ne m—1 m—1. 
[pr = [2 eu 2 ve) p Z -% cos (v, 2) AT; 
m z=ı % 


k—ı 0% 0% 0% 
2 2 ZT (11) 
m—1 
fer« — u M.v) de = l P3 (u _ v) cos (9, %,) + uv cos van |ar. 
| F F k=1 6X, 0% . 


(2) 
| 3. Der Wellenoperator wird oft durch das Symbol [7] gekennzeichnet: 

02 mi 92 
oc}, 2 Pr 


FI 


Dieser Operator ist formal selbstadjungiert; seine Koeffizienten sind 
Am=1; Aum=—1, 1Ek<m-1 An=b, 
j#k;, 0=0. 
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Die Formeln (5) und (6) nehmen für den Wellenoperator folgende Gestalt an: 


m—1 
ö ö ö ö 
vlude= [| x “ar GAB de - 
k-1 02 0% 0%, Od 
2 


2 


4 I 2 cos (v, 2) — z cos (p, 2] ar, (13) 


[enr-eunar- [2 2) m - 
2 


ee u 77) PL) 
_ G- _ u) cos (v, ) al. {14) 


k=1 


Teil V 


Gleichungen vom elliptischen Typ 


KAPITEL 11 


LAPLACE-GLEICHUNG 
UND HARMONISCHE FUNKTIONEN 


$ 1. Grundbegriiie 


Wir beginnen mit der einfachsten, aber wichtigen elliptischen Differential- 
gleichung, der Lartacz-Gleichung. Diese Gleichung hat die Gestalt 


— Au = fa). ) 


Dabei ist f(x) eine gegebene Funktion. Gilt f(x) = 0, dann heißt Gleichung (1) 
inhomogene Laruacz-Gleichung. Im Falle f{x) = 0 haben wir es mit der homo- 


genen LArLacz-Gleichung 
du=0 (2) 


zu tun. Die inhomogene LArLacz-Gleichung nennt man häufig auch Poısson 
Gleichung. 

In der ausführlicheren Schreibweise nehmen die inhomogene bzw. die homo- 
gene LartAcH-Gleichung die Gestalt 


bzw. 


an: 

Wir betrachten eine gewisse geschlossene Fläche /', die nicht unbedingt 
zusammenhängend sein muß; /' berande ein endliches oder unendliches Ge- 
biet 2 (vgl. Abb. 12 bzw. Abb. 13). In beiden Fällen setzen wir voraus, daß 


Abb. 12 


13 Michlin 
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die Fläche I’ endlich ist. Wir wollen das Verhalten der Lösungen der homo- 
genen LarLAck#-Gleichung in derartigen Gebieten untersuchen!) 

Die Funktion u(x) heißt harmonisch im endlichen Gebiet Q, wenn sie in 
diesem Gebiet zweimal stetig differenzierbar ist und der homogenen LAPLACH- . 
Gleichung genügt. 

Die Funktion u(x) nennen wir harmonisch im unendlichen Gebiet 2, wenn u(x) 
in jedem endlichen Punkt dieses Gebietes zweimal stetig differenzierbar ist, 
der homogenen LAPLAOE- USHBuRE genügt und für Bmrapkend große |x| die 


Ungleichung 


Sn (8) 


erfüllt, wobei m die Dimension des Raumes und Ü eine gewisse Konstante 
bedeuten. Im Falle eines ebenen Gebietes (m = 2) bedeutet die Bedingung (3), 
daß eine in einem unendlichen Gebiet harmonische Funktion im Unendlichen 
beschränkt ist. 

Es sei betont, daß sich die Definition der harmonischen Funktion nur auf 
den Fall eines offenen Gebietes (d. h. einer offenen, zusammenhängenden Menge) 
bezieht. Wenn von einer in einem abgeschlossenen Gebiet harmonischen 
Funktion die Rede ist, dann ist darunter eine Funktion zu verstehen, die in 
einem offenen Gebiet, welches das genannte abgeschlossene Gebiet enthält, 
harmonisch ist. 

Wir bemerken schließlich, daß die Definition der harmonischen Funktion 
keinerlei Bedingungen an das Verhalten der Funktion auf. dem Rande des 
Gebietes stellt. 


Beispiel l. Wenn 2 ein unendliches Gebiet ist, dann ist die Funktion v(x) =i nur 
für m = 2 harmonisch. Wenn m > 2 ist, dann ist diese Funktion in keinem unendlichen 
Gebiet harmonisch ; sie ist allerdings für beliebiges m in jedem endlichen Gebiet harmonisch. 

Beispiel2. In der zweidimensionalen Ebene ist die Funktion 


1 x 
nn re (,)- ar y 


mit z2=x-+iy in einem beliebigen Gebiet, welches den Koordinatenursprung nicht 
enthält, harmonisch. 

j "Beispiel 3. Die Funktion Re Vs, z2=x+iy, ist im radial aufgeschnittenen Kreis 
| < R(R beliebig positiv) harmonisch. 

‘ Beispiel 4. Die Funktion zweier Veränderlicher vu = a? + y? ist in keinem Gebiet 
harmonisch, da sie nicht der homogenen LarLAcoz-Gleichung genügt: 


A®+-P)=40. 
Beispiel 5. Die Funktion « = a? — y? ist in einem beliebigen endlichen. Gebiet har- 
monisch. 


. Inder zweidimensionalen Ebene ist die homogene LarLaor-Gleichung invariant bezüglich 
konformer Abbildungen (vgl. Kapitel 13, $3). Für beliebiges m ist dies nicht der Fall; 


1) Von großem Interesse ist die Untersuchung der Lösungen elliptischer Gleichungen auch 
in solchen Gebieten, die von unendlichen Flächen berandet werden. Mit derartigen Unter- 
suchungen werden wir uns in diesem Buch nicht beschäftigen; lediglich an einer Stelle 
(in Kap. 18) wird der Fall des Halbraumes betrachtet. 
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dennoch existiert eine Abbildung, die eine beliebige harmonische Funktion wieder in eine 
harmonische Funktion überführt. Es ist dies die KeLvin-Transformation, die den Punkt 
°C = (&,% .. - » 2) in den Punkt x’ = (@,, 2, . - . , x.) abbildet, welcher zu dem Punkt x 
in bezug auf die Sphäre vom gegebenen Radius R mit dem Mittelpunkt im Koordinaten. 
ursprung symmetrisch ist; eine gegebene Funktion u(x) wird, dadurch in die Funktion 
e Rm—2 

we) = nee) 4) 
übergeführt. 

Es sei daran erinnert, daß die Punkte x und «° in bezug auf die oben genannte Sphäre 
symmetrisch heißen, wenn'beide auf einem vom Koordinatenursprung ausgehenden Strahl 
liegen und wenn |e| - |’] = R? gilt. Die cartesischen. Koordinaten Symmetrischer Punkte 
genügen der Beziehung 

: R2 2 


Eine einfache, aber recht umfangreiche Rechnung ergibt die Beziehung 


m. Op em 2 m ou em +2 


Ayw = 7 Au. 
= P On, Pmt2 0 Amr2 ö 


Somit folgt aus A,u = 0 stets Ayw = 0. 


S2. Die singuläre Lösung der Laprace-Gleichung 


; Es seien 2 = (2,0%, ...,2) und E= (&,&,...,&m) zwei Punkte des m- 
dimensionalen euklidischen Baunies En. Wir setzen 
= — = \La-ar I (0% — 2 5) 
und betrachten die Funktion DE ns 
i 1 
Ye, = ) 


für.m > 2. Den Punkt & nehmen wir als fest an, so daß man ur, &) als Funk. 
tion des Punktes x betrachten kann. 

Die Funktion v(z, &) ist im Punkt z = € unstetig. Wir beweisen jetzt, daß 
die Funktion v(x, &) in einem beliebigen Gebiet, welches den Punkt nicht 
enthält, harmonisch ist. Zunächst ist die Funktion v(x, &) in einem solchen 
Gebiet zusammen mit ihren Ableitungen beliebiger Ordnung stetig. Des wei- 
teren gilt im Unendlichen 


vi, &) = 0 (um=3) = (8) 


In der Tat, es giltr = |e — &| > |«| — El. Da uns das Verhalten der Funktion.» 
für hinreichend große |x| interessiert, so können wir annehmen, daß |] > 2 |£| 


ist, Dann gilt |E| < ei ‚r> El und 


Im—2 


vw, &) < 


[a] —2 g 


13* 
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Die Beziehung (3) ist wesentlich, wenn das betrachtete Gebiet unendlich ist. 
. Schließlich genügt die Funktion (2) der homogenen Larzacr-Gleichung. 


In der Tat, es gilt — = N ;‚ daraus ergibt sich 
TR 


av ___ m-2O _ _ (mM) &) 
0% ml dr rm : 
Des weiteren gilt 
 _ _ m—2, mm — 2) - E) _m—2[ mia — &)? i 
ox2 em! gm+2 em r2 Ä 


Wir summieren nun die letzten Ausdrücke auf und erhalten 


mi m—2|m 
a 


Die Funktion v(x, &) heißt singuläre Lösung der LarLack-Gleichung. 

Für die Anwendungen ist es wichtig, wie wir weiter unten sehen werden, 
daß die singuläre Lösung für x — £ mit einer bestimmten Geschwindigkeit 
gegen Unendlich strebt. Für m = 2 ist die Funktion (2) identisch gleich Eins; 
eine solche Funktion kann nicht als singuläre Lösung dienen. 

Im Falle m = 2 nennt man die Funktion 


va, = In . (4) 


singuläre Lösung der LarLacz-Gleichung. Diese Funktion ist harmonisch in 
einem beliebigen endlichen Gebiet, welches den Punkt & nicht enthält. 
Die singuläre Lösung der LArrLAoz-Gleichung ist eine symmetrische Funk- 
tion von x und &. Somit stellt die Funktion v(z, &) bei festem x in einem be- 
liebigen Gebiet, welches den Punkt x nicht enthält, eine harmonische Funktion 
von € dar; im zweidimensionalen Fall muß dieses Gebiet außerdem endlich sein. 
Bemerkung. Für denjenigen Leser, der mit dem Begriff der verallgemeinerten Funk- 
tionen vertraut ist, bemerken wir, daß die singuläre Lösung der LarLAor-Gleichung der 


Gleichung e u ii 
— Avr=cölt — 


genügt; dabei ist ö die Dirac-Funktion und c eine entsprechend gewählte Konstante. 


$ 3. Die Integraldarstellung für die Funktionen der Klasse C® 


Wir betrachten ein endliches Gebiet 2 im m-dimensionalen Raum E, (m > 2), 
das durch eine stückweise glatte Fläche J' berandet wird. In .2 sei eine Funk- 
tion u(£) gegeben; & ist ein variabler Punkt dieses Gebietes. Wir nehmen an, 


daß we CR) gilt. Im Gebiet Q geben wir einen beliebigen Punkt x vor. 
Wir beschreiben um diesen Punkt eine Kugel D, vom Radius e mit dem 
Mittelpunkt im Punkt x; die Oberfläche der Kugel D, bezeichnen wir mit $,. 
Den Radius e wählen wir so klein, daß die Kugel D, ganz im Inneren des 
Gebietes 2 liegt (vgl. Abb. 14). 
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Setzen wir Q® = Q\D,, dann gehören die beiden Funktionen u(&) und 
die singuläre Lösung der LarLAoz-Gleichung 


vlw,&) = - z 


zur Klasse C®(20), und auf diese Funktionen ist die Greensche Formel 
(6.10) aus Kap. 10 anwendbar: 


ze lee 2) 48. (1) 


@\D, 


Der Index & an den Differentialen bedeutet, daß die Integration nach dem 
variablen Punkt & erfolgt. 

Die Formel (1) läßt sich vereinfachen, wenn man bemerkt, daß Av = 0 in 
Q\D, gilt. Des weiteren ist r =.e auf der Sphäre S,, und die in bezug auf 
das Gebiet Q\D, äußere Normale » zu $, ist 
entgegengesetzt zum Radiusvektor gerichtet. So- 
mit gilt auf 8, 


Gt I 
er 
v ° I _m—2 
ov ör \rm-2 r=E& em—1 


Unter Benutzung der bekannten Formel ds, = 
—=r”1d$,, wobei 8, die Sphäre vom Radius r 
bedeutet, erhalten. wir für r = e: 

dS, = em-1d8,. 


Schließlich führen wir folgende Bezeichnung ein: 


Abb. 14 


0 !-2? 
= 
Für £e$, sit 0|=1 und folglich deS,. Dabei ist E=x=-+&6. Jetzt 
läßt sich die Formel (1) auf folgende einfachere Gestalt bringen: 


us Aue) de = [ z 2 rn = De 


aD, 
fie BETON ee) u@+en]ası. (2) 


öv 
S 


In der Formel (2) lassen wir jetzt e— 0 streben. Dann hat die linke Seite 
dieser Formel das uneigentliche Integral 


l 
f u Aue) de 
2 
zum Grenzwert. Auf der rechten Seite der Formel (2) hängt das erste’Integral 


184 11. Laprace-Gleichung und harmonische Funktionen 


nicht von e ab; das'zweite Integral läßt sich in zwei Integrale. aufspalten: 


fi RR TEN) Sy) u(@+20)|a8 = 


öv 
5 “. 
ug Be dS, — (m en ds. (3) 
: 
S, 


Die ersten Ableitungen der Funktion «(£) Bid im abgeschlossenen Gebiet 2 
stetig und somit beschränkt. Es sei 


SM = const. 
2; = 

Dann silt 

u ou 

el < 

| |” 6, cßw,ä) mM. 
Daraus ergibt sich nun 
le fret:Das, <emM|S| 0. 


Fe 
Im zweiten Summanden der rechten Seite der Formel (3) kann man wegen 


der Stetigkeit der Funktion den Grenzübergang unter dem Integral aus- 
führen. Folglich ist der Grenzwert dieses Summanden gleich 


— (m — 2) [ u) dS, = — (m — 2) |Sı| w(®) 
S 


Somit erhalten wir als Ergebnis des Grenzüberganges in der Formel (2) die 
Beziehung 


rm öv 


1 2u(&) ö 
OE= = — u) — de] — (m — 2) |S| wa) . 


Daraus ergibt sich nun 


dulE) ö 
al a) ) 1851 /® 2 u av rm =) en 


ug) de. (4) 


(m — 2) |8}| |» z 
& 
Die Formel (4) nennt man Integraldarstellung einer Funktion der Klasse O9. 


Für m = 3 gilt |S,| = 4, und die Integraldarstellung (4) nimmt in diesem. 
Fall die folgende Gestalt an: 


ur) = ei (4 = _ u ar; , ar U Aue) dE. (5) 


Für m —= 2 ist die Formel (4) nicht sinnvoll. Wenn man nn in diesem Fall 


von der entsprechenden singulären Lösung v(z, &) = Int ausgeht und die 
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vorangegangenen Überlegungen wiederholt, dann erhält man die Formel 


eh int ze u(e) 24) a [mz4u8 as. (6) 
de ©, = 


27 öv 


Diese Formel liefert die Integraldarstellung einer Funktion der Klasse 0@ im 
Falle zweier unabhängiger Veränderlicher. 

Aus der Integraldarstellung (4) ergeben sich eine Reihe wichtiger Folge- 
rungen, mit deren Herleitung wir uns in den nachfolgenden Paragraphen des 
vorliegenden Kapitels beschäftigen wollen. 


$ 4. Die Integraldarstellung einer harmonischen Funktion 


Es sei 2 ein endliches Gebiet mit dem stückweise glatten Rand /' und u(x) 
eine in Q harmonische Funktion; auf Grund der Definition der harmonischen 
Funktion ist dann we CR). Wir setzen außerdem voraus, daß u c O2) 
gilt; dann kann man der Funktion u(x) die Integraldarstellung (3.4) geben. 
Dabei verschwindet wegen Au = 0 das Raumintegral, und es ergibt sich die 


Formel 
= 1 1 0ulE). ö = 
(m — 2) [81 | fe & “e) in am =) en W 
r 


Letztere nennt man Integraldarstellung einer harmonischen Funktion. 
Im Falle m = 2 erhält man die Integraldarstellung einer harmonischen 
Funktion aus der Formel (3.5) für du = 0: 


ua) = J (m eo u) in ars (2) 
j ” 


Satz 11.41. Eine in einem gewissen Gebiet harmonische Funktion besitzt 
in diesem Gebiet sämtliche Ableitungen beliebiger Ordnung. 

Beweis. Die Funktion (x) sei harmonisch in dem endlichen oder unend- 
lichen Gebiet 2. Im Gebiet 2 wählen wir ein endliches inneres Teilgebiet 2, 
mit einem stückweise glatten Rand I, aus. Offenbar gilt dann ve COXN,), 
und auf das Gebiet 2, läßt sich die Integral- 
darstellung (1) anwenden: 


x) = PER x 
(m — 2) IS,| 
5: 1 oöu(E) oe 1 
2 [= öv “S) öv =) ul; 8) 
f 
ze. 


Wir konstruieren jetzt ein in bezug auf Q, 
inneres Teilgebiet 2, (Abb. 15) und nehmen 


an, daß ze Q, ist. Dann ist der Integrand Abb. 15 
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in (3) eine stetige Funktion des Punktes (x, £) und besitzt stetige Ableitungen 
beliebiger Ordnung nach den cartesischen Koordinaten x,, %, . . ., %„) des Punk- 
tesz. Nach dem bekannten Satz über die Differentiation eines Parameter- 
integrals besitzt die Funktion u(x) Ableitungen beliebiger Ordnung nach z,, x, . . 
..,&m, und diese Ableitungen erhält man durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen in der Formel (1). 

Zum Abschluß des Beweises genügt es zu bemerken, daß man. bei einem 
beliebig vorgegebenen Punkt x e 2 die Teilgebiete 2, und Q, stets so wählen 
kann, daß der Punkt x zu Q, gehört. 


$5. Der Potentialbegriff 


Die Integraldarstellung (3.4) gibt Veranlassung zur Einführung von drei 
Integraloperatoren speziellen Typs. 
Es sei [' eine endliche stückweise glatte Fläche. In den Integralen der 


a 


Darstellung (3.4) ersetzen wir die Funktionen Auf&), —- und u(E) entsprechend 


durch beliebige Funktionen o(£), u(&) und o(£). Dann en wir die drei von 
x abhängigen Parameterintegrale 


[awar, [an ear, [are d. 
IT‘ T 2 


Man nennt diese nacheinander Potential der einfachen Schicht, Potential der 
Doppelschicht und. 'Volumenpotential!). Die Funktionen w(£), o(£) und o(£) 
heißen die Dichten dieser Potentiale. 

Wir untersuchen jetzt die einfachsten Eigenschaften der Potentiale der 
einfachen und der Doppelschicht. Im. Gegensatz zu der Formel (3.4), wo der 
Punkt x unbedingt im Inneren von I’ liegen muß, setzen wir hier voraus, daß 
sich der Punkt x sowohl innerhalb als auch außerhalb der Fläche I’ befinden 
kann. Der Fall x e !' verlangt eine gesonderte Betrachtung, welche wir im 
Kapitel 18 vornehmen werden. 

Satz 11.5.1. Wenn die Dichten auf I' summierbar sind, dann sind die Po- 
tentiale der einfachen und der Doppelschicht harmonische Funktionen in. einem 
beliebigen (endlichen oder umendlichen) @ebiet, das mit der Fläche I’ keine. ge- 
meinsamen Punkte besitzt. 

Beweis. In einem beliebigen Punkt x € I" besitzen die Potentiale der ein- 
fachen und der Doppelschicht sämtliche Ableitungen beliebiger Ordnung. Da- 
von kann man sich leicht durch wortwörtliche Wiederholung der entsprechenden 
Überlegungen aus dem Beweis des Satzes 11.4.1 überzeugen. Wenn also D das 
im vorliegenden Satz genannte Gebiet bezeichnet, dann besitzen beide Poten- 
tiale in D alle Ableitungen beliebiger Ordnung, insbesondere‘auch die zweiten 
Ableitungen. 


1) Für das Volumenpotential ist auch die Bezeichnung Newronsches Potential gebräuch- 
lich (Anm. d. Übers.). 
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Des weiteren genügt das Potential der einfachen bzw. der Doppelschicht der 
homogenen LarLacz-Gleichung. In der Tat, wenn x € J’ist, dann kann man 
unter dem. Integralzeichen differenzieren. Setzen wir 


v2) = [nd 


Fu 


; 0 

wie) = = ge HE) de", 
r 

dann silt 


A,v(z) a (=) Hei)dl=®. 


Dabei bedeutet der Indexx an dem Buchstaben A, daß die Differentiation 
nach den Koordinaten des Punktes x erfolgt. Des weiteren gilt 


Aw (x) = J* = EE =) cd)d,.] = fo Aula - ee =) Tl. 


Da » die im Punkt € errichtete Normale ist, so hängt cos (v, x;) nicht von x 
ab, und man kann diesen Faktor vor das Symbol der Operation A, schreiben: 


Ay) = [ow@ cos (9, 2%) Az e er ) del = 


— [oo con (v, 2) = A, (=) 4-0. 
r 


Im. Falle eines endlichen Gebietes D ist damit der Beweis des Satzes be- 
endet. Wenn dagegen das Gebiet D unendlich ist, dann hat man noch zu 
beweisen, daß die Funktionen v(z) und w(x) im Unendliehen die Abschätzung 
(1.3) besitzen. 

Wir wählen den Koordinatenursprung im. Inneren von I. Mit H bezeichnen 
wir den größten Abstand zwischen den Punkten der Fläche I". 


Durch Wiederholung der im $ 2 angestellten Überlegungen erhalten wir, daß 
für «| >2H gilt: r > 1/2 |z| und somit 


Bei = nr [melden 


das letzte Integral ist endlich, da die Funktion w{E) auf I’ summierbar ist. 
Für die Funktion v(x) ist damit die Abschätzung (1.3) mit der Konstanten 


Garn “Fime I del" 


gewonnen. 
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Wir betrachten jetzt das Potential der Doppelschicht w(x). Es gilt 


wa < [Io ==. joos., pl deP‘; 
Tr 


1 
iv rm—2 


4 < (m — 2) | jote 
J 


da aber |&, — | = r und jeos (, ©,)| = 1 gilt, so ergibt sich 
)| en 


Wels 2 [ei 


Für |&| >2 H ist nun r > 1/2 le], und wir erhalten. schließlich 


2m—1 m(m — 2) 


Was er I old. 
| 


Da die Funktion o(£) auf I’ summierbar ist, so ist das Integral auf der rechten 
Seite endlich. 

Somit gilt für das Potential der Doppelschicht sogar eine schärfere Ab- 
schätzung als die Abschätzung (1.3): Das Potential der Doppelschicht verhält 
sich im Unendlichen wie |«]"-D, 

Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 

Vollständiger werden die Eigenschaften der. Potentiale der einfachen und 
der Doppelschicht in Kap. 18 untersucht. 

Wenn die Fläche ['den Raum in zwei Gebiete — ein inneres und ein äußeres 
Gebiet — zerlegt, dann definiert sowohl das Potential der einfachen Schicht 
als auch das Potential der Doppelschicht zwei harmonische Funktionen: eine 
harmonische Funktion im Innengebiet und. eine andere im. Außengebiet. 


$ 6. Die Eigenschaften des Volumenpotentials 


Es sei. 2 ein endliches Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes, 
das durch eine stückweise glatte Fläche I!’ berandet wird, und es gelte o(£) € 


€ 2). Wir betrachten das Volumenpotential 
pa) = je® | a) 


in der Formel (1) kann x einen beliebigen Punkt des Raumes E, bedeuten. 
Satz 11.6.1. Wenn die Dichteo meßbar und beschränkt in 2 ist, dann vst 

das Volumenpotential (1) stetig und stetig differenzierbar im ganzen Raum Ey. 
Beweis. Die Funktion o(£) ist nach Voraussetzung des Satzes beschränkt; 

es sei !ol&)| < C. Wir setzen diese Funktion fort, indem wir o&d)= 0 für 


£eQ festlegen. Die auf diese Weise fortgesetzte Funktion o(£) erfüllt ebenfalls 
die Voraussetzungen des Satzes: sie ist meßbar und beschränkt, und es gilt 


[3 
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nach wie vor jo(&)| < O. Es sei x ein beliebig vorgegebener Punkt des Raumes E,. 

Wir wählen irgendein endliches Gebiet Q,, das in seinem Inneren sowohl den 
Punkt x als auch das Gebiet 2 enthält (vgl. Abb. 16); wenn ze 2 gilt, dann. 
kann man Q, = Q nehmen. Da o(£) = O0 in 2,\2 ist, so läßt sich das Potential (1) 


in der Form 
vo @) 


2, 


schreibe Die Stetigkeit der Funktion p(x) ergibt sich dann aus der am Schluß 
des $4 von Kap. 7 formulierten Behauptung. 

Wir beweisen jetzt, daß das Volumen- 
potential (1) im Punkt x stetige erste Ab- 
leitungen nach x, 2%, - . -, %, besitzt. Zu 
diesem Zweck differenzieren wir zunächst 
das Integral (2) formal nach x, unter dem 
Integralzeichen. Wir erhalten dann das 
Integral 


(m — 2) fas® Kae. AbbI6 


Dieses konvergiert eleichmäßig, da 


MA. tb 


yM —em—Ll 
gilt. Das Integral (3) bringen wir auf die Gestalt 
Als, —2 _ 
I end: Aun- AM, 


Rn r 
a 5 Be 


2 
_ Dabei ist die Funktion A(x, &) stetig und die Funktion o(£) beschränkt in 
2,. Aus der bereits oben erwähnten Behauptung des $4 von Kap.7 ergibt 


sich, daß das Integral (3) eine in 2, stetige Funktion von x ist. Nach dem. 
Satz über die Differentiation von Parameterintegralen existiert dann im 


Punkt ze 2, die Ableitung IP- ,‚ und diese ist gleich dem. Integral (3): 
% 


op _ u’) i 
= [el ne. 
B 2 
Berücksichtigt man, daß das a über 2 ” gleich Null ist, so erhält. man 
= jo m rm—2 = er 


Die ersten Ableitungen des Volumenpotentials erhält man also durch Differen- 
tiation unter dem Integralzeichen dieses Potentials. 
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Satz 11.6.2. Wenn die Dichteo in Q meßbar und beschränkt ist, dann ist 
das: Volumenpotential (1) in jedem Komplemeniärgebiet von 0 eine harmonische 
Funktion. 

Beweis. Wenn der Rand I’ des Gebietes 2 nicht zusammenhängend. ist, 
dann existieren mehrere Komplementärgebiete von 2:2, 93 - - ., &, (Abb. 17). 
Es sei (, eines dieser Gebiete. Wir wählen 
ein beliebiges, in bezug auf 2, inneres Teil- 
gebiet 2/, und es seixe Q;. Dann ist im Inte- 
gral (1) der Abstand r nach unten beschränkt 
durch die positive Zahl ö, welche den kleinsten 
Abstand zwischen den Punkten der Ränder 
der Gebiete Q, und Q; bezeichnet (Abb. 17). 


Der Integrand ist, ebenso wie seine Ab- 


ym—2 
leitungen beliebiger Ordnung nach x, %, . . ., 2m, eine stetige Funktion des 
Punktes (w, &) (we 2,£e 2). Daraus folgt, daß die Funktion p(x) im Gebiet 
2 stetige Ableitungen sämtlicher Ordnungen besitzt, welche man durch 
Differentiation unter dem Integralzeichen erhält. Im Gebiet Q; gilt somit 


Aa) = [el Ad = 0. 
2 


Da aber 2 ein beliebiges Teilgebiet ist, so gilt die letzte Beziehung im ganzen 
Gebiet Q,. Wenn dieses Gebiet endlich ist, dann ist damit bereits bewiesen, 
daß die Funktion (1) harmonisch ist. Wenn dagegen 2, ein unendliches Ge- 
biet ist, dann hat man noch die Abschätzung (1.3) im Unendlichen aufzustellen. 
Dies geschieht nun genauso wie im Satz 11.5.1: Wenn H den Durchmesser 
des Randes I’ bezeichnet und wenn der Koordinatenursprung in. 2 liegt, dann 
gilt für &! >2H:r> 1/2 el und 


2m-2 0 |2| 
I rl) 
<< Tn 


Wir sagen, daß eine auf einer gewissen Menge @ des Raumes Z„ definierte 
Funktion f(x) einer Lirscuırz-Bedingung mit dem Exponenten x genügt und 
schreiben dafür fe Lip, (6), wenn für beliebige Punkte x, x’ e G, die Unglei- 
chung 

er) fol <A la — ar (8) 


erfüllt ist; dabei bedeuten A und a positive Konstanten. Man. sieht leicht, 
daß für x >1 gilt: f{x) = const. Deshalb nimmt man gewöhnlich O<ax=<1 
an. 

Die Lirscnirz-Bedingung mit einem Exponenten x < 1 wird oft auch eine 
HöLper-Bedingung genannt. 


Satz 11.6.3. Wenn für die Dichie o € Lip, (2) gilt, dann besitzt das Volumen- 
potential (1) in 2 stetige zweite Ableitungen und genügt der inhomogenen LAPLAOE- 
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Gleichung 
— Ap = (m — 2) |S,|e(@) , m>2, 


— Ip =2neole), m=2. (6) 


Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall m >.2; für m = 2 verläuft 
er analog. 
‘Es seixe 2. Wir beschreiben um den Punkt x eine Kugel von hinreichend 
kleinem Radius e und stellen die Formel (4) in folgender Form. dar (bezüglich 
der Bezeichnungen siehe Abb. 14): 


?_ — im [ ed) 


&>0 . 
2\D, 


oe 1 
male. ) 
Die Zahle wählen wir so klein, daß die Kugel D, zusammen mit ihrer Ober- 
fläche in Q liegt. Wir beweisen jetzt, daß der Term 


0 o 1 
a OF (8) 
A\D, 


für e — 0 in einem beliebigen abgeschlossenen Teilgebiet des Gebietes Q gleich- 
mäßig gegen eine gewisse Grenzfunktion konvergiert. 

Es sei 0’ ein solches Teilgebiet und x e 2’. Offensichtlich hat man dann & 
kleiner als den kleinsten Abstand zwischen den Rändern der Gebiete Q und 
2’ zu wählen. Wir führen jetzt die Differentiation in dem Term (8) aus. Der 
Einfachheit halber bezeichnen wir den Integranden mit w(x,&) und setzen 
r" = |& — x], wobei #’ einen Punkt mit den Koordinaten &,...,%-,%-+ h, 
222, &%m bezeichnet. Dann gilt 


[we a] [weoaa- [me «]- 
2\D, Q\r’<e) Q\r<e) 
| [werna - we] 
2\r’<e) Q\r'<e) 
| [ ww na- [ wwH «|. (9) 
a Eee 2\r<e) 


Wie man leicht sieht, ist der erste Grenzwert auf der rechten Seite gleich 


öwlm,&) 7. _ ®@ 1 
Sta [mat 
Q\r<e) 2\D, 


wobei die Konvergenz in 2° gleichmäßig ist. 
‘Wir untersuchen jetzt den zweiten Grenzwert. Der Ausdruck unter dem 
Limeszeichen läßt sich in der Form 


[rw aa-; [wwHa 
D, D, j 
darstellen, wobei D, und D, die in der Abb. 18, dargestellten mondförmigen 
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Gebiete bedeuten. Wir betrachten z. B. den Term 


In D, führen wir Kugelkoordinaten mit dem Mittelpunkt x ein. Eine der 
Koordinaten ist r; ihr kleinster Wert in .D, ist gleich e. Auf dem Teil MN P 
der Sphäre r = & (vgl. Abb. 18,) wählen wir irgendeinen Punkt 2; seine carte: 


Abb. 18, 


sischen Koordinaten sind 2, = = % 2 £cos (r, x). Wir bestimmen den Wert der 
Größer = rim Schnittpunkt z der Sphäre »’ = & mit dem durch die Punkte x 
und 2 hindurchgehenden Strahl &=x+A(z — x) (vgl. Abb. 18,). Den ent- 
sprechenden Wert 4 = ? erhält man aus dem Gleichungssystem 


wi &-n’+&-;-M-E, 
Hole: | l=1,2,. 
Unter Berücksichtigung von |2 — x| = e ergibt sich er Gleichung für A: 
2222 —2ihecos(r,) + — = v. 
Da dem Punkt 2 der Wertä>1 on so gilt 


= cos os (r, 2) + V* cola) +1-——=1 + 2.008 (r,2) + O(hP). 


Jetzt ergibt sich 

r=k-al=Ak x|=Ae=e+hcos(na,) + OR). 
Die Integration über D, reduziert sich auf die Integration über den Teil M NP 
der Sphäre r = e söwie auf die Integration nach r in den Grenzen von e bis 
ke: 


Äe 


+ [re de = ı f fee E)drlas,. 
D, MNP 


e. 
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Wendet man auf das innere Integral den Mittelwertsatz an, dann erhält man 


- w(ix,&)dE = f w(x, &*) [cos (r, 2;) + O(h)] dS, R 
5 MNP 


wobei &* einen gewissen Punkt des Intervalls (z, 2) bedeutet. 
Analog ergibt sich 


v[reoa=— [we &**) [eos (r,) + On)1d8, 
D MQN 


Für k > Ostreben MPN und M QN gegen zwei Halbsphären, die zusammen 
die Sphäre r —.e ergeben. Als Ergebnis erhalten wir dann. die gesuchte Formel 
für die a 


Ri ee Hd Lo dE — [ee &) cos (r, &,) dS,; (10) 


im zweiten Integral wurde die Integrationsvariable z wieder mit & bezeichnet. 
Setzen wir nun den Ausdruck für w(x, &) ein, dann erhalten wir 


ö ao ı ®@ 1 a ı 


DE. 


Das jätate Integral läßt sich etwas vereinfachen. Setzen wir nämlich 
E&=x-+ 89, dann gilt || = 1, und die Integration erfolgt über die Sphäre 8,; 
dabei ist dS, = e®"1dS.. De weiteren gilt 


ö 1 
0x, rm—2 


und schließlich 


ö ö 1 
0; fe 2 de = fee; dx, 08, 19 a 


Q2\De 2\De 


Mm — 2%; =’ & 
em—1 r 


m-— 2 
Free (r, %;) 


r=E& I=& 


— (m — 2 [e (2 + 808) cos (r, x,) cos (r, %) dS,. (11) 


Jetzt läßt sich beweisen, daß der Term (8) oder, was dasselbe ist, die rechte 
Seite der Formel (11) für &e— 0 im Gebiet [02 gleichmäßig gegen eine gewisse 
Grenzfunktion strebt. Für den zweiten Summanden in (11) ist dies offensichtlich; 
dieser konvergiert nämlich gegen die Grenzfunktion 

— (m — 2) o(®) f cos (r, ©) cos (r, &) dS,. (12) 

Wir bemerken noch, daß sich das an (12) leicht berechnen läßt. Es 
gilt nämlich 
a 

r 


cos (F, %;) 


S v=1 
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und nach dem GAUss-OstrocrkAdskKischen Integralsatz ergibt sich 


je — 2) 608 2 %) dS; = je — 1) cos (v, 2,) dS, = FF ee) - de. 


r<1 


Dabei ist » die äußere Normale zu $.. Gilt, 5 k, dann ist das letzte Integral 
gleich Null. Für j = % erhalten wir 


je varlas,- Bi, 


r<1l 


Den Term (12) kann man somit in folgender Form darstellen: 
— 2 
== a IS,1 e(®) dir (12,) 


Wir wenden uns jetzt dem ersten Summanden in (11) zu. Es sei ö der kleinste 
Abstand zwischen den Rändern der Gebiete Q und 2’. Dann gilt 


02 1 
mat | Want 
ein, 2\r<8) 
92 08 1 
a [ee -ew mn dE +.o(®) ar 
e<r<ö a 


Wie man leicht sieht, ist das letzte Integral gleich Null; es gilt nämlich 


0° 1 i ; 
} Ga dm ma de = — (m — 2) f m [ra — m cos (r, 2) cos (r, 2,)] dE = 
e<r<ö e<xr<ö 4 


6 
— (m — 2) cz — m cos (r, &;) cos (r, Si a8; 


Sı 


I 


— (m — 2) In [ ld; — m cos (r, x) c08 (r, %)] dS, - 
€ 
S 
Der letzte Ausdruck ist aber auf Grund der Formeln (12) und (12,) gleich Null. 
Somit ergibt sich 


0° 1 1 
[Or ®- en 


0%; 0% rm—2 


2\D, AUr<E) 
I 
+ [wO-emn  ( 
e<r<ö 


Jetzt sieht man leicht, daß die Funktion (13) für &— 0 gleichmäßig gegen 
eine gewisse Grenzfunktion strebt. In der Tat, während der erste Summand 
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der rechten Seite nicht von & abhängt, läßt sich der Integrand des zweiten 
Summanden wie folgt abschätzen: 
02 1 m 


— 2 
[et — Ma) asia] =" m nr — m cos (r, 2) 005 (rn, au)l X 


|< m-dmtnA 


ym—a 


x Je(&) — o(®) 


Die Funktion auf der rechten Seite der letzten Ungleichung ist in 2 sum- 
mierbar, und da für den Exponenten von r im Nenner m — a < m gilt, so 
konvergiert ihr Integral gleichmäßig bezüglich x. Dann ist aber auch das 
zweite Integral in (13) gleichmäßig konvergent. 

‚Aus dem bekannten Satz über die Differentiation eines Parameterintegrals 
ergibt sich jetzt, daß das Volumenpotential p(x) sämtliche Ableitungen zweiter 
Ordnung besitzt, welche in 2 stetig sind; diese Ableitungen lassen sich durch 
folgende Formel ausdrücken: 


9 1 @ 1 m— 2 
0x5 0%% z AR e&) O7 0% rm 2 de m Ile) de. (14) 

Setzen wir hier j = k und summieren über allek = 1,2,..., m, dann erhalten 
wir | 

A 1 

Ap = lim | el) A248 — (m — 2) IS le) . 

AND, 

Nun gilt aber A, _ = 0 und folglich. 


= Ap = — (m — 2) IS, 0(@) . 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Bemerkung 1. Es läßt sich folgender Satz beweisen: Wenn o € Lip« (M)0<a<ı) 
0p 
und 0’ ein beliebiges inneres Teilgebiet des Gebietes 2. 

Bemerkung 2. Es gilt auch der folgende Satz: Es sei die Dichteg € (2) L<P< »). 
Dann besitzt das Volumenpotential (1) verallgemeinerte zweite Ableitungen; diese sind in 2 
in’ derselben Potenz p summierbar und lassen sich nach der Formel (14) berechnen. Die in 
diese Formel eingehende Grenzfunktion existiert fast überall in Q, und das Volumenpotential (1) 
genügt fast überall der inhomogenen LAPrLAcz-Gleichung (6). 

Gleichung (6) ermöglicht es, eine partikuläre Lösung der inhomogenen 
LAPLACHE-Gleichung zu konstruieren und somit diese Gleichung auf die homo- 
gene Gleichung zurückzuführen. 


Gegeben sei die inhomogene LartA0z-Gleichung 


— Au=fle). (15) 


€ Lip, (2°); dabei bedeutet 9 das Volumenpotential mit der Dichte o 


ist; dann gilt 3 


Ihre allgemeine Lösung stellt die Summe irgendeiner partikulären Lösung 
und der allgemeinen Lösung der homogenen LarLack-Gleichung dar. Wenn 


14 Michlin 
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man z.B. fe Lip, (2) voraussetzt, dann liefert die Formel 


1 SI a 
ul) = ma) m = 
eine solche partikuläre Lösung der nz (15). 
Führt man nun in der inhomogenen Gleichung eine Substitution der ge- 
suchten Funktion nach der Formel % = u, + w durch, dann ergibt sich die 


homogene LaArzAck-Gleichung 
Aw=0. 


$ 7. Der Mittelwertsatz 


Satz 11.7.1 (direkter Mittelwertsatz!). Die Funktion u(x) sei har- 
monisch in einer gewissen Kugel und stetig in der abgeschlossenen Kugel. Dann 
ist der Wert dieser Funktion im Mittelpunkt der Kugel gleich dem Mittelwert 
ihrer Werte auf der Kugeloberfläche. 

Beweis. Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir eine Formel erwähnen, 
die auch im weiteren eine wichtige Rolle spielen wird. Es sei in der Formel 
(6.9) des Kap. 10 w(z) eine Funktion der Klasse C®(Q), welche im Gebiet 2 
harmonisch ist. Dann gilt Au = 0, die rechte Seite der genannten Formel ist 
gleich Null und es ergibt sich 


mar a) 


Wir gehen nun zum. Beweis des Satzes über. Mit D, bezeichnen wir die im 
Satz genannte Kugel, es seien x, der Mittelpunkt und R der Radius dieser 
Kugel. Die Kugeloberfläche von D,„ bezeichnen wir mit 8%. Des weiteren 
sei D,, eine zu D, konzentrische Kugel vom Radius R’ < R und $,, die Kugel- 
oberfläche von D,,. Dann ist offenbar u & C®(D,,), und nach der Formel (4.1) 
gilt ; 


öu(E) ö 
ur) = SE] ® u(E) ) 18m; xzeD,..: 0) 


m—2 öv rm—2 


In der Formel (2) setzen wir x = x»,. Dann ist r—= R’. Da weiterhin » die 
in bezug auf die Kugel äußere, und folglich in Richtung des Radiusvektors 
gerichtete Normale ist, so gilt 


eo 1 90 1 = m —2 
öv rm-2 |, m ör rm—2|,_. pr R'm-i" 
Die Formel (2) nimmt dann folgende Gestalt an: 
I ou 1 
ne, dSp, + — eisen dSz,- 
ur) = ag] j zw Pr Fıgımmer f* # 
Sp R' 


!) In der deutschen Literatur wird dieser Satz gewöhnlich als Gaussscher Mittelwertsatz 
bezeichnet (Anm. d. Übers.). 
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Auf Grund der Formel N) verschwindet das erste Integral, und es ergibt sich 
somit 


1 
u) — SIR [wasz. j 
Spr 


Jetzt lassen wir RB’ — R streben. Da die Funktion # in der Kugel D, stetig 
ist, so kann man den Grenzübergang unter dem Integralzeichen ausführen und 
erhält schließlich 

1 ir 
u) = udSr. (3) 
SR 

Die rechte Seite der Formel (3) nennt man nun den Mittelwert der Werte der 
Funktion vu auf der Kugeloberfläche S, — dieser ist gleich dem Quotienten 
des Integrals der genannten Funktion über die Kugeloberfläche $S, und dem 
Flächeninhalt dieser Kugeloberfläche. Der direkte Mittelwertsatz ist damit 
bewiesen. ; 

Satz 11.7.2 (umgekehrter Mittelwertsatz). Es sei Q ein endliches Ge- 
biet des Raumes E,„ und we C(2). Wenn die Funktion u(x) für eine beliebige 
Kugel, welche zusammen mit ihrer Berandung 
ganz im Gebiet Q liegt, der Beziehung (3) genügt, 
dann ist diese Funktion in 2 harmonisch. 

Beweis. Wir wählen einen beliebigen Punkt 
xe 2 und beschreiben um. diesen Punkt eine 
Kugel D, vom festen Radius a, welche zusammen 
mit ihrer Berandung in Q liegt (Abb. 18). Wenn 
r=@ ist und wenn S, die Sphäre vom Radius r 
mit dem Mittelpunkt in x bedeutet, dann gilt 
nach Voraussetzung des Satzes die ae 


ua) = en. ii ulE) dS,. (4) 


Es sei ©, (E — |) = @,(r) ein iiselongakn mit dem Wilkäiungerödine 
h = a. Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (4) mit r*=1 o;(r) dr und 
integrieren nach r in den Grenzen von 0 bis «a. Dann ergibt sich auf der linken 


a 
Seite der Ausdruck cw(x) mit c= f "il o,(r) dr. Da auf Grund der Eigen- 
[) 


schaft 3 des Mittelungskernes (vgl. $1 des Kap. 1) c = |S,|! gilt, so gelangen 
wir zu der Gleichung 


ulz) = (we ) w.(r) dr dSp SEN uE) walr) dE. (5) 


05, Da 


Berücksichtigt man schließlich, daß w.(r) = 0 außerhalb der Kugel D, ist, 
dann kann man der Formel (5) auch noch die Gestalt 


ux) = uE) wur) dE (6) 


14* 
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geben. Die letzte Darstellung hat den Vorteil, daß das Integrationsgebiet Q 
nicht von der Wahl des Punktes x abhängt. 

Die Formel (5), und damit auch die Formel (6), gilt für einen beliebigen 
Punkt x € Q\Q,; dabei ist Q, der Randstreifen des Gebietes 2 der Breite «a. 

Da der Mittelungskern stetige Ableitungen beliebiger Ordnung besitzt und 
da die Funktion u(£) stetig ist, so besitzt der Integrand in der Formel (6) die 
Ableitungen beliebiger Ordnung nach x,, %, . . ., &m, welche als Funktionen der 
zwei Veränderlichen x und £ stetig sind. Somit besitzt das Integral (6), d.h. 
die Funktion (x), im Gebiet Q\Q, Stetige Ableitungen beliebiger Ordnung; 
wir wollen dafür u e O®XQ\Q,) schreiben. Da man aber die Zahl a beliebig 
klein wählen kann, so gilt u e CM). 

Wir beweisen jetzt die Beziehung Au =0. Für die oben beschriebene 
Kugel D, benutzen wir die Integraldarstellung (3.4): 


m 1 1 ou) o 1 
”  m—2)8,| [r= u” =) e (m — s IS, j® zAuaE, 
Sa 


mM) 


Wir erinnern daran, daß x der Mittelpunkt der Kugel D, ist. 
Wir betrachten zunächst den zweiten Summanden der rechten Seite. Es gilt 
wiederum 
oe 1ı 9a 1 ...m—2 
dv rm—-2 dp rm—2 . mi’ 


und das zweite Oberflächenintegral ergibt 
; I 
am-1]8,| [ uE) dSa; 
Sa 


auf Grund der Formel (4) ist aber das letzte Integral gleich u(x). Die Formel (7) 


ergibt somit 
1 u 1 
af iS, Imst E=0. 


Sa Da 


Nach Formel (6.9) des Kap. 10 gilt 


»* ze 


Addiert man nun die beiden Volumenintegrale, dann erhält man 


[= - 3) Au) je), (8) 


Da 


Wir bemerken, daß in der Kugel D, die Ungleichung r = |E — = <a und 


damit die Beziehung 


1 1 
er 
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erfüllt ist. Des weiteren ist die Funktion Au stetig. Durch Anwendung des 
Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf das Integral (8) ergibt sich dann 


Aue [as -»2)8-° 


“G 


dabei ist x’ ein gewisser Punkt aus dem Inneren der Kugel D,. 

Da das Integral einer negativen Funktion von Null verschieden ist, so muß 
folglich Au(®’) = 0 sein. Wir lassen jetzt a gegen Null streben; dann silt 
x —x, und auf Grund der Stetigkeit der zweiten Ableitungen erhalten wir 


Aue) =. 
$8. Das Maximumprinzip 


Satz 11.8.1. Wenn eine in einem endlichen Gebiet harmonische Funktion in 
einem inneren Punkt dieses Gebietes ihr Maximum oder ihr Minimum annimmt, 
dann ist diese Funktion identisch gleich einer Konstanten. 

Beweis. Die in dem endlichen Gebiet 2 harmonische Funktion u(z) nehme 
im Punkt x,€ Q ihr Maximum an. Wir beweisen, daß dann u(z) = u(z,) gilt. 
Wir wählen eine Kugel D,(x,) vom. Radius R und mit x, als Mittelpunkt, 
welche zusammen mit ihrer Berandung in 2 liegt; 8x sei die Oberfläche dieser 
Kugel. Wir zeigen zunächst, daß u(£) = u(z,) auf der Kugeloberfläche 87 ist. 
Durch Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt sich 


u | RO) Sn. . (a) 
SR 


dabei bezeichnet |8;| den Flächeninhalt der Kugeloberfläche 85: 
\Srl = k"it Sl. 


Auf Grund der Bedingung des Satzes ist w(&) < ulx,) für £e $,. Es gelte 
nun in einem gewissen Punkt & e 8, die strenge Ungleichung u(E) < u(x,). 
Da die Funktion v auf der Sphäre 87 stetig ist, so ist die Ungleichung u(£) <u(zg) 
für eine gewisse Umgebung 8° des Punktes & auf der Sphäre 8, erfüllt. Setzen 
wir S;\S’ = 8”, dann gilt 


ua) =; m, [wer 482 + f we) N 


JO 48n < ur) [ A8n, 


SO) In = ua) [ISn 
woraus 


um) <a" (2) a En as 


folgt, was aber nicht sein kann. 


Nun ist aber 
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Somit ergibt sich u(£) = u(x,) für alle £e $;. Indem wir R durch eine 
beliebig: kleinere Größe ersetzen, überzeugen wir uns davon, daß die letzte 
Beziehung in der ganzen Kugel Dy,(x,) gilt: 

we) uw), &e Dal). 2) 

Jetzt beweisen wir, daß die Beziehung (2) im gesamten Gebiet Q Gültigkeit 
besitzt. Wir wählen einen beliebigen Punkt x €e Q& und verbinden die Punkte x, 
und & durch einen ganz in Q gelegenen Streckenzug (vgl. Abb. 19). Es sei ö 


Abb. 19 


der kleinste Abstand zwischen den Punkten dieses Streckenzuges und den 


Punkten des Randes I’ von 2; des weiteren setzen wir 6’ = — ö. Dann ist eine 


beliebige Kugel vom. Radius ö’, deren Mittelpunkt auf dem Streckenzug liegt, 
zusammen mit ihrer Oberfläche im Gebiet 2 gelegen. 

Es bedeute Dy(y) die Kugel vom Radius ö° mit dem Mittelpunkt y. Wir 
wählen nun auf dem. Streekenzug innerhalb der Kugel D,(x,) einen Punkt x, 


derart, daß Ixc, — x, > Er gilt, und betrachten die Kugel Dy(x,). Innerhalb 
der neuen Kugel wählen wir dann auf dem. Streckenzug einen Punkt x, derart, 
daß |x, — | >= 6’ gilt und der Punkt x, zwischen den Punkten x, und %, 


liegt. Setzt man nun diesen Prozeß fort, dann überzeugt man sich leicht da- 
von, daß sich. der gesamte Streckenzug durch endlich viele solcher Kugeln 
überdecken läßt. Die Kugeln Dy(z,), j = 0, 1,...,n, mögen eine solche Über- 
deckung bilden. Nach Konstruktion gilt dann x; e De, _1),3J=12,..., N. 
Wie die Beziehung (2) zeigt, ist die Funktion % in der Kugel Dy(&,) identisch 
gleich ihrem Maximalwert. Dann nimmt aber diese Funktion ihren Maximal- 
wert auch im Punkt x, an: u(&,) = u(x,). Auf Grund derselben Beziehung (2) 
gilt dann u(£) = u(x,) = ulz,) für alle £e D,,(®,). Durch Fortsetzung dieser 
Überlegungen gelangt man schließlich zu der Beziehung 


Wu),  WEEDylan) 


Da aber x e D,,(2,) ist, so gilt u(2) = u(x,), was zu beweisen war. 
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Der Fall des Minimums läßt sich mittels der Substitution von u durch — u 
auf den Fall des Maximums zurückführen. 

Folgerung 11. 8. 1. Bine von der identischen Konstanten verschiedene harmo- 
nische. Funktion kann im Inneren eines endlichen Gebietes weder ihr Maximum 
noch ihr Minimum annehmen. 

Folgerung 11. 8. 2. Eine in einem endlichen Gebiet Q@ harmonische Funktion, 


für die we C(2) gilt, nimmt sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum auf dem 
Rande dieses Gebietes an. 
Die Folgerung 11. 8. 2. heißt das Maximumprinzip für harmonische Funktio- 


NER. 
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Satz 11.9.1 (Satz von Harnack). Es sei {u,(2)} eine Folge von Funktionen, 
welche in dem endlichen Gebiet Q mit dem stückweise glatten Rand I’ harmonisch 


sind. Des weiteren seien die Funktionen u,„(x) im abgeschlossenen Gebiet D= 
= QuT sietig. Wenn die Folge {u,(x)} auf I’ gleichmäßig konvergiert, dann 
gilt: 

1. Die Folge {u„(x)} konvergiert gleichmäßig im abgeschlossenen Gebiet Q; 

2. die Grenzfunktion ist in Q harmonisch; 

3. in einem beliebigen abgeschlossenen Teilgebiet Q' des Gebietes Q konvergieren 
die Ableitungen beliebiger Ordnung der Funktionen un(x) gleichmäßig gegen die 
entsprechenden Ableitungen der Grenzfunktion. 

Beweis. Die Folge {u,(z)} konvergiert gleichmäßig auf I. Das bedeutet, 
daß sich für beliebiges &e > 0 eine Zahl N angeben läßt derart, daß für alle 
n> N und für beliebiges natürliches p die Ungleichung 

| 42(%) — Werl <e, Vxel (1) 
gilt. In den Betragszeichen steht die Differenz zweier harmonischer Funk- 
tionen; diese ist selbst eine harmonische Funktion. Des weiteren. ist diese 


Differenz in Q stetig. Eine solche Funktion nimmt aber sowohl ihr Maximum 
als auch ihr Minimum auf dem Rande des Gebietes an. 
Aus der Ungleichung (1) ergibt sich nun 


— 2< min [47(&) — UnlE)] S max [u.47(E) — WEI <E 
gel et 
und aus dem Maximumprinzip folgt für beliebiges ze Q die Ungleichung 
min [%,+p(8) — un(E)] Ss Un 4p(%) = Un(®) S max [un +p(E) je, unlE)] ® 
gel! ger 


Dann gilt aber 
—E< m) - ul) <e, WeeR 


oder 
Unrpa) — una) <e, WVereQ. 
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Die letzte Ungleichung bedeutet, daß die Folge {u,„(2)} im abgeschlossenen 
Gebiet 2 gleichmäßig konvergiert. Folglich existiert die Grenzfunktion 
ux) = lim u„(z) .(2) 
R>00 
und ist in 2 definiert und stetig. 

Es sei xe 2. Wir konstruieren eine Kugel D,(x) mit dem Mittelpunkt x und 
einem derart kleinen Radius R, daß diese Kugel zusammen mit ihrer Ober- 
fläche $; ganz im Inneren von R2 liegt. Auf Grund des direkten Mittelwert- 
satzes gilt dann we‘ 


unl) = Em f ul) I. (3) 
SR 


Da die Folge {u,(x)} fürn ooin 2 gleichmäßig konvergiert, so kann 
man unter dem Integralzeichen zum. Grenzwert übergehen und erhält dann 


ua) = Em uE)dSR. (4) 


Auf Grund des umgekehrten Mittelwertsatzes ist nun die -Funktion u(x) in 
O2 harmonisch. 
Es genügt also, die gleichmäßige Konvergenz der Folge der Ableitungen zu 
beweisen. Wir betrachten ein beliebiges inneres Teilgebiet 2’ des Gebietes 2 
und bezeichnen mit 2a den kleinsten Abstand zwischen den Rändern der 
Gebiete 2 und 2°. Auf die Funktion v,(x) und den Punkt x e 9° wenden wir 

die Formel (7.6) an: 
Unle) = u UnlE) war) dE. (5) 


Differenziert man beide Seiten der letzten Formel nach den Koordinaten des 
Punktes x, dann erhält man i 


rg \ SSL LU (6) 


Och Ochs sage öuckm dach Och ed dam 
Dabei ist k eine beliebige natürliche Zahlundk, + ga -+ + ku= k. Analog 


ergibt sich 
s oku ok „(r 
ea ee: ) 
x 0x, RR OR 0x] öx, BERE Öx,n 


2 


Da die Folge {u,(x)} in 2 gleichmäßig gegen die Funktion u(x) konvergiert 
und da die Funktion 
oko.(r) 

Oakı öale, . . ont 


für beliebige & und x stetig ist, so konvergiert das Integral in (6) gleichmäßig 


$ 9. Über die Konvergenz von Folgen harmonischer Funktionen 203 


gegen das Integral (7). Folglich gilt 
Aka) : öku(z) 


Dackı Duke... Ole 2,00 Oakı äh... öalm 


gleichmäßig in 2’. Der Satz ist damit bewiesen. _ 

Satz 11.9.2 (Satz über- die Konvergenz im Mittel). Es sei Q ein 
endliches Gebiet mit dem stückweise glatten Rand I’ und {u,(z)} eine Folge har- 
monischer Funktionen in 2, welche-in der Metrik des Raumes L(Q2) (1 <P< ©) 
konvergiert. Dann gilt: 1. Die Grenzfunktion ist im Gebiet & harmonisch; 2. so- 
wohl die Folge der Funktionen u,(x) als auch die Folge ihrer Ableitungen konver- 
giert in einem beliebigen inneren Teilgebiet von Q gleichmäßig. 

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung des Satzes existiert die Grenzfunktion 

u(z) = Im u,„(r) 
NIX 
im Sinne der Konvergenz im Mittel zur p-ten Potenz. Letzteres bedeutet: 
weL,(2) und 
S u —- mie) dE > 0. 


No 


* ; Unter Benutzung der Formel (5) erhalten wir 


= [ünlE) ) @alr) dE, 
YVxe I. 
ul) = f UlE) walr)dE, 
2 


Indem wir die beiden letzten Gleichungen voneinander subtrahieren und da- 
nach die HöLpersche Ungleichung anwenden, finden wir 
1 


1 
lunl@) — ul@)]| S { Bi [unl&) — ulE)]? “1 {J 0% (rn) a » (8) 


Bei festem Mittelungsradius.« ist die- Funktion w,(r) beschränkt. Des weiteren 
strebt auf Grund der Voraussetzung des Satzes das erste Integral der rechten 
Seite von (8) gegen Null. Dann folgt aber aus der Ungleichung (8), daß die 
Folge {u,(&)} in 2° gleichmäßig konvergiert. Folglich ist die Funktion (x) 
in Q’ stetig; da nun aber 2’ ein beliebiges inneres Teilgebiet von 2 ist, so ist 
u(x) im offenen Gebiet 2 stetig. 

Lassen wir jetzt in’Formel (3) a» — 00 streben, dann gelangen wir zu der 
Formel (4); daraus läßt sich, genauso wie oben, schließen, daß die Funktion (x) 
in Q harmonisch ist. Die Behauptung über die Konvergenz der Folge der 
Ableitungen von u,(x) beweist man genauso wie im Satz 11.9.1. 

Aus den Sätzen des vorliegenden Paragraphen ergeben sich einige Folgerun- 
gen: ; 
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Folgerung 11.9.1. Es sei Q ein endliches Gebiet mit einem stückweise glatten 


Rand. Die harmonischen Funktionen bilden im Raum O(2) einen Unterraum. 
Aus der Konvergenz in diesem Unterraum folgt die gleichmäßige Konvergenz 
der Ableitungen beliebiger Ordnung in einem beliebigen inneren abgeschlossenen 
Teilgebiet. 

Folgerung 11.9.2. Es sei Q ein endliches Gebiet mit einem stückweise glatten 
Rand, und für die Konstante p gelte L<p< 00. Die harmonischen Funktionen 
bilden im Raum L;(2) einen Unterraum. Aus der Konvergenz einer Folge in 
diesem Unterraum folgt die gleichmäßige Konvergenz sowohl dieser Folge als auch 
der Folge der Ableitungen beliebiger Ordnung in einem beliebigen inneren abge- 
schlossenen Teilgebiet. 
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Die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels lassen sich zu einem großen Teil auf ellip- 
tische Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten übertragen. Wir werden uns 
aber in diesem Paragraphen nicht mit dem allgemeinen Fall beschäftigen. Vielmehr wollen 
wir hier — an vielen Stellen ohne Beweis — die grundlegenden Fakten anführen, die sich 
auf die selbstadjungierte elliptische Gleichung 

(] ou 
Su (Ast 2) + C(2) u = 0 (ı) 
0%; 02% 
beziehen. Eine vollständigere Darstellung diesbezüglicher Fragen. findet man in den 
Büchern von K. Mırawp«A [10] sowie des Verfassers [11], die im Literaturverzeichnis zum 
Teil V am Ende dieses Buches aufgeführt sind. 

Es sei Q ein endliches Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes, das durch die 
stückweise glatte Fläche /' berandet wird. Wir machen folgende Voraussetzungen: Ay, € 
EeCE&IL), CEeCWV(2) (in einigen Fällen lassen sich diese Bedingungen abschwächen). 
Gleichung (1) setzen wir als elliptisch in .@ voraus. Letzteres bedeutet, daß sämtliche 
Eigenwerte der Matrix 


Al) = |lAyualih Er 


von Null verschieden sind und ein und dasselbe Vorzeichen besitzen; wir nehmen an, sie 
seien sämtlich positiv. Es sei},(x) der kleinste Eigenwert der Matrix A(x); dieser ist dann 
eine Wurzel der Gleichung Det (A(z) —AI) = 0, deren sämtliche Koeffizienten stetige 


Funktionen von x in 2 sind, wobei der höchste Koeffizient gleich —(1)® ist. Dann sind 
aber die Wurzeln dieser Gleichung stetige Funktionen in 2. Als stetige und positive Funk- 
tion in 2 besitzt nun A,(x) ein positives Infimum: 


Al) Z u, = sonst > 0, Vxen. (2) 


Wie aus der Theorie der quadratischen Formen bekannt ist, gilt für beliebige reelle Zahlen 
Iys fs en + 5 tm, die Ungleichung 


” m 
Aus der Ungleichung (2) ergibt sich dann die wichtige Beziehung 
m u, 
Ana Li, Wacd., (3) 


Im weiteren betrachten wir nur solche Lösungen der Gleichung (1), die zur Klasse C(( 2) 
gehören. 
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1. Das Maximumprinzip gilt für die Gleichung (1) in der folgenden abgeschwächten 
Form: 

Satz 11.10.1. Wenn C(x) >0(V ze 2) gili, dann besitzt eine Lösung der Gleichung (1) 
im Inneren des Gebietes Q weder ein negatives Minimum noch ein positives Maximum. Gilt 
O2) <O(V ze 2), dann besitzt eine solche Lösung im Inneren des Gebieles Q weder ein 
positives Minimum noch ein negatives Maximum. 

Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall eines Minimums unter der Voraussetzung 
C(&) > 0; alle übrigen Fälle lassen sich analog betrachten. Es sei also O(a)>0,2€2Q, 
und in einem Punkt x, € Q nehme die Lösung z(z) der Gleichung (1) ein negatives Minimum 
an. Im Punkt x, gilt dann i 

8 3 
ee, eo. Zee, WEI (4) 
08% Or 
Die Beziehungen (4) gelten in einem beliebigen Koordinatensystem. Wir drehen jetzt die 
Koordinatenachsen. derart, daß Gleichung (1) im Punkt x, die kanonische Form annimmt. 
Dann gilt also 
Aula) >05 Anla)=0, stk. 0) 


Setzt man in der Gleichung (1) x = x,, dann erhält man 


m ou 
— 3, Agnl®o) | ) + Oz) U&) = 0, 
k=1 0%; z=% 


was aber nicht sein kann; auf Grund der Beziehungen (4) und (5) ist nämlich das erste Glied 
der linken. Seite nicht positiv, der zweite Summand dagegen streng negativ und mithin die 
linke Seite negativ. 

Bemerkung. Das Maximumprinzip gilt auch für die allgemeinere — nicht selbstadjun- 
gierte — Gleichung vom elliptischen Typ 


au 


In der Tat, da in einem Minimum- oder Maximumpunkt = 0 ist, so beeinträchtigen 


0% 
die Glieder mit den. Koeffizienten B,, nicht die oben durchgeführten Überlegungen. 
2. Die singuläre Lösung. Essei 


az) = AYa) = ala) ET 
Wir betrachten die Funktion . 


1 Bde 
In a Va TOrHE) es — 50) (or — ©) ) 
mit D(E) = Det A(£). Bei festem & genügt die Funktion y(x, &) der Gleichung 


0 Op 
— — (Ad) —)=0. 

Die Funktion (6) heißt Parametrix der Gleichung (1). Für m = 2 wird die Parametrix 
durch folgende Formel definiert: 


Be 


via, &) In [ayl&) (25 — En ) °- (6,) 


1 
 2nVDe 


Singuläre Lösung der Gleichung (1) heißt eine Funktion v(z, £), die die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 
a) Die Funktion v(x, E) ist in der Form 


v(R, 8) = ya, &) + Yılm, 8) M 
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darstellbar, wobei für & — &E gilt: 


ya, & u O(rx+2-m) F A = O(r# tim) 3 ; . (8) 
Tr 
p 
ni . = O(yz—m) ; x = const >0; 
08% 


b) bei festem &,& +, genügt die Funktion v(z, &) der Gleichung (1). 

Den Beweis für die Existenz einer singulären Lösung findet man in. dem bereits erwähnten 
Buch von K. MiırAnDa [10]. 

Es existieren singuläre Lösungen der Gleichung (1), welche in bezug auf « und & symme- 
trisch sind (vgl. K. Mıranpa [10]). Wenn im weiteren von einer singulären Lösung die 
Rede ist, dann setzen. wir dabei stets voraus, daß diese symmetrisch ist. 

3. Die Integraldarstellung. Es sei Q’ ein inneres Teilgebiet des Gebietes 2@ und I” 


der stückweise glatte Rand dieses Teilgebietes. Des weiteren sei u e C(2(.2’). Unter Be- 
nutzung der singulären. Lösung der Gleichung (1) läßt sich eine zu (3.4) analoge Integral- 
darstellung gewinnen. 

Es sei xe 2’. Wir beschreiben um den Punkt x ein Gebiet o,, welches durch die Un- 
gleichung 


nl) (a5 — 55) (ar — Er) < et 
definiert wird; das dieses Gebiet begrenzende Ellipsoid 
Ap&) (2; — &4) (& — En) = e? 


bezeichnen wir mit I‘. Schließlich sei v(z, &) eine symmetrische singuläre Lösung der 
Gleichung (1). Unter Berücksichtigung von Lv = 0 erhalten wir nach der GreEnschen 
Formel (6.6) aus Kap. 10 


[ vLud = f Ayr(E) (» Sy) 3) 008 (v, 2) del” + 
k 
je, 


2'\o, 


k 


ou ö 
= 1 Ayıle) (» & un) cos (v, 24) de ; 9) 
I, 


dabei bedeutet L den durch die linke Seite der Gleichung (1) definierten Differentialaus- 
druck. 
Jetzt strebe g — 0. Dann gilt 


[oLudfvLud, 

D2'\og 2’ 

p As cos (9, ©;) del — 0, 
dER 


Te 


4 Ss (v, dl. —0. 
fr neo oo (9, 25) deT’e 


Te 


Es bleibt also noch der Grenzwert des Integrals 
[7 
j WE) Ayn(E) = 008 (v, 27) del (10) 
£ « 
T, 


zu bestimmen. Da die singuläre Lösung in bezug auf x und & symmetrisch ist, so kann man 
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diese in der Form v(x, &) = y(&,x) + yı(8, x) darstellen und in dem Integral (10) die Funk- 
tion y wie folgt ansetzen?): j 
m—2 


. ee - 


(m — 2) |S,| De) 


y=y(,2) = 


Jetzt ergibt sich 
Op 1 Aprl®) (Er — %o) 


d€ De) = 
k 181 Y Die) az) (&; — 23) (& — ©)]? 


oder, unter Benutzung der Gleichung des Ellipsoids [%, 


op 1 
06, IS VDe Aprl®) &p — &n 


Das Integral (10) nimmt dann folgende Gestalt an: 


1 


a & 4; Fe & s d, Pe: 11) 
IS,| em / Die) fr ) Aprl®) Azul) (&p — Ep) 605 (v, 23) de ( 


€ 


Das Integral (11) 1äßt sich weiter vereinfachen. Zunächst sind die Matrizen A und a sym- 
metrisch und zu einander invers; es gilt somit 


Aprl®) Azul) = aprl®) Anzl®) = Öps: 


und für das Integral (11) ergibt sich 


is, ran y (&; — &;) cos (v, 25) del‘. 
em x 


Ersetzt man, hierbei v(£) durch BR dann erhält man ein Integral, welches sich von dem 


letzteren nur um eine Größe unterscheidet, die zusammen mit e gegen Null strebt. Folglich 
stimmt der Grenzwert des Integrals (10) mit dem Grenzwert des Terms 
1 u@): 


IS, | e® YDea) fe 57) cos (, 2) del, (12) 


Ts 


überein. 
Das letztere Integral formen wir mit Hilfe der Gauss-Osrroeranskischen Formel in ein 
Volumenintegral um: 


fe — &,) eos w, 2) del, = f en 5) d= —m fe = — m|o. 
g 


© 


& 


Wir berechnen jetzt die Größe |o,. 
Das Volumen eines Ellipsoids ist gleich dem Produkt aus dem Volumen der Einheits- 
sphäre und allen Halbachsen. des Ellipsoids. Wenn (8), Ay&);  . - ‚Am(x) die Eigenwerte 


der Matrix A(w) sind, dann sind e YA,(@), k = 1,2,... , m, die Halbachsen des Ellipsoids T},. 


Somit gilt 
_ 1811 e® Me KARSzı, A 
Mm m VE 2 m In ’ 


!) In der eckigen Klammer wird wie gewöhnlich über j und k von 1 bis m summiert. 
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der Term (12) hängt also nieht von e ab und ist gleich — u(x). Als Ergebnis des Grenzüber- 
ganges in Formel (9) erhalten wir nun folgende Integraldarstellung: 


ua) = [rs (035 _ “n) cos (v, &;) deI” — p LudE. (13) 
I” {04 


Wenn ufx) der Gleichung (1) genügt, dann ist Lu = 0, und es ergibt sich die Integraldar- 
stellung für die Lösungen der Gleichung (1): 


ua) = [ Ayu&) g- = ur) 008 (v, 23) del”. (14) 
k k 
F 


4. Der Mittelwertsatz. Es sei u(x) e C®(Q) eine Lösung der Gleichung (1). In der 
Formel (14) nehmen wir als Fläche I” eine Niveaufläche der Funktion v(z, &), d. h. die Fläche 


ver, E) = = const. 
Wir setzen die Konstante v, als hinreichend groß voraus und nehmen den Punkt x als fest 
an. Dann gilt 
ö 0% pr 
ux) = vo, f A;r(&) = cos (v, 25) deI” — 1 ulE) Ayr(E) FR cos (v, 25) del”. 
i k 


v=d vd, 


Nach der GAUSS-OsTroGrADsKIschen Formel ergibt sich nun!) 


OU PD) 
PIERRE u Pen de 
1 Ask 3E c08 (u, &;) del? f = (Ar =) de ii CE) u(E) dE 


DU v>% v>d, 


Setzen wir schließlich der Einfachheit halber 


0% 
— A;p —— 608 (v, %;) = N(v) , 
iR og, cos (v, %;) (v) 


dann erhalten. wir folgende zum Mittelwertsatz analoge Formel: 


ON RR” (15) 
v=v, v>d 

Die Formel (15) gilt für die en der Gleichung (1). Es läßt sich auch die umgekehrte 
Behauptung beweisen: Wenn eine Funktion we L,(2), 1<p<®, der Beziehung (15) 
genügt, dann ist ve C®(Q), und diese Funktion erfüllt die Gleichung (1). Wir erhalten 
diese Behauptung beiläufig beim Beweis für den Satz des folgenden. Abschnitts. 

Die rechte Seite der Formel (15) enthält ein Oberflächenintegral. Es läßt sich aber leicht, 
eine Formel desselben Typs angeben, welche nur ein, Volumenintegral enthält. Es sei ®(g) 
eine unendlich oft differenzierbare Funktion der reellen Veränderlichen e, die nur im Inter- 
vall 0<o<g, von Null verschieden ist; dabei sei g, eine hinreichend kleine positive 
Konstante. Wir nehmen an, daß der Abstand r = |x — &| hinreichend klein sei; dann ist 
v@, &) > 0. Wir setzen 

1 1 
o(,&) = [vw, 8] m, nem Mm. 
Off : , do deI” . oa: r Ren 
enbar gilt o(&, &) = Ofr) und E = = E ; dabei bedeutet I” die Fläche v = const 
o/dv 


und » deren äußere Normale. Wir multiplizieren jetzt beide Seiten der Gleichung (15) mit 


do, und integrieren dann nach og, in den Grenzen von. 0 bis +. Dann 


!) Offenbar liegt das Gebiet » > v, innerhalb der Fläche v = »,. 
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gelangen wir zu einer Formel der Gestalt 


ur) = 2) Kia, & u) de, (16) 
e<a 
dabei ist K(x, &) eine gewisse stetige Funktion des Punktes (x, &), welche stetige erste und 
zweite Ableitungen nach den Koordinaten des Punktes x besitzt. 

5. Unterräume von Lösungen. 

Satz 11.10.2. ‚Die Menge der zum Durchschnili CR) n L(2) (L<P<.o) gehörigen 
Lösungen der Gleichung (1) bildet einen Unterraum des Raumes L,(2). Die Konvergenz 
in diesem Unierraum zieht die gleichmäßige Konvergenz sowohl der Funktionen selbst als 
auch ihrer Ableitungen erster und zweiter Ordnung in einem beliebigen abgeschlossenen inneren 
Teilgebiet des Gebietes Q@ nach sich. 


Beweis. Es sei {u„(x)} eine Folge von Lösungen der Gleichung (1), welche zum Durch- 
a cID)n (2) gehören, und diese Folge konvergiere in der Metrik des Raumes 
In(2) gegen eine gewisse Grenzfunktion u(x). Wir nehmen ein inneres Teilgebiet 2° und 


wählen eine Zahl 9, > 0 dexart, daß das Gebiet o(x, &) < 2, für beliebiges x € Q innerhalb 


von 2 liegt. Wenn o, < g, ist, dann gilt für einen beliebigen Punkt x € 2° und für eine 
beliebige Funktion u„(z) die Formel (16): 


Unle) = f Kia, E) unfe) dE. 
e<Qı 

Indem wir 2 — oo streben lassen, finden wir, daß die Grenzfunktion u(&) ebenfalls der 
Beziehung (16) genügt. Da nun der Kern K(«, &) stetige zweite Ableitungen besitzt, so gilt 
we C@IQ’). Aus Beziehung (16) ergibt sich außerdem, daß die Funktionen ,(z) sowie 
deren Ableitungen erster und zweiter Ordnung in 02 gleichmäßig gegen die Funktion ul) 
bzw. deren entsprechenden Ableitungen konvergieren. 

Als Lösungen der Gleichung (1) genügen die Funktionen u„(&) der Beziehung (15). Indem 
wir n — oo streben lassen, finden wir, daß derselben Beziehung auch die Grenzfunktion 
u(z) genügt. Es sei jetzt in der Darstellung (13) I” die Fläche v = v,. Dann ergibt sich aus 
den. Beziehungen (13) und (15) folgende Identität für die Grenzfunktion: 

f[w-v)Lud=0. 
v>V, 
Wegen v — v, > O0 läßt sich auf das letzte Integral der Mittelwertsatz der Integralrechnung 
anwenden, und wir erhalten dann 


(Lü)l=o [ W-v)de=0, 
v>% j 
dabei ist x” ein gewisser Punkt des Gebietes v(x, &) > v,. Daraus ergibt sich nun (L ua, 
= 0. Für v, — ® erhalten wir (Z u) (x) = 0, was zu beweisen war. 
Völlig analog beweist man den zum Satz 11.10.2 analogen Satz, in dem an, Stelle des 
Raumes L,(2) der Raum C(2) tritt. 


KAPITEL 12 


DAS DIRICHLETSCHE 
UND DAS NEUMANNSCHE PROBLEM 


$1. Aufgabenstellung 


Wir betrachten hier zweierlei Gebiete: endliche und unendliche. In. beiden 
Fällen setzen wir den Rand des Gebietes als endlich voraus; dabei nehmen wir 
wie auch früher an, daß der Rand aus endlich vielen stückweise glatten Flächen 
besteht (vgl. Abb. 12 und 13). In den folgenden Kapiteln — dies wird in jedem 

einzelnen Fall besonders hervorgehoben — werden gelegentlich auch sogenannte 
halbunendliche Gebiete betrachtet, deren Ränder unendlich sind. Das einfachste 
Beispiel eines halbunendlichen Gebietes ist der Halbraum. 

Eine Randwertaufgabe für eine elliptische Differentialgleichung heißt inneres 
Randwertproblem, wenn die Lösung im endlichen Gebiet gesucht wird, und 
äußeres Randwertproblem, wenn die Lösung im unendlichen Gebiet gesucht wird. 

Die wichtigsten Randwertaufgaben für eine elliptische Differentialgleichung 
zweiter Ordnung sind das DirıicaLYtsche Problem (auch erste Randwertaufgabe 
genannt) und das NzumAanssche Problem (zweite Randwertaufgabe). 

Wir betrachten eine elliptische Gleichung der allgemeinen Gestalt 

2, 
An er nr Ar Een +4 u= Fa). di) 


Das innere Dieicutersche Problem wird für diese Gleichung folgendermaßen 
formuliert: 

Es sei 2 ein endliches Gebiet mit dem. stückweise glatten Rand Z' und o(x) 
eine auf dem Rand I’ definierte und stetige Funktion. Es soll eine Lösung der 
Gleichung (1) gefunden werden, die zur Klasse C®(Q) n O(Q) gehört und auf 
dem Rand mit der gegebenen Funktion o(x) übereinstimmt: 


ur) = plR) , wel. (2) 

Das innere Nzumannsche Problem für dieselbe Gleichung (1) formulieren wir 
wie folgt: 

Es soll eine Lösung der Gleichung (1) gefunden werden, die die folgenden 


Eigenschaften besitzt: u € O2) n C(Q) und auf der Menge derjenigen Punkte 
x T', in denen eine Normale » zur Fläche I’ existiert, gilt die Gleichung 


lim Ayla’) ET os (0, 21) = yla). (3) 
I 


u >x 
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Dabei ist x’ ein Punkt, der im Inneren von 2 auf der Normalen » liegt, x; sind 
die cartesischen Koordinaten dieses Punktes und y(x) ist eine auf der genannten 
Punktmenge der Fläche /' definierte Funktion. 

Die Randbedingung des NmumAannxschen Problems werden wir im weiteren 
einfach in der Form 
u 
= 


A;2(x) — 08 (v, %)|r = Ye) (3) 
schreiben. Diese Schreibweise kann wörtlich verstanden werden, wenn v € O2) 
ist. j 

Wenn A;, = öj, gilt, dann ergibt der Hauptteil der Gleichung (1) den Larrtaca- 
Operator, und Gleichung (1) nimmt folgende Gestalt an: 


-Au+ 4 +Au= Fl). E (4) 
k 
Die Randbedingung (3,) hat in diesem Fall die besonders einfache Form. 

oula)| _ j 

re via). (5) 


Bemerkung. Die oben gegebenen Formulierungen der DIRICHLETSchen und NEUMANN- 
schen Randwertprobleme sind keinesfalls ganz allgemein. Man kann z. B. den Fall betrach- 
ten, wo in der Randbedingung (2) des DiricHhLerschen Problems die Funktion o(z) auf I’ 
unstetig ist. In diesem Fall kann nieht mehr u € C(2) gefordert werden. Diese Bedingung 
ist durch eine gewisse andere Bedingung zu ersetzen; die Randbedingung (2) braucht nur 
in den Stetigkeitspunkten der Funktion o(x) erfüllt zu sein. Man kann auch von der Be- 
dingung der stückweisen Glattheit des Randes Abstand nehmen, 


Die äußeren Randwertprobleme unterscheiden sich von den entsprechenden 
inneren Randwertproblemen dadurch, daß an die gesuchte Funktion die folgende 
Zusatzbedingung gestellt wird: 


e]9 2 


ua) = 0 (m) > ER EN (6 
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Satz 12.2.1. Sowohl das innere als auch das äußere Diricnuursche Problem 
für die Lapuacn-Gleichung besitzt höchstens eine Lösung. 
Beweis. Wir nehmen an, das DIRICHLETsche Problem besitze zwei Lösungen: 
u,l®) und u,(®). Dann gilt: 
- Au=Fa, Wur=pR); . (1) 
- Ay=Fla), Wr=pla). (2) 
Wir führen die Bezeichnung u,(x) — u;(x) = v(x) ein. Indem man (1) von (2) 
subtrahiert, erhält man 
iv=0 3 | r >= 0. 


15 Michlin 
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Wir betrachten zunächst das innere DiricahıLetsche Problem. Letzteres be- 


steht in der Bestimmung einer in Q@ harmonischen Funktion v(x), die in 2 stetig 
ist. Nach dem Maximumprinzip werden das Maximum und das Minimum 
dieser Funktion auf dem Rande des Gebietes angenommen; folglich sind beide 
gleich Null. Daraus ergibt sich nun v = 0 oder u,(8) = uslr). 

Wir gehen jetzt zum äußeren DiricahLerschen Problem über und betrachten 
dabei nur den Fall m > 2. Auf Grund der Bedingung (1.6) ist die Differenz 
der Lösungen v = u, — u, eine in 2. harmonische 
Funktion. Wir betten den Rand J’in eine Kugel vom 
Radius R mit der Kugeloberfläche 8, ein und betrach- 
ten die Funktion v(x) in dem zwischen J’und 8; einge- 
schlossenen Ringgebiet 2. (vgl. Abb. 20). Dabei gilt 
vr = 0; legen wir den Koordinatenursprung in den 
Mittelpunkt der genannten Kugel, dann gilt außer- 
dem 


[v(z)| S mr C = const 


Abb. 20 
für hinreichend große |z|. Folglich gilt auf der Kugeloberfläche $; mit hin- 


reichend großem Radius R: 


| Bel z 
Wir geben jetzt eine beliebige Zahl e > 0 vor und wählen R derart, daß O R?"" <e 
ist. In dem Ringgebiet 2, nimmt die Funktion v(z) ihren größten und ihren 
kleinsten Wert entweder auf I’ oder auf S, an, folglich sind diese Werte:dem 
Betrage nach kleiner als e. 

Es sei nun x ein beliebiger Punkt des Gebietes 2. Für hinreichend großes R 
liegt dieser Punkt im Gebiet Q,, und es gilt somit |v(x)| < e. Da die Zahl e 
beliebig sein kann, so ist v(x) = 0 und damit u,(x) = use). 

Bemerkung 1. Der Eindeutigkeitssatz für das äußere Diriouersche Problem gilt 
auch im Falle m = 2. Den Beweis erhält man unter Verwendung der Invarianz einer har- 
monischen Funktion in einem zweidimensionalen Gebiet bei konformen Abbildungen (vgl. 
Kap. 13). Durch eine gebrochen lineare Funktion läßt sich ein unendliches Gebiet auf ein 
endliches Gebiet abbilden. Dabei geht eine im unendlichen Gebiet harmonische Funktion 
in eine Funktion über, die im endlichen Gebiet harmonisch ist, und die entstehende Funk- 
tion ist wieder auf dem Rande ihres Gebietes gleich Null. Somit folgt die Eindeutigkeit 
der Lösung des äußeren DIRICHLETschen Problems aus der bereits bewiesenen Eindeutigkeit 
der Lösung des inneren DiricHLETschen Problems. 

Bemerkung 2. Wegen der Eindeutigkeitsbedingungen für das DieicHLersche Problem 
der allgemeinen elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1.1) vergleiche man 
das Buch von K. Mırawpa [10]. Wenn die Matrix des Hauptteiles im abgeschlossenen 
Gebiet 2 positiv-definit ist und wenn außerdem A,(x) > 0 gilt, dann ergibt sich die Ein- 
deutigkeit der Lösung des DirichLerschen Problems aus dem Maximumprinzip (vgl. $ 10 
des Kap. 11). 


Wir beschäftigen uns nun mit dem NeumaAnsschen Problem. Zunächst geben 
wir folgende Definition: Wir sagen, die im Gebiet Q definierte Funktion w{x) 
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besitze auf dem Rand I’ dieses Gebietes eine regelmäßige Normalableitung, wenn 
der Grenzwert 
—, Vxel 

an 
existiert und auf I’ stetig ist, wobei die Konvergenz in bezug auf x gleichmäßig 
zu erfolgen hat; mit x° bezeichnen wir, wie bereits weiter oben, einen Punkt 
des Gebietes 2, der auf der durch den Punkt x gehenden Normalen » liegt. 


Wenn u e C®(2) gilt und I’ ein glatter Rand ist, dann besitzt offenbar u(z) - 
auf J' eine regelmäßige Normalableitung. 

Wir betrachten jetzt ein endliches Gebiet @ mit dem Rand I’ und formulieren 
für dieses Gebiet das innere NsumAnnsche Problem: 


— Au=Fi), weR, weo&XQ)n CD), 
=yla), wel; (4) 


dabei verlangen wir, daß die gesuchte Funktion eine regelmäßige Normalableitung 
besitzt. Des weiteren setzen wir voraus, daß der Rand J' eine reguläre Fläche ist. 
Dies bedeutet: 1. In jedem Punkt x der Fläche existiert eine bestimmte Normale; 
2. wählt man in einem beliebigen Punkt x e I’ ein lokales Koordinatensystem 
derart, daß die x„-Achse die Richtung der Normalen besitzt und die Achsen 
%p %p +; %—ı In der Tangentialebene liegen, dann läßt sich die Fläche in der 
Umgebung des Punktes x durch eine explizite Gleichung der Gestalt x, = 
=fl&,%y,:-..,%m-ı) darstellen; 3. für hinreichend kleine 2, %,... , Zm-ı 
gilt fe 0@. 

Wir zeigen jetzt, daß das NzumAnssche Problem (4) im allgemeinen nicht 
lösbar ist und leiten eine notwendige Bedingung für dessen Lösbarkeit her. 

In jedem Punkt x der Fläche J' betrachten wir die in das Innere des Gebietes 
gerichtete Normale und tragen auf dieser Normalen einen Abschnitt der festen 
Länge h ab, dessen einer Endpunkt der Punkt x ist. Der geometrische Ort der 
zweiten Endpunkte dieser Abschnitte bildet eine Fläche J',, die man eine zu I’ 
parallele Fläche nennt. Wie aus der Differentialgeometrie bekannt ist, ist /’, 
für hinreichend kleines h eine glatte Fläche und parallele Flächen besitzen ein 
und dieselbe Normale. Mit 2%) bezeichnen wir das im Inneren von I, einge- 
schlossene Gebiet; offenbar gilt Q% — Q\ Q,, wobei Q, den Randstreifen des 
Gebietes 2 von der Breite h bedeutet. 

Wenn u eine Lösung des Problems (4) ist, dann gilt offenbar u e CHAM), 
und auf die Funktionen « und v = 1 ist die Grz&wsche Formel (6.9) des Kap. 10 
anwendbar. Im vorliegenden Fall ergibt diese Formel 


Da die Funktion % eine regelmäßige Normalableitung besitzt, so konvergiert 


für h > 0 die Ableitung leichmäßig gegen a (x). Indem. wir in 
5 oI|T, 5 &|\r R a 


15* 
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der letzten Formel für h — 0 zum Grenzwert übergehen, erhalten wir 


jF@ da 10) al =0. (5) 


Dieser Beziehung müssen notwendigerweise die Vorgaben des Problems (4) 
genügen. Wir sehen also, daß das innere NeumAannsche Problem für die LAr- 
LACE-Gleichung im allgemeinen keine Lösung besitzt; eine Lösung kann nur 
dann existieren, wenn die Bedingung (5) erfüllt ist. 

In den Spezialfällen einer homogenen Randbedingung oder einer homogenen 
Differentialgleichung muß entsprechend eine der folgenden zwei Gleichungen 
erfüllt sein: 

[ Aude = [ Fa)de=0, (6) 
fe} fe} 


ar = [ve)ar=0. u) 
Fa 


. Andererseits ist offensichtlich, daß die Lösung des inneren NEUMAnnschen 
Problems für die LartAck-Gleichung (falls eine solche existiert) nicht eindeutig 
ist. Wenn nämlich u(x) eine Lösung des Problems (4) darstellt, dann ist, wie 
man leicht sieht, v(z) + C ebenfalls eine Lösung dieses Problems; dabei ist C 
eine beliebige Konstante. Der Unitätssatz behauptet nun in diesem Fall, daß 
durch die Darstellung u(z) —- C sämtliche Lösungen des Problems erfaßt werden. 

Satz 12.2.2. Zwei Lösungen des inneren Nnumannschen Problems für die 
LAPLAoH-Gleichung können sich nur durch einen konstanten Summanden unter- 
scheiden. 

Beweis. Wir beweisen diesen Satz unter der Annahme, daß die Fläche 7’ 
regulär ist. 

Das Problem (4) besitze zwei Lösungen. Ihre Differenz v(z) genügt dann den 
Beziehungen i 

A=0, 2% =0. | (8) 
ir 

Auf die Funktion v» und das Gebiet Q® (siehe oben) wenden wir jetzt die 
GreEenxsche Formel (6.8) des Kap. 10 an: 


@ m [90 \2 ov 
[ Eee [ren o 
gay #=1 


Tr 


Die Funktion v ist stetig und somit beschränkt in 2. Des weiteren strebt 
ö 
die Ableitung er | 7, gleichmäßig gegen Null. Indem wir nun in der Beziehung 


(9) für k — 0 zum Grenzwert übergehen, erhalten wir 


Daraus ergibt sich - =0,k=1,2,...,m, und folglich v = const. Damit 


ist der Satz bewiesen. 
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Bemerkung 1. Wenn man voraussetzt, daß die gesuchte Lösung in 2 stetige erste 
Ableitungen. besitzt, dann läßt sich der Satz 12.2.2 leicht für den. Fall beweisen, wo die 
Fläche I’ nur stückweise glatt ist. 


Bemerkung 2. Für den Fall m = 3 ist der Satz 12.2.2 unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen bewiesen worden (siehe W. I. Suırwow [17], Bd. IV, Abschn. 205). 


Der Eindeutigkeitssatz für das äußere Nuumannsche Problem wird später 
im 87 bewiesen werden. 


$ 3. Die Lösung des Dirreauerschen Problems für die Kugel 


Hier und auch in den folgenden Paragraphen dieses Kapitels (mit Ausnahme 
des $ 7) werden wir nur die homogene LartAcz-Gleichung betrachten. Die inho- 
mogene Gleichung läßt sich nach der im 8 6 des Kap. 11 angegebenen Methode 
auf die homogene Gleichung zurückführen; wir erinnern daran, daß diese 
Methode auf.der Konstruktion einer partikulären Lösung der inhomogenen 
LAPLACE-Gleichung in Gestalt des Volumenpotentials begründet ist. 

Es sei also eine Kugel D, vom Radius R mit dem Mittelpunkt im Koordinaten- 
ursprung gegeben. Wir betrachten das DiricHLertsche Problem zur Bestim- 


mung einer Funktion « e C(D;); die in der Kugel harmonisch ist und die der 
Randbedingung 
DIPR 2 ) 


genügt; dabei ist S} die Kugeloberfläche und p(x) eine auf Sr definierte und 
stetige Funktion. 

. Wir lösen dieses Problem. folgendermaßen. Indem wir zunächst voraussetzen, 
daß eine Lösung existiert und gewissen einschränkenden Bedingungen genügt, 
leiten wir eine Formel her, welche die Lösung durch die Vorgaben des Problems 
definiert. Danach zeigen wir, daß die gewonnene Formel in Wirklichkeit immer 
eine Lösung des Problems liefert. 


Das betrachtete Problem besitze eine Lösung (x), welche zur Klasse caD R) 
gehört. 


Wir verwenden die Integraldarstellung dieser Lösung (siehe Formel ie ı) 


des Kap. 11): 


o 1 | 
ae 5 iS l=# Fr mn) 4Sn- 2) 
SR 


Wir nehmen einen Punkt x im Inneren der Kugel, und es sei x der zu zin 
bezug auf die Shpäre S, symmetrische Punkt (vgl. Abb. 21). Letzteres bedeutet, 
daß die Punkte x und x’ aufeinem durch den Kugelmittelpunkt gehenden Strahl 
liegen und die Beziehung 

x» [8] = BR? 8) 
gilt. Wir setzen R 
r=k—&, rel —il. 
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Dabei bemerken wir, daß r’ = 0 ist, wenn der Punkt & innerhalb der Kugel oder 
auf deren Oberfläche liegt. Nun führen wir die Funktion 


ve) = (4) 


ein. Diese ist in einem beliebigen Gebiet, das den 
Punkt x’ nicht enthält, harmonisch ; insbesondere 
ist die Funktion (4) in der Kugel D, harmonisch. 

Auf die Funktionen u und v wenden wir jetzt 
die Groexsche Formel (6.10) des Kap. 10 an. Da 
beide Funktionen harmonisch sind, so verschwin- 
det das Volumenintegral, und wir erhalten 


1% oe 1 : 
= » Um ==) a er > 
Abb. 21 FA 


Für das Weitere ist von Bedeutung, daß sich die ersten Summanden der 
Integranden von (2) und (5) 5) nur durch einen von £'unabhängigen Faktor unter- 
scheiden. Dies kann man leicht auf Grund .der einfachen Überlegung be- 
weisen, daß die Dreiecke OxE& und Ox’ & (vgl. Abb. 21) ähnlich sind. In der 
Tat, diese Dreiecke besitzen einen gemeinsamen Winkel im Punkt O, und auf 
Grund der Beziehung (3) sind die diesen Winkel einschließenden Seiten propor- 
tional. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt 


r le] 
TR 
Daraus ergibt sich 
I. R 
7 je’ 


und folglich gilt 


so daß sich die Größen —, 


R\m-2 
4 =) unterscheiden. 


Wir setzen weiterhin |x| = o, |«’ |: =_e. 
Jetzt subtrabieren wir die Formel (5) nach Multiplikation mit 


4 R\m-2 
(m — 2) [81] 2) 
von der Formel (2): 


1 Rm29 1 ö 
e "m-38 Bi 9) rm dp mm= | nn 


Wenn wir noch en daß auf Grund der EaabSNemE des DIRICH- 
ı#rschen Problems 


uE) Is, = PE) 
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gilt, dann erhalten wir für die Lösung (unter der Voraussetzung, daß diese 
existiert und zur Klasse O®(D,) gehört) die folgende Formel: 


1 Rm-a ı eo ı 
ulz) = mas [me I e dv rm ER — deSp . (6) 
SR 


Die Formel (6) 1äßt sich weiter vereinfachen. Da für die Kugel die Richtungen 
der äußeren Normalen und des Radiusvektors zusammenfallen, gilt 


&% 
cos (v, 2.) = 
16) (v, % R 
und 
2 0 
» Ro 
Schließlich erwähnen wir noch die Formeln 
re & a 
08% r u d£&, r ? 


dabei bedeuten x, und @; entsprechend die Koordinaten der Punkte x und a7. 
Jetzt läßt sich das zweite Glied unter dem Integral (6) leicht berechnen. 
Es gilt: 


De I 3 0 Sr ” mn 
ee a  E 
(7) 
Analog ergibt sich 
j Ve: m— 2 pm Er 
aa nee 


_2 
Wir multiplizieren den letzten Ausdruck mit (7 ; unter Berücksichtigung 
Q 
der früher aufgestellten Beziehung Ei — 2 erhalten wir dann 
; er r 
R\m-29 1 m — 2 ‚g® 
(2) arme mr (e er ) 


Da die Punkte x und x’ auf einem durch den Koordinatenursprung gehenden 
Strahl liegen, so gilt 


‚ el ‚g@ .g® 
= % =% — 
% Er] 77 Be 
und folglich 
R\m-209 1 m — 2 
2 ) ma mr (0? — &u 8) - (8) 


Setzen wir nun die Größen (7) und (8) in das Integral (6) ein, so erhalten wir 
schließlich 


ua) [TE Br. 0) 
SR 
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Die Formel (9) heißt Poissonsche Formel, der Ausdruck 
3 BR? ze e 


Rem.’ BER 


Poiıssonscher Kern. 

Aus den oben angestellten Überlegungen folgt, daß die Porssoxsche Formel 
auf jeden Fall für eine beliebige harmonische Funktion der Klasse CAD.) 
gilt, 

Wir erwähnen einige Eigenschaften des Posssowschen Kerns. 

1. Der Poıssonsche Kern ist nicht negativ. Für 0 = R ist er überall gleich 
Null, mit Ausnahme des Punktes x = &; in der Umgebung dieses Punktes ist 
der Poissonsche Kern nicht beschränkt. 

2. Wenn der Punkt x im Inneren der Kugel variiert, dann ist der Poıssonsche 
Kern eine harmonische Funktion von x. e 

Beweis. Wenn der Punkt x im Inneren der Kugel liegt, dann ist r #0, 
und der Porssonsche Kern besitzt stetige Ableitungen sämtlicher Ordnungen. 
Es bleibt noch zu beweisen, daß dieser Kern der homogenen LarrAacrH-Gleichung 
genügt. Nach der Leısnzschen Formel gilt 


@® BR — oo: 12(R— o) j eı(R—-o) öl 2 ae fı\ 
m m 2 H2 ’ - m | (2 P) 2\ym}. 
a: r Öxz 0% x, \r day \r 


Unter Berücksichtigung der Beziehungen 


LO __% ör x — & 
X .’ Öx% r ; 


erhalten wir nach Summation über k: 


ae 14 Um He 2mi)]; 


rm ym 1? 
die rechte Seite der letzten. Formel ist aber wegen 
r=(6—-2.5-)=R+®-2&,)=R+0—2%& 
gleich Null. 
3. Es gilt die Formel 


I (R-o 
af del, o<R. (10) 
1 5 $ 


Erm 


Beweis. Gesucht sei eine Funktion, die in der Kugel harmonisch ist und 
auf der Kugeloberfläche den Wert I annimmt. Auf Grund des Unitätssatzes 
ist die Lösung dieses DiricHLetschen Problems überall gleich 1. Da offenbar 
le 0@XD,) ist, so gilt für diese Funktion die Porssonsche Formel, welche im 
vorliegenden Fall mit Formel (10) übereinstimmt. 

Wir beweisen jetzt folgende Behauptung: Wenn die Funktion p(&) auf 34 
Sphäre 87 stetig ist, dann liefert die Poıssonsche Formel eine in der Kugel D; 
harmonische Funktion, welche in einem beliebigen Punkt x, der Sphäre Sr den 
Grenzwert p(x,) besitzt. 
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Es sei #(x) die durch die Posssoxsche Formel (9) im Inneren der Kugel D, 
definierte Funktion des Punktes x. Diese Funktion ist offenbar im. Inneren 
der Kugel stetig und besitzt die Ableitungen sämtlicher DEN: Wie man 
JJeicht sieht, ist diese Funktion auch harmonisch: 


En 
BES ——dIS =0. 
Er [ ME) As m de 
SR 


Der Punkt x strebe jetzt aus dem Inneren der Sphäre 8, gegen den auf dieser 
Sphäre liegenden Punkt z,. Subtrahiert man von der Formel (9) die auf beiden 
Seiten mit p(&,) multiplizierte Formel (10), dann ergibt sich 


1 
ur) — ol) = 1} leld) 
2, 


Die Funktion 9(z) ist auf der Sphäre 8, stetig; wir wählen auf $; eine Kugel- 
umgebung o des Punktes x, derart, daß gilt 


Pl) — az)! <ze > WEe 6; 


dabei ist & eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Wir bemerken, daß in Sr \c 
die Ungleichung 


2 0? 
_ d2S;. (11) 


E — | > 6 


erfüllt ist, wobei ö den. Radius der Umgebung o bezeichnet. 
Um die Differenz u(x) — o(x,) abzuschätzen, spalten wir das Integral (11) 
in zwei Integrale über o und über 8, \ co auf: 


ua) — Ha) en la] de + 


Rrm 
R2 .- 08 - N 
| 1851 Re Em [pt oz) deSr- 


Für das erste Integral ergibt sich 


1 R? — 0? 
8; Er Rrm [ptE) — Plzo)] deSr| < 
€ rR2 — 0? a 
<: 278] iE - <3 [S,] J Bm deSn 
SR 


Damit haben wir für das erste Integral eine Abschätzung erhalten, die von x 
unabhängig ist. Das zweite Integral läßt sich durch die Wahl des Abstandes 
zwischen den Punkten x und x, beliebig klein machen. Wir wählen diesen Ab- 


stand derart, daß die Ungleichung |x — x,| 22 erfüllt ist. Dann gilt _ 


= E-2al=-E-W)+m- lan - m-e>$, 
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woraus sich 
a. 
ergibt. Somit ist 
BR? <-9 (R+o(k-eo 


mtl (Rd) 
Rrm Rrm " 


6m 


< 


Die Funktion p ist auf der abgeschlossenen, beschränkten Menge 87, stetig 
und somit beschränkt. Es sei |p(£)| < M = const, dann gilt |p(&) — p(z,)| < 
<2M. Jetzt erhalten wir 


M-+2 en 
Into) — al [ER < 


5m [83] 


& , 2m+2 M Rm-i(R — o) 
= 2 om " 
Wir wählen die Zahl A >0 derart, daß 


9m+2 M Rm—in € 
6m = 2 


ist. Wenn dann |x, — z|<h gilt, so ergibtsich R — go = au) — |x| < |, — «|< 
<h und |ux) — o(z,)|<e. Daraus folgt 
lim u(x) = $(&,) ; VneörR- (12) 
7 

Die durch die Poıssoxsche Formel (9) in der offenen Kugel definierte Funk- 
tion (x) setzen wir jetzt mit Hilfe der Gleichung w(z) = p(x), x € $,, auf die 
Kugeloberfläche 8; fort. Die so fortgesetzte Funktion ist harmonisch in der 
offenen Kugel, stetig in der abgeschlossenen Kugel, auf Grund der Beziehung 
(12), und erfüllt die Randbedingung (4). Damit ist das DirıcaLersche Problem 
für die Kugel gelöst. 

Die Formel (2), wie auch der gesamte obige Beweis, verlangt, daß m > 2 ist. 
Die Poissonsche Formel gilt allerdings auch für den Fall m = 2. In diesem 
Fall läßt sich die Formel gewinnen, indem man von der Integraldarstellung (4.2) 
ausgeht. Ein anderer Beweis der Poissowschen Formel im Fall m = 2 wird 
im $1 des Kap. 13 gegeben. 


$ 4. Der Satz von LiouviLuz 


Satz 12.4.1 (Satz von Liouvizzz). Eine Funktion, die in einem beliebigen 
endlichen Gebiet harmonisch und die von oben oder von unten beschränkt ist, ist 
eine Konstante. 

Beweis. Wenn die Funktion (x) harmonisch ist und u(x) < M,M = const 
gilt, dann ist die Funktion —u(z) ebenfallsharmonisch, undesgilt —u(z) = —M. 
Folglich genügt es, den Fall einer harmonischen und von unten beschränkten 
Funktion u(z) zu betrachten; es sei also u(@) > # = const. Dabei kann u >0 
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angenommen werden — anderenfalls könnte dies durch Addition einer hin- 
reichend großen positiven Konstanten zur Funktion. u(&) erreicht werden. 

Wir halten einen beliebigen Punkt x fest und beschreiben um den Koordina- 
tenursprung eine Kugel D, von hinreichend großem Radius R derart, daß der 
Punkt x innerhalb der Kugel liegt. Die gegebene Funktion (x) ist in einem 
beliebigen endlichen Gebiet, also auch in der Kugel D,, harmonisch, und. für 
sie gilt die Poıssoxsche Formel 


i 1 BR? — 0? 
u) [re dSp, 
SR 


wobei 8r die Kugeloberfläche bezeichnet, 
Wie man leicht sieht, gt R-osrsR-+o, und da die Funktion u(x) 
positiv ist, so Kr sich die folgende Abschätzung: 
R-+o l 
)dSR= Ur) S RIR om] WE)dSER. 
SR 


RE zu) 
Nach dem Mittelwertsatz ist 


“0) = gg | WO Br 


R 
so daß die Ungleichung (1) die Gestalt 
(R — o) Am? 
(R+ em! 


2 . - eo) Rm—2 

ze ar —ı 
annimmt. Indem. wir hierbei R gegen Unendlich streben lassen, gelangen wir 
zu. der Ungleichung 


u0) Z ule) S «(0) 


(0) < ul) < u(0). 


Daraus folgt nun u(x) = w(0). Der Satz ist damit bewiesen. 


$5. Das Diricatersche Problem für das Außengebiet der Kugel 


Es sei 2 das Außengebiet einer Kugel vom Radius R mit dem Band $;. 
Gesucht werde eine Funktion #(x), die in 2 harmonisch ist und der Randbedin- 
gung 
5 uls, = Pl@) a) 
genügt. Wir beweisen, daß sich die Lösung dieses Problems durch die Poıssox- 
sche Formel 


2 2 
ur) is am 2) deSn oe>R (2) 
SR 
darstellen läßt; wie im $ 3 ist dabei r = |E — xz| unde = le. 
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Genauso wie im $3 beweist man, daß die durch die Formel (2) definierte 
Funktion u(x) außerhalb der Sphäre $, stetige Ableitungen sämtlicher. Ord- 
nungen besitzt und der Lartack-Gleichung genügt. Wir untersuchen jetzt das 
Verhalten dieser Funktion im Unendlichen. Da offenbar r > o — Rist, so gilt 


e+R 4 
SR 


Da nur hinreichend große Werte o interessieren, so kann man og > 2 R anneh- 


men. Dann silt R <. >90 R Sl 


29% 0, und es ergibt sich jetzt 


Somit ist die Funktion u(x) außerhalb der Kugel harmonisch. 
Es bleibt noch die Grenzbeziehung 
im u(x) = oz) , Wag€ Sp (3) 
> %g 
zu beweisen. Zu diesem Zweck berechnen wir das Integral (2) für Yo) = 1. 
Wir führen den zum Punkt x in bezug auf die Sphäre Sr symmetrischen Punkt 
x ein und setzen oe = je], 0 = |r/|, r’ = |e — «|. Dann gilt 
Rt I IR 


7 > 


E r 0 on 
und der Poıssonsche Kern läßt sich auf die Gestalt 
—R® Rm-2 RR go” 
Rrm gm—2 j Rrm 


bringen. Da der Punkt x’ innerhalb der Sphäre $; liegt, so gilt nach Formel (3.10) 


ER yg _ Mi (Rog®, Rm-2 (a) 
18,1 nr Rem gm=2 |8,| Rrn RT gm=2 \ 
SR 


Wir ubtrahieren jetzt die mit 9(x,) multiplizierte Gleichung (4) von der 
Porssoxschen Formel (2); dies ergibt 


ua) - re) = | m WE) — Held. 
SR 


Indem man die Überlegungen aus dem $ 3 wortwörtlich wiederholt, erhält man 


lim [*@ - 7 | —0. 


©->% 
Rm—2 
+ Po)l (1 — ==) Fre v, 


Daraus ergibt sich nun 


lu) — pa)! < ut) — — Pla) 


womit die Beziehung (3) bewiesen ist. 
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$ 6.- Das Verhalten der Ableitungen einer harmonischen Funktion im Unendlichen 


Satz 12.6.1. Es sei ulx) eine Funktion, die im unendlichen Gebiet Q mit dem 
endlichen Rand I' harmonisch ist, und D" u sei eine beliebige Ableitung k-ter Ordnung 
der Funktion uw. Dann gilt für hinreichend große |x| die Ungleichung 


© 

Ds () 
wobei C, nicht von x abhängt. 

Beweis. Wir beweisen den. Satz für den Fall k=1. Der allgemeine Fall 
läßt sich analog betrachten. 

Da der Rand /'endlich ist, so läßt sich eine Sphäre 8, von hinreichend großem 
Radius R finden derart, daß /' ganz im Inneren dieser Sphäre liegt. Dann gilt 
für die Funktion «(x) außerhalb der Sphäre $; die Poıssoxsche Formel: 


a, Men a 
uR) = Ss) Bm ug) der , e=|el. 
ER 
Wir betrachten ae we erster Ordnung, z. B. die Ableitung nach x,: 
ö u — BR: 

en IS a Wr Em .@ 

Für die Ableitung unter dem Inter ergibt sich 
oa—R _ oo 1 mn@®-R)oa 2m me—-R) mL 
‚dm Br® “du, Arm Rrm+l 90% Rem Rum pn 


: Es sei jetzt o hinreichend. groß, z. B. gelteo > 2 R. Dannistr>oe — R> - @ 


und wir erhalten für den Kern des Integrals (2) folgende Abschätzung: 
i.@—- MR _ mt MmtHm_ GO, 
öx, Rım | Rom-1 Rom-1 gm—1" 
Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir bemerken noch, daß sich im Falle m = 2 für die Ableitungen eine Ab- 
schätzung gewinnen läßt, in der die Ordnung von 1/|«| um Eins größer ist als in 
der Formel (1). 


$ 7. Der Unitätssatz für das äußere Neumannsche Problem 


Satz 12.7.1. Im Falle m > 2 besitzt das äußere Nwumannsche Problem für 
die LarLAon-Gleichung höchstens eine Lösung. 

* Beweis. Wir beweisen den Satz unter der Annahme, daß der Rand des 
betrachteten Gebietes regulär ist. 

Es sei also (2 ein unendliches Gebiet mit einem regulären Rand T', in diesem 
Gebiet besitze das Neumanssche Problem zwei Lösungen; ihre Differenz v(x) 
genügt dann den Beziehungen 

Ar=0, ze; ve)=Olel”t2), x —> 00; (l) 
[7 
o|r 
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Wir betrachten die Fläche J',, die zur Fläche /' parallel ist und im Inneren 
von Q liegt (Abb. 22). Des weiteren konstruieren wir eine Sphäre $, mit dem. 
Mittelpunkt im Koordinatenursprung und von hinreichend großem Radius 
R derart, daß die gesamte Fläche I‘, innerhalb von Sr liegt. Mit QW% bezeich- 
nen wir das durch die Flächen /, und S,; begrenzte 
Gebiet und mit 2, das Gebiet, welches durch. die 
Flächen /’ und $, berandet wird. 

Das Gebiet QW% ist endlich, und es gilt v e CA). 
Folglich ist die GREEnsche Formel (6.8) aus Kap. 10 
anwendbar: 


2% (Rn) k=1 
öV 80 
Abb. 22 + [ozanı + aesz- 
In SR 


Indem man hier für h— 0 zum Grenzwert übergeht, gelangt man unter 
Berücksichtigung der Gleichungen (1) und (2) zu der Beziehung 


m (v\2 öv 
en ” 
ar Fl RB) 


" R 


Jetzt gehen wir mit R gegen Unendlich. Die Beziehungen (1) zeigen, daß die 
Funktion v(x) in & harmonisch ist und für hinreichend große R die Ungleichung 


C 
Wa)lıa-r = Im’ C = const 


erfüllt ist. Des weiteren gilt auf Grund der Ungleichung (6.1) 


q 
=> = C, = const, 


ov 


7 ? 


und für die rechte Seite der Formel (3) ergibt sich somit die Abschätzung 
[&ası CASA _ CS 
v 


= R2m—3 Rm—2 


SR 
Da nach Voraussetzung m > 2 ist, so ergibt sich 
ii s (2) de = Jim Te AL 
Zu \Ox, R->o "TR Bm72 
go k-1 R 


daraus folgt nun trivialerweise 


we =0, v—= const. 

0% . 

Berücksichtigten wir schließlich, daß v(&) im Unendlichen verschwindet, 
so erhalten wir v(x) = 0. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Es sei jetzt m = 2. Im $ 6 bemerkten wir, daß in diesem Spezialfall die ersten 
Ableitungen im Unendlichen schneller gegen Null konvergieren als im allge- 
meinen Fall. Unter Verwendung dieser Tatsache erhält man leicht die Gleichung 


v= const. 
Gleichzeitig ergibt auch die Forderung |v(x)| S = im. vorliegenden Fall 
m 


nur die Beschränktheit der Funktion v im. Unendlichen. Daraus folgt, daß im 
Falle m = 2 die Eindeutigkeit der Lösung des äußeren NevmAnnschen Problems 
für die LarLacz-Gleichung nur bis auf einen konstanten Summanden garan- 
tiert ist. 


KAPITEL 13 


ELEMENTARLÖSUNGEN 
DER DIRICHLETSCHEN 
UND NEUMANNSCHEN PROBLEME 


$1. Die Diricruerschen und Neumannschen Probleme für den Kreis 

In diesem und den nächstfolgenden Paragraphen wird die homogene LAPLACH- 
Gleichung in der zweidimensionalen Ebene betrachtet. Im Unterschied zu den 
in den übrigen Kapiteln dieses Buches benutzten Bezeichnungen werden wir 
hier die cartesischen Koordinaten des variablen Punktes mit x und y bzw. mit & 
und ) bezeichnen; die Punkte selbst werden entsprechend mit (x, y) bzw. (&, n) 
bezeichnet. Gelegentlich werden wir auch von den Bezeichnungenz2 = x +iy, 
t=EH+iymiti= Y—ı Gebrauch machen. 

Wie hinreichend bekannt ist, besteht zwischen den harmonischen und den 
analytischen Funktionen die folgende Beziehung: Wenn die Funktion f(z) = 
= ulx, y) + iv(z, y) in einem gewissen Gebiet holomorph ist, dann sind ihr 
Realteil w(x, y) und ihr Imaginärteil v(x, y) in demselben Gebiet harmonische 
Funktionen. Wenn umgekehrt die reelle Funktion u(x, y) in einem einfach zu- 
sammenhängenden Gebiet harmonisch ist, dann läßt sich eine in demselben 
Gebiet harmonische Funktion v(z, y) finden (sie wird die zu ul, y) konjugiert- 
harmonische Funktion genannt) derart, daß die Summe u(z, y) +iv(z, y) in 
dem genannten Gebiet eine holomorphe Funktion von z darstellt. Wenn das 
Gebiet mehrfach zusammenhängend ist, dann ist die oben angegebene Summe 
im allgemeinen eine mehrdeutige Funktion. 

Für jede natürliche Zahl » ist z” eine in einem beliebigen endlichen Gebiet 
harmonische Funktion; ist dagegen n eine negative ganze Zahl, dann ist die 
Funktion 2” harmonisch in einem beliebigen Gebiet, welches nicht den Koordina- 
tenursprung enthält. Daraus folgt, daß die Polynome 


Re(@9), Im@*), n=20 (1) 
in einem beliebigen endlichen Gebiet und die rationalen Ausdrücke 
Re(@"*7), Im@"9), „zIl (2) 


in jedem Gebiet, welches den Koordinatenursprung nicht enthält, harmonisch 
sind. 

Wir führen die Polarkoordinaten 0 und 6 mit dem Pol im Koordinatenursprung 
ein. Dann gilt z= ge”, und die Funktionen (1) und (2) nehmen en 
die Gestalt 

0" cosnd, o"sinnd, n>0 (1) 
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bzw. 
c08n0 u sinn we ; (2) 


an. 

1. Wir formulieren das DiricaLeTsche Problem für den Kreis. Gesucht sei 
eine Funktion u(, y), welcheim Kreis |z2| < R harmonisch ist und auf dem Rande 
dieses Kreises mit einer vorgegebenen stetigen Funktion 9(#) übereinstimmt: 


ur = 0). (3) 


Wir nehmen an, die Funktion 9(6) lasse sich in eine Fougzer-Reihe entwickeln, 
welche für alle O konvergiert. Es sei 


(0) = + I (m cosn 6 - b,sinn®). (4) 
n=1 ö : 
Dann läßt sich leicht eine formale Lösung des betrachteten Problems angeben: 
urn ne (a, c0osn0 + b,sinn 6). (5) 
n=1 


Die Reihe (5) konvergiert im Kreis |2| < R, und ihre Summe stellt eine in diesem 
Kreis harmonische Funktion dar (man beweise dies!). Wenn nun in dieser Reihe 
der gliedweise Grenzübergang für o > R möglich ist, dann ergibt sich 


WU, Y)o=r = % + B3 (@, cos nd -— b„ sinn 6) = (0) , 
n=1 


und die durch die Formel (5) definierte Funktion (x, y) ist tatsächlich eine 
Lösung des Problems. 

Nach einem bekannten Satz von Akt ist ein derartiger Grenzübergang für 
diejenigen Werte 9 möglich, für die die Reihe (4) konvergiert. Diese Reihe 
konvergiert gegen »() für alle 6, wenn z.B. die Funktion (0) eine 2 r- 
periodische und absolut stetige Funktion ist und eine Ableitung 9'(0) € L,(0, 2 x) 
besitzt. Für derartige Randfunktionen liefert die Reihe (5) tatsächlich eine 
Lösung des Dirichuerschen Problems. 

"Wir bestimmen jetzt die Summe der Reihe (5). Auf Grund bekannter For- 
meln gilt für die FourIzr-Koeffizienten 


dr i an 
I ı 
0-5, | Mo) do, @ = [ po) cosn ode, 
f) 6 
27 


b„ = | #0) sinnode. 
n; 
Durch Einsetzen in die Reihe (5) erhalten wir 
2 
1 2 on 
ur,y) = rl oo) f + 22 mr coan(w — | do. 
ö 


16 Michlin 
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Die hierbei vorgenommene Änderung der Reihenfolge von Summation und 


Integration ist, wie man leicht beweist, für 0 < R möglich. 
Es gilt oe! — 2. Setzen wir schließlich Re'® = £, dann ergibt sich 


le — 9) = Re Be Be 
n—ı #* noı 6* g—2 


und somit 
27 
1 1 d 
ul, y) = 3 [ mo) Rest? du = Re, — 1 y(w) —e.. 
o l=R 


Die letzte Formel ist allgemein unter der Bezeichnung Sonwarzsche Formel 


bekannt. 
Des weiteren gilt 
E42 _n,Ü+9CE-d_R-E 
DM Re Zoe ei 


r=\W—2zl, 


(6) 


und mithin 
27 
ı fR-eo 
ua, y) = | Ho) do. 
0 


Dies ist die Poıssowsche Formel für den Kreis. Wie man leicht sieht, git 
= R® +02 —2Rocos(w — 9), und wir gelangen schließlich zu der üblichen 


Gestalt der Poissonschen Formel: 
2% 
2 __. nd 
2 )da. 


1 
ulz, y) | RrE@—2Rocnln — 6) Ylw 
ö 


2. Die Lösung des Dric#uurschen Problems für das Außengebiet des Kreises 


2} > & wird durch die Reihe 
..0809 ‚Rn n 
ur,y) = +. Pr: (a, cos n 0 + b„ sinn 6) (5,) 


n=1 


dargestellt. 
Man kann nun die Summe der Reihe (5,) bestimmen und erhält somit die 
Poıssonsche Formel für das Außengebiet des Kreises: 
27% Pr 
2 _ 2 
(v0) do. 


u(® past OR (0) dar = 2 
»Y =5;/ m In) Bra-2Rocs(o 0)? 
0 


ö 
(61) 
3. Das Neumannsche Problem für den Kreis |2| < R mit der Randbedin- 
= »(0) Mm 


e=R 


gung 
ou 


or 
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läßt sich wie folgt lösen. Wir entwickeln die Funktion w() in eine FouRIER- 
Reihe: 


ve) + 5 (an 008% 6 +, sinn®). 
n=1 


Wenn aber eine Lösung u(, y) existiert, dann gilt auf Grund der Formel (2.7) 
des Kapitels 12: 


u na [mar-; :/» dT=-0; 


dabei bedeutet d[’das Bogenelement des Kreises |2| = R, d.h. dI'= R d0. Somit 
ergibt sich 


(0) = > (&n cosnd + sinn). (9 


n= 


Unter Berücksichtigung der für den Kreis 0 = |2| = R gültigen Formel 


15ßt sich jetzt eine formale Lösung des NEumAnNschen Problems in der folgen- 
den Gestalt angeben: 


ur, y)=C-+ Sr —.— (&n con -+ Pf, sinn); (10) 


dabei ist C eine willkürliche Konstante. Wenn die Funktion y(9) z.B. den 
oben an die Funktion (9) gestellten Bedingungen genügt, dann konvergiert 
die Reihe (10) in dem abgeschlossenen Kreis || < R und ist hier gliedweise 
differenzierbar; außerdem muß natürlich die Funktion %(#) die Gleichung (8) 
erfüllen. Unter diesen Bedingungen liefert die Reihe (10) die an des NEUV- 
MANNschen Problems für den Kreis |2] < R. 

4. Wenn die Funktion »(#) den soeben formulierten Bedingungen genügt, 
dann läßt sich die Lösung des Neumannschen Problems für das Außengebiet 
des Kreises |2| > R mit derselben. Randbedingung (7) in der Form 


ua,y))=0—-3 ie cosnd + „sinn $) (dl) 
j n—ı %0® 
darstellen, wobei wiederum ( eine beliebige Konstante ist. 


5. Die Summe der Reihe (10) läßt sich leicht bestimmen. Auf Grund der 
Formeln für die FouRIER-Koeffizienten gilt 


P%4 
= | ylo)oosn ode, = | vio)sinn ode. 
0 ° 


16* 
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Durch Einsetzen in (10) und Änderung der Reihenfolge.von Summation und 
Integration (die Vertauschbarkeit läßt sich leicht beweisen) ergibt sich 


1 Ir = 
us,y)=C+— f vo) 2 pm 908 N (vo — 0) do = 
Ö 
R 27 
= & a a men u 
-0+2 [ wo) 2 —Re| e de 
2 
R ” L20] 
=0+2 [ vio)Re X mdo; T=Re 
ö NR 
Unter Berücksichtigung von 
N 
n=1 % 1 
und Re Inr = In [r] erhalten wir schließlich 
an 2 
uÜx,y) = C- A fr 2 vlo)do—=C+ 2 fr > vo) do. (12) 
Fr3 r T e 


Die Formel (12) heißt Diwssche Formel. 
Analog läßt sich die Summe der Reihe (11) berechnen. 


$2. Das Diricnvuersche Problem für das Kreisringgebiet 


Das Ringgebiet werde durch die Ungleichungen R,<e<R, mit o= kl 
definiert. Die Werte der Randfunktion auf den Kreisperipherien 6 = R, und 
e= R, bezeichnen wir entsprechend mit @,(0) und @,(%). Dann lassen sich 
die Randbedingungen für die gesuchte harmonische Funktion w(x, y) in fol- 
gender Form schreiben: 


ur, a 90(0) » ur, = 9,(0) ’ () 

Die harmonische Funktion (x, y) stellt den Realteil einer gewissen analy- 

tischen Funktion f(2) dar: 
ua, y) = Refte). 

Da das Kreiseinggebiet ein zweifach zusammenhängendes Gebiet ist, so ist 

die Funktion f{z) im allgemeinen nieht holomorph. Es läßt sich beweisen, daß 


Foo 
I))=-Ch:+ 3 7 
n=—0 
mit einer gewissen reellen Konstanten. C gilt. Indem man 
0, = An — Ba 
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setzt; wird ersichtlich, daß sich die Funktion u(x, y) in folgender Form dar- 
stellen läßt: 


ur,y)=Cme+4+ I (Apo® + Ayo”) cos nd + 
i n=1 


+ (Bu." — B_„0"") sinn}. (2) 


Die Funktionen 9,(0) und. @,(P) entwickeln wir in FouRIER-Reihen; es sei 


9) =; + S lartosn) +b„sinn0), 
n=1 
. 8) 
9) =%, + (an cosnd + ,sinnd). 
n=1 


Indem wir die Entwicklungen (2) und (3) in die Randbedingung (1) einsetzen 
und die Koeffizienten bei cosn® und sin» vergleichen, gelangen wir zu 
einer Folge algebraischer Systeme zweiter Ordnung: 


ChR+Ah=%; ChR +4 =%; 
4% +4AnR" =Mm; A)",R-+- AR" =; 
Bl — BR" =; B,Re = BaReßes 


Da die Determinanten dieser Systeme von Null verschieden sind, so lassen 
sich alle Koeffizienten der Entwicklung (2) bestimmen. Damit ist die formale 
Lösung des Problems konstruiert. Die genaue Begründung dieser Lösung 
überlassen wir dem Leser. 

Mit derselben Methode läßt sich auch das Neumanssche Problem für das 
Kreisringgebiet lösen. 


$ 3. Anwendung der konformen Abbildungen 


Die holomorphe Funktion z = 2(£) = x(&,n) +iy(&,n) bilde das Gebiet D 
der £-Ebene konform auf das Gebiet 2 der z-Ebene ab. Des weiteren sei u(z, y) 
eine in Q harmonische Funktion. Dann ist die durch sie definierte Funktion 
WEn)= u(x(E, n), y(&, n)) barmonisch in D. 

Um. diese Behauptung zu beweisen, berechnen wir die Größe 
PO 77 
Au= te 
Es ergibt sich 

u u 0® ou 0y 


BEER ] 
dE dm 0 8 


und 


u __ uw [ün\? 9 u Oro, Du [au | ou u du Ry 
Fr? (&) Dry OE DE ag (&) er" 
Analog erhalten wir 
PL 227} (ey ou OR yo (®) du Or, du Ay 


Ze 4 ] 
Om dr \im 2 öy On on  ay\om) dm Om ' äy om: 
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Jetzt addieren wir die letzten Gleichungen. Dabei werden wir berücksichtigen, 
daß x(&,n) und y(&,n) entsprechend den Realteil bzw. den Imaginärteil der 
holomorphen Funktion z(£) darstellen; folglich sind x und y harmonische 
Funktionen von & und n, welche den CavcHay-RıemAnsschen Differentialglei- 
chungen genügen. Somit gelten die Beziehungen 

0% 0Y 0% 0Y 

DE 27 2m => DE D dıx =-Ay=d. 
Jetzt ergibt sich 


Au=|(&) + (2) ] Au = wor Au: 


dabei bedeutet 


ou ou 

Au = en + FF 

Wenn A,u = 0 ist, dann gilt offenbar A;u = 0, und unsere Behauptung ist 
bewiesen. 

Dieses Ergebnis läßt sich einfacher so formulieren: Eine konforme Abbildung 
überführt eine harmonische Funktion wieder in eine harmonische Funktion. 
Es erweist sich nun, daß die konforme Abbildung auch jedes DiRICHLETsche 
Problem in ein DiricHtetsches Problem und jedes NeumAnssche Problem 
wieder in ein Neumannsches Problem überführt. 

In der Tat, es sei im Gebiet Q folgendes Dirıcanuzrsche Problem gestellt: 

Au=0, Ur=p). () 
Dabei sei I’ die Randkurve des Gebietes Q und s der Parameter, der die Lage des 
Punktes auf I’ festlegt. 

Die Funktion z(£), welche die konforme Abbildung des Gebietes D auf das 
Gebiet 2 herstellt, sei im abgeschlossenen Gebiet!) D= Du’) stetig; dabei 
bedeutet I die Randkurve des Gebietes D. Da, wie wir bereits gesehen haben, 
die konforme Abbildung die LArzAor-Gleichung invariant läßt, so genügt die 
transformierte Funktion & der Gleichung 

BR 277, 257, 
Nat. (2) 

Da bekanntlich bei einer konformen Abbildung zwischen den Randkurven 
eine eineindeutige Beziehung besteht, so kann derselbe Parameter s auch als 
Kurvenparameter für I‘; dienen. Dann ändert sich aber die Randbedingung (1) 
bei einer konformen Abbildung nicht, und wir erhalten | 


ur, = pl). (8) 

Die Gleichungen (2) und (3) zeigen, daß die transformierte Funktion % eine 
Lösung des DIRICHLETschen Problems für das Gebiet D ist. 

Wir wenden uns jetzt dem N#umannschen Problem zu. Bekanntlich bleibt 

die Ableitung z’(£) auch auf regulären?) Kurvenstücken stetig. Des weiteren 


1) Dafür ist notwendig und hinreichend, daß das Gebiet D durch eine JorRDAn-Kurve 
begrenzt wird. 
2) Wegen der Definition des regulären Randes siehe $. 213. 
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genügt die transformierte Funktion wiederum der Gleichung (2); es bleibt noch 
zu klären, welcher Randbedingung diese Funktion genügt. 

Die Funktion u(z, y) genüge der Randbedingung des NzumAnssschen Problems 

ou 
ale vs) - (4) 

Wir bezeichnen mit v, die Normale zur Kurve I} in dem Punkt, der dem Para- 
meterwert s entspricht. Bei einer konformen Abbildung geht die Randkurve 
wieder in die Randkurve und folglich auch die Tangentenrichtung wieder in die 
Tangentenrichtung über; da dabei die Winkel erhalten bleiben, geht die Nor- 
malenrichtung » in die Normalenrichtung », über. Wir erläutern die letzte 
Behauptung. Es seien 2 und Z die bei 
der konformen Abbildung einander ent- v 
sprechenden Punkte der Randkurven I Z 2 
und /j. Wenn man im Gebiet Q die 
Normale » errichtet, welche die Rand- 
kurve I'im Punkt z schneidet, dann geht 
diese Normale bei der konformen Ab- 
bildung in eine Kurve über, welche die Abb. 23 
Normale », im Punkt Z berührt (s. Abb. 
23). Auf der Normalen v wählen wir einen Punkt 4 = x, +iy,. Diesem ent- 
spreche im Gebiet D der Punkt 4, = &+in. Wir setzen h =) — zu, 
k = |&E —&,|. Dann gilt 


du _ lim ur, Y)- Way) _ lim us, N) WE) k = u lim k : 
ov 4>2 h > k h ov u>% h 
Da die Abbildung konform ist, so ergibt sich 
lim EN 
ach KO 
und schließlich . 
107 ou ,, 
er ZEN el. (8) 


Wenn also die Funktion u der Randbedingung (4) genügt, dann genügt die . 

transformierte Funktion 4 der Randbedingung 
0% ; 

Er rn = v(s) |z (| > (6) 
d.h. wiederum der Randbedingung eines Nzumannschen Problems. 

Die Lösungen der DirıcuLetschen und Nevmannschen Probleme für den 
Kreis und das Kreisringgebiet sind uns bekannt, sie wurden in den vorange- 
gangenen Paragraphen konstruiert. Aus dem soeben Bewiesenen ergibt sich 
nun: Wenn die konforme Abbildung eines vorgegebenen Gebietes auf einen 
Kreis oder auf ein Kreisringgebiet bekannt ist, dann lassen sich für dieses Gebiet 
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die Lösungen der Dieicnunsschen und NezumAnnschen Probleme BuBeten, Wir 
wollen jetzt einige solcher Gebiete aufzählen. 

1. Die Halbebene läßt sich mittels einer gebrochen-Lnearen Abbildung auf 
einen Kreis abbilden. 

2. Das Außengebiet der Ellipse läßt sich mittels einer Abbildung der Gestalt 


matt m 


(a und b sind Konstanten) auf einen Kreis abbilden. 

3. Ein Vieleck 1&ßt sich mit Hilfe des SCHWARZ- UHRISTOFFELschen Integrals 
auf einen Kreis abbilden. 

4. Ein von zwei Kreisperipherien berandetes Gebiet läßt sich mittels einer 
gebrochen-linearen Abbildung auf ein Kreisringgebiet abbilden. 

5. Mit Hilfe der Funktion (7) läßt sich ein zwischen zwei konfokalen Ellipsen 
gelegenes Ringgebiet auf ein Kreisringgebiet abbilden. 

Die Aufzählung solcher Beispiele könnte man noch weiter fortsetzen. 


&4. Die Kugelfunktionen und ihre Eigenschaften 


Eine vollständige Darstellung der Theorie sowie der Anwendungen der 
Kugelfunktionen ist in den Büchern von W. I. Smmrxow [17], Bd. III, E.W. 
Hoson [3] und N. J. WILEnkin [1] zu finden. Wir geben hier die Definition 
und (ohne Beweis) die einfachsten Eigenschaften der Kugelfunktionen an. 

Wir betrachten den m-dimensionalen euklidischen Raum der Punkte 
(&; %y »- -,%m) und darin die homogenen Polynome vom Grade n, welche der 
Larzacz-Gleichung genügen; dabei ist » eine beliebige nicht negative ganze 
Zahl. Derartige Polynome sind offenbar in einem beliebigen endlichen Gebiet 
harmonisch. Die harmonischen, homogenen Polynome lassen sich unschwer 
konstruieren: Dafür genügt es, ein homogenes Polynom. vom. vorgegebenen 
Grade n mit beliebigen Koeffizienten herzunehmen, darauf den LAPLAoH- 
Operator anzuwenden und das Ergebnis gleich Nuil zu setzen. Dies ergibt 
einige Beziehungen zwischen den Koeffizienten; die Polynome, deren Koeffi- 
zienten: diesen Beziehungen genügen, sind dann harmonisch. 

Als Beispiel betrachten wir den Fall von drei unabhängigen Veränderlichen 
% 1, %y, %. Jedes Polynom nullten oder ersten Grades ist offenbar harmonisch. 
Ein homogenes Polynom zweiten Grades ist im allgemeinen Falle von der Ge- 
stalt 


3 
D EG, ya An: 
k= 


3 kl 


Sein LAPLAc#-Operator ist gleich 2 (a, + G@yg + Gy). Setzt man ihn gleich Null, 
dann ergibt sich 


Ay = — (Ay + Q) - 
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Diese Beziehung liefert uns die allgemeine Form eines harmonischen Polynomes 
zweiten Grades mit drei unabhängigen Veränderlichen: 


2 2 2 2 
Gala — 5) TR — 2) + 2 at 20% + 2 0 RR. 


Die letzte Formel zeigt unter anderem, daß es unter den genannten Polynomen 
fünf linear unabhängige gibt. Dies sind z. B. die Polynome 


2 2 2 2 
Mu, Mu, MM, Yu, PWalg- 


Es existieren genau 2n — 1 linear unabhängige homogene harmonische Poly- 
nome n-ten Grades mit drei unabhängigen Veränderlichen. ‚Im allgemeinen Falle 
von m unabhängigen Veränderlichen ist die Anzahl der linear unabhängigen 
homogenen harmonischen Polynome n-ten Grades gleich 
(m +n — 3)! 

(m —2)In! 


@n+m-2) ) 
Die Größe (1) werden wir im weiteren mit k, „ bezeichnen. 

Im. Falle m = 2, n > 0 gibt es nur zwei linear unabhängige hönskens har: 
monische Polynome n-ten Grades, und zwar die Polynome Re (2*) und Im (z*); 
dabeiist2= m, + 1... 

. Wir gehen jetzt von den cartesischen Koordinaten 2, %, - . - , m zu den 
Kugelkoordinaten 0, 9, da, - - - , Öm_2; Om mit Hilfe der Formeln 


 =ocosh,, 


% = esin D, cos ®,, 


mn =eosind, sind, ... sin du_z 608 Ön_ı 
%, = egsind, sind, ... sin dn_., sin Öm-ı 
über. Die Kugelkoordinaten variieren in folgenden Grenzen: 
so<w; 9SHSn, ksm—-2; 0<SHM-ı S2r. 


Wenn go —=1 ist, dann erhalten wir einen Punkt auf der Einheitssphäre, ein 
‚solcher Punkt wird durch die Winkelkoordinaten 9, d, - . - , d„_ı vollständig 
bestimmt. Umgekehrt definiert die Vorgabe der Winkelkoordinaten eindeutig 
‚einen gewissen Punkt auf der Einheitssphäre. 

Es sei P, „(®) ein homogenes harmonisches Polynom n-ten Grades mit den. 
unabhängigen Veränderlichen &,,%, . . . , 2m. Wir substituieren diese mittels 
der Formeln (2). Da das Polynom homogen und vom Grade rn ist, so nimmt es 
folgende Gestalt an: 

P,, mer) = 0* In, m). (3) 
Dabei bedeutet d den Punkt auf der Einheitssphäre mit den Winkelkoordinaten 
de Om: 

Die Funktion Es m(0) heißt m-dimensionale Kugelfunktion n-ter Ördnung: 
Da im weiteren die Dimension m des Raumes festgehalten wird, so werden wir 
den Zusatz ‚„‚m-dimensional‘‘ in der Bezeichnung der Kugelfunktion weglassen. 
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Wir zählen jetzt die wichtigsten Eigenschaften der Kugelfunktionen auf. 
Einige dieser Eigenschaften sind offensichtlich, andere wiederum verlangen einen 
Beweis, den wir allerdings nicht durchführen. 

1. Die Kugelfunktionen sind Polynome der Sinus und Kosinus der Winkel- 
koordinaten. 

2. Es gilt 7), (0) = const. 

3. Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind auf der Einheitssphäre 
orthogonal: 


f I (6) Yo, m(9) ds, =0, n#w. (4) 
Sı 


4. Für n#0 existieren k, „ linear unabhängige Kugelfunktionen n-ter 
Ordnung. Wir bezeichnen diese Funktionen mit Y; (0), k=1,2,...,K,m 
Zum Zwecke der Einheitlichkeit in den Bezeichnungen setzen wir i,„=1 
und schreiben Y{),(0) anstelle Y,, „(9). 

5. Bei vorgegebenem n lassen sich die Funktionen Y "m (0) orthogonalisieren 
und normieren. Wir nehmen an, die Orthogonalisierung sei bereits erfolgt. 
Dann ist 

N: Bell, Reich 


»®m,m 


ein orthonormales Funktionensystem auf der Einheitssphäre 84: 


() (w) _j0, rn#w oder kA£k, 
{ Y; (0) I; (0) ds, Ber N j IEERSSERN, und KEE: 
6. Das System der Kugelfunktionen (5) ist im Raum Z,($,) vollständig. 
Daraus folgt, daß sich eine beliebige, auf der Einheitssphäre fast überall defi- 
. nierte und quadratisch summierbare Funktion in eine Fourıer-Reihe nach 
den Kugelfunktionen entwickeln läßt; diese Beihe konvergiert dann auf der 
Einheitssphäre $, im Mittel gegen die vorgegebene Funktion. Wenn f(0) 
die vorgegebene Funktion ist, dann hat ihre Fourier-Entwicklung nach dem 
System der Kugelfunktionen die Gestalt 


(5) 


kn,m 


= 5 I a® y®,(); (6) 
n=0 k=1 
dabei gilt 
a = [f() Y@,(6) AS, . 7) 
S, 


7. Im Falle m = 2 gibt es zwei orthogonale Kugelfunktionen der Ordnung 
n>0. Solche Funktionen sind z. B. cosn 9 und sinn 9, wobei ® den Polar- 
winkel in der zweidimensionalen Ebene bedeutet. 

8. Die Funktionen 
Yr® (6 
0” Yun); ee 


om+n-2 ; nZ0 (8) 


sind harmonisch, und zwar die erste Funktion in einem beliebigen endlichen 
Gebiet, die zweite Funktion in einem beliebigen Gebiet, welches den Koordina- 
tenursprung nicht enthält. 
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$5. Dirichzersche und Neumanssche Probleme, 
die sich mit Hilfe von Kugelfunktionen lösen lassen 


Im vorliegenden Paragraphen konstruieren wir formale Lösungen der betrach- 
teten Probleme in Gestalt von FourIer-Reihen nach den Kugelfunktionen. 
Das Wort „formal“ bedeutet’ hierbei, daß wir die Fragen nach der Konvergenz 
dieser Reihen, der Möglichkeit einer gliedweisen Differentiation oder eines Grenz- 
überganges und ähnliches nicht untersuchen werden. Wenn die konstruierten 
Reihen konvergieren und sämtliche mit ihnen ausgeführten Operationen gesetz- 
mäßig sind, dann ist die formale Lösung auch eine Lösung des Problems. 

1. Das DirICHLETsche Problem für die Kugel. Gesucht sei eine 
Funktion u(x), die in der Kugel og =.|x| < R harmonisch ist und auf der Kugel- 
oberfläche o = R mit der vorgegebenen Funktion o(x) übereinstimmt. Da die 
Größe o auf der Kugeloberfläche o = R einen konstanten Wert annimmt, so 
wird die Lage des Punktes x allein durch die Vorgabe 
seiner Winkelkoordinaten bestimmt, d.h. durch die 
Vorgabe jenes Punktes auf der Einheitssphäre, der 
auf dem durch den Punkt x gehenden Strahl liegt 
(s. Abb. 24). Letzteres gestattet, p(x) als Funktion 
des Punktes 0 zu betrachten; wir werden deshalb 
(0) anstelle p(x) schreiben und somit der Randbe- 
dingung des Diricatertschen Problems die Gestalt 


uo=r = 9) 4) 


geben. Die Funktion 9(P) sei nun in eine FourTER- Abb. 24 
Reihe nach den Kugelfunktionen entwickelbar: 


co #n,m 
ph) = = Z a YO). 2) 


Dann wird die Lösung des DieichLetschen Problems für die Kugel e<R 
durch folgende Reihe dargestellt: 


v2 


ul) = 3 Zap y®,). (8) 
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2, Das Dmricuzetsche Problem für das Außengebiet der Kugel. 
Gesucht sei eine Funktion u(x), die im Gebiet og = |x| > R harmonisch ist und 
der Randbedingung (1) genügt. Wenn sich die Funktion o(P) in die Reihe (2) 
entwickeln läßt, dann wird die gesuchte Funktion durch die folgende Reihe 
dargestellt: 


oo „ _o nm 
ua) 3 Hr 5 ®r®,0). (4) 


no Mtm-2 „7, 
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3. Das Nrumanxsche Problem für die Kugel. Gesucht sei eine Funk- 
tion (x), die in der Kugel og < R harmonisch ist und der Randbedingung 


ou 


| „= 40) &) 


genügt. Dabei bedeutet » die äußere Normale zur Kugeloberfläche 0 = R. 
Da deren Richtung mit der Richtung des Radiusvektors des Punktes z über- 


einstimmt, so gilt — = - ‚ und die Bedingung (5) läßt sich somit in 
v 0 jo=R 
der Form 
[027 
Se —= y(6 6 
Ta vB) (6) 


! ER 
darstellen. Auf Grund der Fermel (2.7) des Kap. 12 ist für die Lösbarkeit des 
NeumaAnsschen Problems notwendig, daß gilt 


S vi) SR = 
e=R 


Nun gilt aber dS; = R"-!dS,, wobei S, die Einheitssphäre bedeutet; die 
letzte Bedingung ist deshalb der folgenden äquivalent: 


J vd) dS, = 0. 7) 


Die Funktion y(®) entwickeln wir in eine Fourızr-Reihe nach den Kugel- 
funktionen: 
o Fn,m : j 
ye)= SS bi Yu). (8) 
n=ik=i1 
Das Glied mit dem Index » = 0 tritt hier auf Grund der Formeln (7), (4.7) sowie 


der Eigenschaft 2 der Kugelfunktionen ($ 4) nicht auf. 
Die Lösung des Nwuvmannschen Problems wird dann durch die Reihe 


kn,m ” 
3 54) 0) (9) 


ua) =0+ 2 2 


dargestellt, dabei ist C' eine willkürliche Konstante. 

4. Das Nzumanssche Problem für das Außengebiet der Kugel. 
Gesucht sei eine Funktion u(x), die im Gebiet e > RE harmonisch ist und der 
Randbedingung (5) genügt. Da die Bedingung (2.7) aus Kap. 12 im Falle eines 


‚unendlichen Gebietes nicht notwendig ist, so kann jetzt die FOURIER-Entwick- 


lung der Funktion y(0) nach den Kugelkoordinaten auch ein nulltes Glied ent- 
halten. Es gelte 


o km,m 
YO) = 35 5 BT. (10) 


n=0k=-1 
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Dann wird die Lösung des NeumAnsschen Problems durch die folgende Formel 
geliefert: 
ERBEN BAM een 
ue)= — 2 Wim -Hom z br Yu m(6) . (11) 
5. Die Dirichterschen und NaumAnnsschen Probleme für .:die 
Kugelschicht. Wir suchen jetzt eine Funktion, die in der Kugelschicht 
Ru, <o< HR, harmonisch ist und den Randbedingungen des DIRICHLETSchen 
Problems 
un, = 90), Ulm, = gi) (12) 
Bali. 
Die Funktionen 9,(#) und 9,(#) entwickeln wir in Fourımr-Reihen nach 
den, Kugelfunktionen: 


kn 
20) = > = ag 20) > 
n=0 k=1 
(13) 
co An, m 
N)= 3 3 an Find). 
n=0 k=1 
Die Lösung des Problems suchen wir in Gestalt der Reihe 
n 5 A® 0 3% rw 6) (14) 
uz) = m et 
a 2 Ela ar )r = 


Wir setzen jetzt in der Formel (14) o = R, und og = R, und vergleichen die 
sich daraus ergebenden Reihen mit den Reihen (13). Dann erhalten wir folgen- 
des Gleichungssystem für die unbekannten Koeffizienten A® und B®: 


AD Ra + BO Run — aß), 


j 15 
AD RE + BO Rn = of}. . 


Die Determinante des Systems (15) ist gleich 
Rn R® REN rn R2=m=2n) 


und somit verschieden von Null. Folglich lassen sich die Koeffizienten A®, B® - 
bestimmen, und wir gelangen damit zur Lösung des DiricHuetschen Problems. 
Im Falle des Neumanuschen Problems haben die Randbedingungen die 
Gestalt 
0% 
dv jo 


Die Beziehung (2.7) aus Kap. 12 bedeutet in diesem Falle, daß die Funk- 
tionen y,(P) und »;(0) folgender Gleichung genügen müssen: ' 


RO) ds, + en) v0) ds) = 0; (17) 


en 7 Fe ee 27 PT) 
BR,  je=R, 


dies ist eine notwendige Bedingung für die Lösbarkeit des NwumAnnschen 
Problems. 
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Die Funktionen »,(9) und y,(9) entwickeln wir in Fovrzer-Reihen nach den 
Kugelfunktionen: 


[e) kn, m oo kn, m 
90) = 2 zZ bi Ye); Yıl0) = 2 Ba bin md). (18) 
2=0 k=1 N= = 
Gleichung (17) führt unter Berücksichtigung der Formel (4.7) zu less 
Beziehung zwischen den Anfangsgliedern der Reihen (18): 


Re) + Brid=0. (19) 


Die Lösung des Problems wir wiederum in Gestalt der Reihe (14). 


Wir en jetzt, dd — = — - 2 auf der inneren Kugelober- 


00 ie=R, 
fläche und Z = =, auf der äußeren Kugeloberfläche gilt. Durch Diffe- 
tentiation der Reihe aa) nach der Normalen und anschließenden Koeffizien- 
tenvergleich in den sich ergebenden Reihen und den Reihen (18) erhalten wir 
folgendes Gleichungssystem: 


* % n+m—2 % 
—nE an BRrtm-1 BN = bin ? 


1 4(& RT Mm — %) _ nk 
Ze a 2 Bm — 1. 


. (20) 


Die Determinante des Systems (20) ist gleich 


nn +m—2) ‚nOn+m-2 nm 

(RB, Rje+m-1 re : 
und somit für a #£ 0 verschieden von Null. Daraus folgt, daß sich die Koeffi- 
zienten A® und .B® für n > 0 eindeutig bestimmen lassen. Für n = 0 liefert 
das System (20) zwei Werte für ein und dieselbe Größe Bi): 


BO — pm-ı 5% Zr 
0 o m—:3 


BD = — Am-ı 
o 1 m—)% 


Diese Werte stimmen auf Grund der Beziehung (19) überein. Der Koeffizient 
AU bleibt, wie auch zu erwarten war, willkürlich wählbar. 
Übungsaufgaben 


1. Man löse das NzumAannsche Problem für das Kreisringgebiet. 
2. Für das Kreisringgebiet R, < |z] < R, löse man das folgende gemischte Problem: 


7) 
ul=r, = 90) , _ al 
e=Rr 


KAPITEL 14 


DIE VARIATIONSMETHODE 
BEIM DIRICHLETSCHEN PROBLEM. 
WEITERE POSITIV-DEFINITE PROBLEME 


Im vorliegenden Kapitel wird eine Methode zur Lösung des DikıcaLetschen 
Problems behandelt, die sich von den elementaren Methoden der vorange- 
gangenen Kapitel unterscheidet. Die neue Methode stützt sich auf die Lösung 
des Minimumproblems für das quadratische Funktional, welche im Kap. 5 dar- 
gelegt wurde. Diese Methode ermöglicht die Lösung des DmIcoHLetschen 
Problems für eine formal selbstadjungierte nicht entartete elliptische Gleichung 
sowie einer Reihe anderer Probleme der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen unter recht allgemeinen Bedingungen. 

Wie soeben bemerkt wurde, liefert die Variationsmethode sehr allgemeine 
Ergebnisse; gleichzeitig auferlegt sie aber dem Problem wesentliche Einschrän- 
kungen. Hinreichend vollständig läßt sich das Dirıcatwtsche Problem nur 
für ein endliches Gebiet lösen. Im Falle einer inhomogenen Randbedingung 
muß an die Randfunktion eine einschneidende Forderung gestellt vn (siehe 
unten, $ 5). 

Die Variationsmethode wird auch in den nachfolgenden Kapiteln benutzt: 
Im Kap.15 untersuchen wir mit Hilfe dieser Methode das Spektrum des 
DIEICHLETschen Problems, im Kap. 16 — das NzumaAnssche Problem. Kap. 17 
ist dem etwas schwierigeren Problem bei formal nichtselbstadjungierten ip: 
tischen Gleichungen gewidmet. 


$1. Die Friepricussche Ungleichung 


Im m-dimensionalen euklidischen Raum EZ, sei ein endliches Gebiet Q ge- 
geben; der Einfachheit halber werden wir voraussetzen, daß der Rand I’ dieses 
Gebietes stückweise glatt ist. Die Funktion ue OW(Q) genüge der Rand- 
bedingung 

; 2 r=d. Ü 


Wir beweisen, daß dann die sogenannte Frıeprionssche Ungleichung 


fe [2 A 
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gilt. Dabei ist x eine von der Funktion u unabhängige Konstante, die durch 
das Gebiet 2 vollständig definiert wird. 

Wir wählen das Koordinatensystem derart, daß das Gebiet 2 in dem Teil 
des Raumes liegt, wo sämtliche Koordinaten positiv sind. Dann bringen wir 
dieses Gebiet im. Inneren eines gewissen Parallelepipeds // unter, welches 
durch die Ungleichungen 

<<; k=1,2,...,m, 
definiert wird (Abb. 25). 

Wir setzen die Funktion u(x) fort, indem wir 
sie im Gebiet //\2 identisch gleich Null setzen. 
Die Funktion w(z) bleibt nach dieser Fortsetzung 
stetig, da u r=0 güt; die Ableitungen dieser 
Funktion können auf dem Bande /' Unstetig- 
keiten aufweisen. Für solche Funktionen gilt die 
Nzwron-LeIBnizsche Formel. j 

Im Parallelepiped J/ wählen wir einen Punkt 
== (&, 2%: > %m) und projizieren diesen auf 
die zur Koordinatenschse Ox, orthogonale Ko- 
ordinatenebene. Die Projektion bezeichnen wir mit 
x. Der Punkt x’ läßt sich als Punkt des (m — 1)- 

Abb. 25 dimensionalen euklidischen Raumes mit den Ko- 
ordinaten %,,...,%. auffassen. Im weiteren be- 
nutzen wir die Bezeichnung x —= (z,, x) sowie analoge Bezeichnungen. 

Nach der Nwwrox-Leissızschen Formel gilt 


u) — u, a) = Pe 
{) 


Da der Punkt (0, x’) außerhalb des Gebietes 2 liegt, so gilt w(0, x’) =.0 und 


somit 
ux) = E ur: 


0 
Nach der Cavcunv-Bunsakowskıschen Ungleichung ergibt sich 


vo [a (ana ee 


Die letzte Ungleichung integrieren wir nun über das Parallelepiped IT: 
Am 


I [a je ED au - 
2 ö 
ee 
I 
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Da die Integrale über I/\Q auf der rechten und linken Seite gleich Null sind, 
so können wir diese unberücksichtigt lassen; gleichzeitig fügen wir zum Inte- 
granden auf der rechten Seite die nichtnegative Summe 


F (er? 
ve \ 0 
hinzu. Dies führt dann auf die Ungleichung 


jo =sal? (ae. (3) 


aus der sich die Ungleichung (2) für x = a? ergibt. Natürlich kann als x jede 
der Zahlen oz (insbesondere auch die kleinste dieser Zahlen) genommen werden. 
Die Frage nach dem kleinstmöglichen Wert x wird im folgenden Kapitel gelöst. 


$ 2. Der Operator des DiricaLerschen Problems 


Es sei 
0 ou 
The 2 (Ania) =) + O2) u a) 


ein Differentialausdruck, dessen Koeffizienten in einem gewissen endlichen 
Gebiet Q des m-dimensionalen euklidischen Raumes E, definiert sind. Den 
Band I’ des Gebietes 2 setzen wir als stückweise glatt voraus. Des weiteren 
nehmen wir Ay, e C®(Q2) und Ce C(Q) an. 

Wir setzen voraus, daß der Differentialausdruck (1) im abgeschlossenen 
Gebiet 2 elliptisch ist. In diesem Falle besitzen sämtliche Eigenwerte A,(x) 
Ayf&), ...,Am(&) der Koeffizienten-Matrix des Hauptteiles ||A;2(z)|| in Q ein 
und dasselbe Vorzeichen. Indem man gegebenenfalls das Vorzeichen des Aus- 
drucks L ändert, läßt sich stets erreichen, daß Az) > 0, ze Q, gilt. 

Die Gleichung 


Amı Ang 0 Anm 
besitzt als höchsten Koeffizienten (— 1)", der konstant und verschieden von 
Null ist; die übrigen Koeffizienten dieser Gleichung sind stetige Funktionen 


in Q. Daraus folgt, daß auch die Wurzeln A,(x) dieser Gleichung in 2 stetige 
Funktionen von x sind. Als positive Funktionen in dem kompakten abge- 


schlossenen Gebiet Q sind sie durch eine gewisse positive Konstante, welche 
wir mit u, bezeichnen, nach unten beschränkt: 


Au) ZW, Weeß; Po = const > 0. (2) 


Eine elliptische Differentialgleichung, welche die Ungleichung (2) erfüllt, heißt 
nicht entariei in 2. 


17 Michlin 
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Es seien tb. ..,im beliebige reelle Zahlen, Wenn },(x) den kleinsten 
Eigenwert der Matrix ||A,.||}z-ı bedeutet, dann gilt bekanntlich 


Ayrl%) tz ie > A,l®) 2 u 


k=1 


Unter Benutzung der Ungleichung (2) erhalten wir dann 
Mm 3 
Ayla) in Wo vw i: (3) 
=1 


Die Ungleichung (3) ist nun charakteristisch für einen nichtentarteten 
elliptischen Differentialausdruck. Diese Ungleichung wird im weiteren eine 
wichtige Rolle spielen. 

. Von dem Differentialausdruck (1) fordern wir außerdem, daß gilt 
Ca)>0, Vzen. (4) 

Wir betrachten jetzt das DIRICHLETsche Problem mit einer homogenen Rand- 
bedingung: 

Iie - Ant 0u=fe) (5) 
= 0%, IE a — ? 
ur=d. (6) 

Wir nehmen an, daß fe Z,(2) gilt und suchen eine Lösung des Problems (5), 

(6), welche ebenfalls dem Raum L,(2) angehört. Wie jede Randwertaufgabe 


erzeugt auch das Problem (5), (6) einen gewissen Operator, den wir mit W 
bezeichnen. Dieser wird durch die Formel 


Yu=Lu= (4 + Cu 


definiert; als sein Definitionsgebiet D(V) kann man die Menge derjenigen 
Funktionen aus C(®(2) annehmen, die der Randbedingung (6) genügen. Es 
ist einsichtig, daß man U als Operator im Raum L,(2) betrachten kann. 
Wir beweisen, daß der Operator X in L,(2) positiv-definit ist. Entsprechend 
der Definition (vgl. Kap. 5, $2) genügt es, die folgenden drei Tatsachen nach- 
zuweisen: 1. Die Menge D(W) ist dicht in L,(2); 2. der Operator W ist symme- 
trisch: 


Uuv)=(wXr), wveDW, (7) 
3. der Operator W erfüllt die Ungleichung der positiven Definitheit 
Au,u)>yejlulle, y%=const>0. (8) 


Die Dichtheit der Menge D(X) im Raum L,(2) ergibt sich unmittelbar aus 
der Folgerung 1.3.1, da D(X) offenbar die Menge aller in 2 finiten Funktionen 
enthält. : . 

Wir beweisen jetzt die Symmetrie des Operators%. Es seien u, ve D(N). 


Letzteres bedeutet: u, ve O®(Q) und 


ur =tr=0. (9) 
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Wir bilden die Differenz 
(U u, v) — (u, Yv) = (Luv) - (u Lv)=[(vLu = de. 


[ 
Durch Anwendung der zweiten Greenschen Formel [Formel (6.6) 6) aus Kap. 
10] auf das letzte Integral erhalten wir 


(U u,v) — (u, Uv) = — [eb&- wo.) cos B,2)dl. 
4 'k 
r 


Auf Grund der Gleichungen (9) ist das Integral auf der rechten Seite gleich 
Null. Damit ist die Beziehung (7), d.h. die Symmetrie des Operators A be- 
wiesen. 

Es bleibt noch die Ungleichung (8) zu beweisen. Es gilt 


(Au, u) = (Lu, u) = frz Az OR: 
7 
8 


Auf das erste Integral wenden wir jetzt die erste Grmensche Formel [Formel 
(6.5) aus Kap. 10] an. Da das Oberflächenintegral auf Grund der Randbedin- 
gung (6) verschwindet, so erhalten wir 


= 20 0 2 
(Au, u) - [I ’ er 0 ]an. | (10) 


Das Integral (10) schätzen wir nach unten ab. Zunächst lassen wir den 


nichtnegativen Summanden Cu? weg. Danach benutzen wir die Ungleichung. 


(3), in der wir jetzt t, = setzen: 
Cr 


Dann ergibt sich 
ß m /ou\2 
> Rz 
EEE PH m 


. Da nun für die Funktion we D(W) offensichtlich die FRiEDRIcHSsche Un- 
gleichung (1.2) gilt, so finden wir schließlich 


Aut (ad -Me. (12) 
; *. 

v4 a j 

Mithin ist die Ungleichung (8) (mit dem Konstantenwert y? = a) aufgestellt; 


damit ist auch gleichzeitig bewiesen, daß der Operator X positiv-definit ist. 
Bemerkung. Der Operator Y ist auch dann noch positiv-definit, wenn 
O(&) = 0 ist. Dies ermöglicht eine gewisse Abschwächung der Bedingung (4). 


17* 
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Wir bezeichnen mit X, den Spezialfall des Operators X für O(e) = 0; y»>0 
sei die untere Grenze des Operators X,. Dann gilt 


(A %, u) > yo llull®. (13) 
Offensichtlich ist Yu = U, u + O(x) u. Daraus ergibt sich 
(Au, u) = (Au, u) + (Cu u) > yo lul? + (0 u, wo). (14) 
Wir nehmen an, daß C(x) die Ungleichung 
a)>e—y, WVeeD, (15) 


für eine gewisse positive Konstante & erfüllt. Dann gilt 
(© u, u) = [ C(@) x) de > (e — yo) S ua) de = (e — yo) |lull?. 
2 2 


Durch Einsetzen in (14) finden wir 
| Au, u) > ellull®, (16) 


d. h., der Operator U ist positiv-definit. Damit ist gezeigt: Die Bedingung (4) 
kann durch die etwas schwächere Bedingung (15) ersetzt werden. 


$ 3. Der energetische Raum des DiricaLerschen Problems 


Wie mit jedem positiv-definiten Operator, so ist auch mit dem Operator U 
des DieichLerschen Problems der energetische Raum Hy verknüpft. Wir 
wollen jetzt diesen Raum näher untersuchen. 

Satz 14.3.1. ‘Der energetische Raum Hy besieht aus den und nur den Funk- 
tionen, die 1. in Q quadratisch summierbar sind und quudratisch summierbare 
verallgemeinerte erste Ableitungen besitzen, 2. der Randbedingung (2.6) in dem 
folgenden Sinne genügen: Wenn u € Hy ist, dann existiert eine Folge von Funk- 
tionen U, € D(X), für die gilt 


m 
fe - wa 0, [28-2] @=0. a) 
Fe} 2 


Das energetische Produkt und die energelische Norm im Raum H. „ werden durch 
die folgenden Formeln definiert: 


m alu = [ (An + Ouv)dz, (2) 
u 3 
2 — ( (A, 4 Oura 8 
je = re w)de. )) 
Q 


Beweis. Wir beweisen zunächst, daß eine Funktion ve Hy die im Satz 
formulierten Eigenschaften besitzt. 

Die Behauptung u € L,(2) ergibt sich sofort aus dem Satz 5.3.1, auf Grund 
dessen sämtliche Elemente des eneıgetischen Raumes Hy dem Ausgangsraum 
Ls(2) angehören. 
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So wie jeder vervollständigte Raum besteht auch der energetische Baum. Ay 
aus den ursprünglichen Elementen — im. vorliegenden Fall sind dies die Ele- 
mente des Definitionsgebietes D(J[) — und den idealen Elementen. Wenn nun 
u ein ideales Element ist, dann existiert eine Folge {w,} von ursprünglichen 
Elementen derart, daß gilt 

m — ul 2580, | — ul >80: (4) 

Vorläufig seien u und v ursprüngliche Elemente. Durch Anwendung der 
ersten. Greenschen Formel [Formel (6.5) aus Kap. 10] erhalten wir unter Be- 
rücksichtigung der Gleichungen (2.9) 

[a dx = Au, v) = fi urn Oun)dv. 
02% 0% 0%; 
2 
Da nun A,, = 4;; gilt, so stimmt das letzte Integral mit dem Integral der 
Formel (2) überein; folglich ist die Formel (2) für die ursprünglichen Elemente 
gültig. 

Indem wir in der Formel (2) v — u setzen, überzeugen wir uns davon, daß 
auch die Formel (3) für die ursprünglichen Elemente gilt. 

Es sei jetzt. u ein ideales Element des Raumes Ay. Wir wählen eine Folge 
von Elementen me DA) (n—=1,2,...) derart, daß die Beziehungen (4) 
gelten. Aus der zweiten dieser Beziehungen folgt dann 


[% = % = = Um u), mM U)= 


=ıE „(2 ) (2 ze) + Om — ut du 0. 


0% 0% 08% 0% 
Jetzt ergibt sich aus der Ungleichung (2.11) 
fe ER =) a 2 
0% 0X 
2 
d.h., die Folgen der Ableitungen ln ‚r=]1,2,..., konvergieren in sich in 
077 


der Metrik des Raumes L,(2). 
Daraus folgt nun die Existenz der Grenzfunktionen 


Un Ous 


k=1,2,...,m 
Or, 0% ’ ie 


Fre 
N,8>0X0 Y5 


2%, — lim %n k=1,2,...,mM; W%eL(2). 
No a 
Nach dem Satz 2.3.1 erhalten wir auf Grund der ersten Beziehung (4): 
ou 
%—= Er (5) 


Es bleibt noch zu beweisen, daß die Formeln (2) und (3) auch für die idealen 
Elemente gelten. Sei u ein ideales Element, und die Folge v, € D(X) erfülle 
die Beziehungen (4). Dann gilt 


£ . OU d 
[ul — lim [u.|% = im [[A no ui] ar (6) 
NO R>Co 4 x 
2 
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Wir beweisen, daß der letzte Grenzwert gleich 


u OU 2 
[n2&+ Cu | da 
2 


ist. Zu diesem Zweck schätzen wir den Ausdruck 


[lets 


0% 08% 


du du\ , 9% r 
0%; ) r Okum & | e Ä 
ab. Als stetige re im abgeschlossenen Gebiet sind A,,(z) und O(x) 
beschränkt. Sei |A,.(@)| = 


=M FM 2 u2ld 

= 18 3 0x; 0a 00 0% fra PUR 
2 ıhel 2 

Das zweite Integral schätzen wir wie folgt ab 


Sn - wide= fm +u- m —uldes . 

2 2 ö 
(Sn + w° de [Cm — u)? de]? = fun + ul] Ihn — ul 
2 2 


OU ÖUn 


= M, \C(z)| = M; M = const. Dann silt 
du du 


7) 


Der zweite Faktor auf der rechten Seite strebt gegen Null und der erste gegen 
Null. 


den Grenzwert 2 |jul|; en strebt auch der zweite Summand in (7) gegen 


Auf analoge Weise läßt sich auch der erste Summand abschätzen: 
3 Un Un _ 


ou ou 
00; 0x | 


Pe 0%; 00% 


[8 


=1 


Un (Oum | er ou [du 
0x; \ 0x, Er 


0%; r 
0% 


ei |. 
Auf der rechten Seite der letzten Ungleichung sind die ersten Faktoren 


jeweils beschränkt, während die zweiten Faktoren gegen Null konvergieren 
folglich strebt der gesamte Ausdruck gegen Null. Somit ergibt sich 


je = [|Anze2e 
2 


RN 2 
EEREER + Oelde, 


de <S 
[273 


ou 


| 
0% 


Un _ 


= 


womit die Formel (3) für die idealen Elemente des energetischen Raumes be- 
wiesen ist. 


Sind jetzt # und v zwei ideale Elemente, dann silt 


[u ol = {fu + oe — [u of) 
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‚Ersetzt man rechts die Normen nach der Formel (3), dann gelangt man 
nach einigen elementaren Umformungen zu der Formel (2), welche damit auch 
für die idealen Elemente nachgewiesen ist. 

Wir beweisen jetzt die umgekehrte Behauptung: Wenn die Funktion u € L,(2) 


verallgemeinerte Ableitungen . € L,(2) besitzt und wenn außerdem eine 


Folge {w,}, Un € DW), existiert, welche die Beziehungen (1) erfüllt, dann gilt 
vweH 8 

‘Die Folge {w„} konvergiert in sich in der energetischen Metrik. Es gilt 
nämlich 


ou ou u ou 
2 n 5 N Ss 
Un — Usa = A; — + Oi, — u) |de. 
| N sh N le ) (= ae) [ ( N s) 
2 


Die Koeffizienten A,, und C sind beschränkt durch die Konstante M. Als 
stetige Funktionen der Koeffizienten A,, sind die Eigenwerte der Koeffizienten- 
Matrix des Hauptteiles ebenfalls beschränkt; es sei N = const eine obere 
Schranke für diese Eigenwerte. Dann ergibt sich 


m 
Ag SS N SH 
k=1 . 


und somit 


[%n uksn |} oe a wen de ; 


Öx%% 0% 


die rechte Seite strebt auf Grund der Beziehungen (1) für n,s— 00 gegen 
Null. 

Da der energetische Raum vollständig ist, so gibt es darin ein Element w 
derart, daß |» — “nu > 0 gilt. Aus der ersten Beziehung (1) folgt nun w = u. 
Damit erhalten wir schließlich ve A,, und. der Satz ist bewiesen. 


$4. Die verallgemeinerte Lösung des Diricauerschen Problems 


1. Das Problem (2.5), (2.6) läßt sich in Form einer einzigen Operatoren- 
gleichung 
Au=f (*) 
schreiben. Da wir U als Operator im Raum L,(Q) betrachten, so erscheint es 
natürlich, fe Z,(Q) anzunehmen. Wie man leicht einsieht, ist dann die Glei- 
chung (*) im allgemeinen nicht lösbar: Im Falle der Lösbarkeit folgt nämlich 
aus ue D(X) die Stetigkeit der Funktion f in 2. Andererseits ist aber der 
Operator Y im Raum. L,(2) positiv-definit. Auf Grund der Ergebnisse des 
$5 aus Kap. 5 besitzt deshalb das genannte Problem für beliebiges fe L,(2) 
eine und nur eine verallgemeinerte Lösung u, € Hy. Nach dem Satz 14.3.1 ist 
die Funktion v, quadratisch summierbar, besitzt quadratisch summierbare ver- 
allgemeinerte erste Ableitungen und verschwindet auf dem Rande des Gebietes 
im Sinne der Beziehungen (3.1). 
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Da Gleichung (2.5) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, so ent- 
steht sofort die Frage nach der Existenz der zweiten Ableitungen für die ver- 
allgemeinerte Lösung des Dirichtetschen Problems. Für den LArLAcE- Ope- 
rator wird diese Frage später im $ 6 teilweise beantwortet. Eine vollständigere 
Aussage ist in [8] und [11] gemacht. 

Die verallgemeinerte Lösung u,(x) ist Lösung des Minimumproblems für das 
Funktional 


Fu) = [ul — 2 (u, f) = ++ Ow—2fular (a) 
2 
bei der Randbedingung (2.6). Diese Lösung läßt sich in Gestalt der Reihe 


ua) = z6, 0) ala) ) 


darstellen (s. $5 aus Kap. 5); dabei ist (w,„(x)} eine im Raum Hy, orthonor- 
mierte und vollständige Folge. 


2. Beispiel. Wir betrachten das Diric#kLetsche Problem für die Lartacr-Gleichung 


— Au=fle), (8) 
- wWr=0, (4) 

im Parallelepiped 2, welches durch die Ungleichungen 
<<. Z, k=1,2,...,m, (5) 


definiert wird; mit J' ist die Oberfläche des Parallelepipeds (5) bezeichnet. Im vorliegenden 
Falle gilt Ay, = öjm © = 0. Die Formeln (3.2) und (3.3) nehmen dann folgende einfache 
Gestalt an: 


ou 00 


u,vu = | ——de 
In, va 0x 0% 
& (6) 
2 2 
Ile [ & (2) de. 
wi \0% 
2 
Das Funktionensystem 
Ym]2 m 2 1 m 
* (-5 NETT &p 
Er 21 sn, 9% —=1,23,3,..., 0) 
aVl2] LE a k=1 a 


ist im Raum Hy orthonormiert und vollständig (man beweise diese Behauptung!); dabei 


m 
ist |Q| = IT a, das Volumen des Parallelepipeds (5). 
k=1 
Nach der Formel (2) erhalten wir 


2\ —i m 
am > mn, NET & 
Ur) = & | P2 5 AN. Mm II sn; 


FI an ae nm=ı \n-ı k=1 9% 
m, NET %y 
Ann. I fe) 7 sin de. (8) 
. k1 177 


2 
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$S 5. Das Dieicuuersche Problem für die homogene Gleichung 


Das Gebiet 2 sowie die Koeffizienten A,,(z) und Oz) mögen den Bedin- 
gungen des $2 genügen, und es sei o(x) eine auf dem Rande J' des Gebietes 2 
definierte Funktion. 

Wir betrachten im Gebiet 2 das Diricauersche Problem für die homogene 
elliptische Differentialgleichung 


(An) 00=0 | a) 


0%7 Ik 0%, 
mit der inhomogenen Randbedingung 
vr = PR). (2) 


Bei der klassischen Formulierung des DiRICHLETschen Problems wird voraus- 
gesetzt, daß die gegebene Funktion @ € O(I') ist; von der gesuchten Funktion v 


wird. verlangt, daß sie in 2 stetig ist und in 2 stetige zweite Ableitungen be- 
sitzt. Wir werden das DiexicHLersche Problem in einer veränderten Problem- 
stellung lösen, welche wir wie folgt formulieren: 

Der Einfachheit setzen wir auch hier voraus, daß pe OT) gilt. Wir treffen 
nun die folgende Annahme: Es existiert eine Funktion y(x), welche die fol- 


genden drei Bedingungen erfüllt: 1.9 e 0(2); 2 die Funktion y besitzt die ver- 
allgemeinerten Ableitungen n. € L{2),k=1,2,...,m; 3. esgilty|r = pl) !) 
k i 
Wir betrachten das Minimumproblem für das homogene quadratische 
Funktional 


_ (Ta, i 
Bl) = / [4 + 02] aa (3) 


0% 0% 


auf der Menge D(®) derjenigen Funktionen, die in 2 zusammen mit ihren 
verallgemeinerten Ableitungen erster Ordnung quadratisch summierbar sind 
und der Randbedingung (2) in dem folgenden Sinne genügen: 


®—-p)eHg; a 


dabei bedeutet Hy den energetischen Raum des Diricnuerschen Problems 
(2.5), (2.6). Wir setzen nun v(x) — y(x) = u(x). Dann gilt we Ay und 


Do) = Blu) + 2 Blu, y) + Dip); 


!) In Wirklichkeit genügt es, an. die Funktion y(x) die folgenden Forderungen zu stellen: 
pe L,(R), es existieren die verallgemeinerten Ableitungen öy/öx e L(2,k=12,...,m, 
und die Gleichung y|r = (x) ist in einem gewissen, verallgemeinerten Sinn erfüllt. Dabei 
kann man sich von der Bedingung p € C(T') befreien. Wenn keine einzige Funktion y(x) 
mit den genannten Eigenschaften existiert, dann ist D(®) dieleere Menge und das Variations- 
problem (2), (3) verliert seinen Sinn. Notwendige und hinreichende Bedingungen, die man 
an die Funktion y(z) stellen muß, damit D(®) nicht die leere Menge ergibt, sind in [16] ange- 
geben. 
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hierbei bezeichnet ®(u, y) das bilineare Funktional 
Blu, y) = "22 + Ouylas, (5) 
2 


welches in % offensichtlich linear ist. 

‘Da ®(y) eine gewisse Konstante darstellt, so ist das Variationsproblem (2), 
(3) dem folgenden Problem äquivalent: Im Raum Hy ist diejenige Funktion u 
gesucht, die dem Funktional - 

Dlu) +2 Du, p) (6) 
den kleinsten. Wert erteilt. 

Wir beweisen jetzt, daß die zuletzt formulierte Aufgabe eine eindeutige Lö- 
sung besitzt. Aus den Bedingungen (2.3) und (2.4) folgt, daß das homogene 
quadratische Funktional ® nicht negativ ist und somit die CaucHvsche Un- 
gleichung 


du, y)| = Yo) own) (7) 
eilt. Für u<€ Hy ergibt sich nun You) = [aulox [vgl. Formel (3.3)] und folglich 
Bd, y)| = Vop) [ah - . (8) 


Da y eine fest vorgegebene Funktion ist, so ist / Ö(y) eine Konstante; Un- 
gleichung (8) zeigt also, daß das Funktional G(u, y) im Raum Hy beschränkt 
ist. Jetzt ergibt sich aus den Ergebnissen des $9 von Kap. 5, daß das Mini- 
mumproblem für das Funktional (6) im Raum Hy eine und nur eine Lösung 
besitzt. 

Wir bezeichnen diese Lösung mit u,(®) und setzen v2) = ulx) + Ylr). 
Offenbar ist die Funktion v,(z) Lösung des’ Variationsproblems (2), (3). 

Satz 14.5.1. Wenn v, eine Lösung des Variationsproblems (2), (3) ist und 
v,e OIQ) gilt, dann genügt diese Funktion der Differentialgleichung (1). 

Beweis. Wie die Beziehung (4) zeigt, stellt das Definitionsgebiet D(®) des 
Funktionals ® eine lineare Mannigfaltigkeit (vgl. $2, Kap. 3) von Funktionen 
der Gestalt v=y-+ u mit we Hy, dar. Wenn man v» —v,=n Setzt, dann 
ergibt ichv—= uw, +n mit ne Hy. Da v, das Funktional D zum. Minimum 
macht, so ist die Variation dieses Funktionals im Punkte v, gleich Null (vgl. 
$4, Kap. 3): 

8Dw.n)=0. Zn) 


Da ® ein homogenes quadratisches Funktional ist, so läßt sich leicht die Be- 
ziehung 


ol, n)= 2 dw, le At Conjdz 


. gewinnen. Gleichung (9) ist somit der folgenden äquivalent: 


9% Mm \ 
fs» En dan, + Onn|de=0, VneHy. (10) 
2 
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Wir geben jetzt eine Zahl ö> 0 vor, betrachten den Randstreifen. 2, der 
Breite ö und nehmen als n eine in Q\Q, finite Funktion, welche in 2, gleich 
Null ist; eine solche Funktion ist natürlich auch in 2 finit. 

In Gleichung (10) lassen wir das Integral über Q,, welches gleich Null ist, 
unberücksichtigt; dann ergibt sich 


[ne + oon|ar=0. 


0x 0%. 
NR 


Den ersten Summanden im. Integranden integrieren wir partiell, indem wir 7 
von der Differentiation befreien. Da auf dem Rande des Gebietes 2\9, 
die Gleichung 7 = 0 gilt, so verschwindet das Oberflächenintegral, und wir 


erhalten 
P) 0% i 
[2% + Om|nde=0. a) 
2\D5 i 


Die Menge der finiten Funktionen ist im Raum 2,(2\92,) dicht. Zum 
anderen ist wegen v, € O9(Q) der in den quadratischen Klammern stehende 
Ausdruck unter dem. Integral (11) ein Element des Raumes L,(2\9,).. Da 
nun dieses Element zur diehten Menge der finiten Funktionen orthogonal ist, 
so handelt es sich bei dem. genannten Ausdruck um. das Nullelement; letzteres 
bedeutet, daß die Funktion v, im Gebiet Q\2, der Gleichung 


ö 0%, N 
(An zu) 0u—0 (12) 


genügt. Da aber die Zahl ö beliebig klein gewählt werden kann, so ergibt sich, 
daß Gleichung (12) im gesamten Gebiet Q erfüllt ist. Der Satz ist damit be- 
wiesen. 
Der Satz 14.5.1 läßt die folgende Definition als zweckmäßig erscheinen: 
Die Funktion v,(z), welche die Lösung des Variationsproblems (2), (3) dar- 
stellt, heißt verallgemeinerte Lösung des DiRICHLETschen Problems (1), (2). 
Das Wort „verallgemeinerte‘“ werden wir des öfteren auch weglassen. 


$ 6. Über die Existenz der zweiten Ableitungen 
der Lösung des Dirıcaıerschen Problems 


Satz 14.6.1. Die verallgemeinerte Lösung des DiricauEtschen Problems für 
die homogene Lapt.aor-Gleichung mit einer inhomogenen Randbedingung in einem 
endlichen Gebiet Q stelli eine in Q harmonische Funktion dar. 

Beweis. Für die LarLacz-Gleichung gilt Ar = 6m Ü=0, so daß die 
Beziehung (5.10) folgende Gestalt annimmt: 


[ame =0: ) 
2 


Dabei wurde in der früheren Bezeichnung x durch & ersetzt. 
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Wir nehmen einen beliebigen Punkt ze Q und setzen in Gleichung (1) 
n = o,(r); dabei bedeutet r = j& — x|, und , ist der Mittelungskern (vgl. 
$1, Kap.1l). Den Mittelungsradiush wählen wir kleiner als den Abstand 
zwischen dem. Punkt x und dem Rand I’ des Gebietes Q; dann gilt oy(r)|r = 0. 
Da die Funktion w,(r) nur von der Differenz & — x abhängt, so gilt 

@,(r) ae, dw,(r) 
und der Beziehung (1) kann man die folgende Gestalt geben: 
u [ae or) dE—0. 


6% 
2 


Aus dem Satz 2.2.1 ergibt sich nun 


8%, Ovonkz) 
[® NE 


und somit 
Avon = 0 . (2) 


Für h — 0 konvergiert v9 - %, in der Metrik des Raumes L,(2) (vgl. Satz 
1.3.3). Auf Grund des Satzes 11.9.2 ist dann die Funktion v,(&) im. Gebiet 2 
harmonisch. Der Satz ist damit bewiesen. 


Satz 14.6.2. Wenn fe Lip, (2 Q) 0<a=1) gili und ur) eine verallgemei- 
nerte Lösung des Drierionuerschen Problems für die LarLAaor-Gleichung 


— Au=fßa), Uur=0 (8) 


ist, dann gilt uulx) ce CAD). 
Beweis. Wir betrachten das Volumenpotential 


1 1 
YR) md jeo% 
2 


Aus den Ergebnissen des $6 von Kap. 11 ergibt sich, daß 


pe COLD) n CA) 
und — Ay = fi) gilt. 
Da die Funktion v,(x) Lösung des Minimumproblems für das Funktional 


ee ucHy 


ist, so ist die Variation des Funktionals F im Punkte x, gleich Null: 


= mM 2 Br j 
rn [gez in|a@=0, VneHy. 


Substituieren wir hier u, = v, + y, dann ergibt sich 


fe nn _ n|@=0. | (4) 
2 


dE E05 O& 
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In der Beziehung (4) setzen wir jetzt 7 = w,(r), wobei @, den Mittelungs- 
kern, r = |E — x| und x einen Punkt des Gebietes 2 bedeuten; den Mittelungs- 
radius } wählen wir kleiner als den Abstand zwischen dem. Punkt x und dem 
Rand I' des Gebietes 2. 

Das zweite Integral in (4) integrieren wir partiell: 


[22.0 = - aa ae je® 
(6) 2 


das Integral über I’ verschwindet offenbar. Die Beziehung (4) nimmt dann 
folgende Gestalt an: 
[= done) 7 de6, 


055 05% 
2 
Dieselben Umformungen wie beim Beweis des vorangegangenen Satzes ergeben 
Avga = 0. Die Funktion v, ist somit in Q harmonisch, und mithin gilt »,e€ 
€ C®X2). Dann ist aber auch %, = (u + y) € O®X2). Der Satz ist bewiesen. 


Bemerkung. Es sind auch schärfere Aussagen über die Differenzierbarkeitseigenschaf- 
ten der verallgemeinerten Lösung des Dieicaterschen Problems als der Satz 14.6.2 bekannt. 
Wir formulieren hier einige davon . = 

1. Wenn in Gleichung (3) die Funktion f(x) in 2 einer Lirscurrz-Bedingung mit dem 
Exponenten &, 0<a<(1l, genügt, dann erfüllen die zweiten. Ableitungen der verallge- 
meinerten Lösung ,(x) dieselbe Bedingung in einem beliebigen inneren abgeschlossenen 
Teilgebiet. 

2. Wenn fe L,(2),1<p < », gilt, dann besitzt v, sämtliche verallgemeinerten zweiten 


® 
Ableitungen A = € L,(2’); dabei bedeutet 0’ ein beliebiges inneres Teilgebiet von Q. 
%; 0%% 


Beide Sätze ergeben sich aus den Eigenschaften des Volumenpotentials, wie sie in der 
Bemerkung zum $6 des Kap. 11 formuliert wurden. Ausführlicher kann darüber in [12] 
nachgelesen werden. 


$ 7. Elliptische Differentialgleichungen höherer Ordnung und Gleichungssysteme 


Die Variationsmethode läßt die Lösung weit allgemeinerer und komplizier- 
terer Probleme zu als das Dikıcauertsche Problem für eine elliptische Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung. Als Beispiel betrachten wir die erste Rand- 
wertaufgabe (mit einer homogenen Randbedingung) für eine elliptische Dif- 
ferentialgleichung von höherer als zweiter Ordnung. 

Im allgemeinsten Fall kann man einer formal selbstadjungierten Gleichung 
der Ordnung 2s im Raum E,„ die folgende Gestalt geben: 

Ss 
zZ (-185 2 (4 ee en )-1@). (ı) 
k=0 %iz 


0x; 08, .»-» 0x5, O8, . » » Oi, 


In der inneren Summe erfolgt die Summation über sämtliche Indextupel 


Gy ügs oe en dr Und Fu, ds - + +» Im, wobei diese Indizes unabhängig voneinander die 
Werte 1,2,...,m durchlaufen. Die Koeffizienten A “ sind invariant in 


. 
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bezug auf beliebige Permutationen der oberen oder der unteren Indizes; sie 
bleiben auch dann unverändert, wenn sämtliche oberen Indizes mit den Ser 
sprechenden. unteren Indizes vertauscht werden. 

Genauso wie im Falle einer Gleichung zweiter Ordnung wird die Zugehörig- 
keit der Gleichung (1) zum elliptischen Typ durch das Verhalten ihrer höchsten 
Koeffizienten, welche dem Indexwert k = s entsprechen, bestimmt. Gleichung 
(1) heißt nichtentartete elliptische Gleichung im Gebiet @c E,„, wenn. die fol- 
gende Bedingung erfüllt ist: Es seien i,,,.,, reelle Veränderliche, die in bezug 
auf Permutationen der Indizes i,, i,, . . ., ?, Invariant sind; dann gibt es eine 
Konstante u, > 0 derart, daß für beliebiges x € 2 und für beliebige Werte der 
Veränderlichen 3; ,,..,, die Ungleichung 

& a (@) ihn IR >73 ade (2) 


Ida -Ig 


gilt. Im weiteren setzen wir voraus, daß diese Bedingung erfüllt ist. 

Erste Randwertaufgabe (mit homogenen Randbedingungen) für die Gleichung 
(1) heißt das Problem der Integration der Gleichung (1) in einem vorgegebenen 
Gebiet 2 bei folgenden Randbedingungen: 


u | u 
ur =; ’ Fee za 
da, r. 0%;, 0%, |r 
s—1 
RR. 0: (8) 
08, Oi. a |T 
dabei ist I’ der Rand des Gebietes 2, und die Indizes i,, i,, . . ., %_, nehmen 
unabhängig von einander die Werte 1,2,...,m an. Das Gebiet Q setzen wir 


als endlich und den Rand I’ als stückweise glatt voraus. Des weiteren nehmen 
wir an, daß Aut e CMO),k=0,1,...,5, gilt. 

Mit dem Problem (1), (3) verknüpft man auf natürliche Weise einen Ope- 
vator, welchen wir :X, bezeichnen wollen. Als sein Definitionsgebiet D(X,) 


wählen wir die Menge aller Funktionen, welche zur Klasse c@s(Q) gehören 
und den Bedingungen (3) genügen; der Operator selbst wird durch die Formel 


8 o% iyigend ou 
EZ k 1tar.tk er eu 
= %, U P2; ( 1) px Oxi,, (Aue) =) 


k=0 Omi, 0%...» 0%, 0%, . +» 


definiert. Wir beweisen jetzt, daß. der Operator W, im Raum L,(Q) positiv- 
definit ist, wenn die die niedrigeren Ableitungen enthaltenden Glieder der 
Gleichung (1) die folgende Ungleichung erfüllen: 


SA nl; 


dabei sind t,,,.., beliebige reelle Zahlen, die in bezug auf Permutationen der 
Indizes i,, fa, . . ., 3, Invariant sind. Wir bilden das Skalarprodukt 


Yf z 2 ö% Ali or 
ee 4 BI 2 da, iz... Ci, Ada in 007, Om, . . . Öjy, du. 


Q 
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Indem man partiell integriert und berücksichtigt, daß die Oberflächenintegrale 
infolge der Randbedingungen (3) verschwinden, erhält man 
ae Äg oku öky 


(U; U, u) = 2 PP. Jia Bi Om, O8, +.» .. Ö%i, dx, O8, .-» Or, de. (5) 


Wenn man auf der rechten Seite die nicht negativen Summen, welche den 
Indexwerten k=0,1,...,s — 1 entsprechen, unberücksichtigt läßt und die 
verbleibende Summe nach der Ungleichung (2) abschätzt, dann gelangt man 
zu der Beziehung 

ou 


2 
> er ua 
Mu) ) We (6) 
2 


Wie aus den Bedingungen (3) ersichtlich ist, gilt für die Funktion u(x) sowie 
für jede in diese Bedingungen eingehende Ableitung dieser Funktion die 
Friepricassche Ungleichung. Dies ergibt nun die folgende Kette von Un- 
gleichungen: 


el? = fr sa [2(eja<e (2) <= 
2 2 5 8 1 a 


<e [sl Vo (7) 
Su (= 0%, 0%i; i 
2 
Durch Vergleich der Beziehungen (6) und (7) erhalten wir die Ungleichung 
u, u) > y° |lulle, 7 () 


welche zeigt, daß der Operator W, positiv-definit ist. Daraus folgt nun, daß 
das Problem (1), (3) eine und nur eine verallgemeinerte Lösung besitzt; diese 
kann man als Lösung des Minimumproblems für das Funktional 


E ae % [7 
Sa a Eu — 2ful|de (9) 
ed de Oi, 08, OU, . . - O8, j 
2 


k=0 


in dem entsprechenden energetischen Raum erhalten. 
In der Form (1) läßt sich auch jedes System. von gewissen N Gleichungen 
in N unbekannten Funktionen schreiben; dann sind u(z) und f(z) N-dimen- 


ds 
sionale Vektor-Funktionen und Ay... =: 


nung N. Wir nehmen an, daß diese Matrizen in bezug auf Permutationen der 
oberen und der unteren Indizes invariant sind ; bei Ersetzen der oberen Indizes 
durch die unteren und umgekehrt gehe diese Matrix in die adjungierte Matrix 
über. Die Bedingung (2) hat man für ein solches System wie folgt zu formu- 
lieren: 


(x) quadratische Matrizen der Ord- 


(x Po MER EHEN Se (10) 
Dabei ist u, eine positive Konstante und t;,,..,, ein beliebiger N-dimensionaler 
Vektor, der in bezug auf Permutationen der Indizes i,...,?, invariant ist; 
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die Symbole (., .)und ||.|| bedeuten entsprechend das Skalarprodukt und die Norm 
von Vektoren im N-dimensionalen euklidischen Raum. In entsprechender 
Weise ändert sich auch die Bedingung (4). 

Systeme der Gestalt (1), welche der Bedingung (10) genügen, gehören zur 
Klasse der sogenannten „stark elliptischen‘“ Systeme.}) 

Auf Systeme der Gestalt (1), welche der Bedingung (10) sowie der in entspre- 
chender Weise abgewandelten Bedingung (4) genügen, lassen sich sämtliche 
Ergebnisse des vorliegenden Paragraphen ohne Schwierigkeit übertragen. 


$ 8. Das Diricauersche Problem für ein unendliches Gebiet 


In der elliptischen Differentialgleichung 


sei die Matrix der Koeffizienten 4A,,(x) positiv, und der Koeffizient O(x) genüge 
der Ungleichung 

Ce) > C, = const >0. 
Dann ist der Operator des entsprechenden DiricaLetschen Problems, wie man 
leicht nachprüft, auch im Falle eines unendlichen Gebietes positiv-definit, und 
somit besitzt dieses Problem (bei einer homogenen Bandbedingung) eine ver- 
allgemeinerte Lösung. 

Von Interesse ist der Fall C(x) = 0. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf die LArLAce#-Gleichung mit 
einer homogenen Randbedingung. Ausführlicher ist der Fall unendlicher Ge- 
biete in [13] betrachtet. Di 

Es sei Q ein unendliches Gebiet mit einem endlichen, stückweise glatten 
Rand I‘ In diesem Gebiet betrachten wir das DirıcaLetsche Problem 


-Au=fle), a) 

uUr=d. (2) 

Den durch diese Aufgabe definierten Operator bezeichnen wir mit B. Als 
sein Definitionsgebiet D(B) nimmt man am zweckmäßigsten die Menge der- 
jenigen Funktionen aus der Klasse C®(2), die auf dem Rande 7' sowie in 
einer gewissen (und für jede Funktion eigenen) Umgebung des unendlich fernen 
Punktes verschwinden ; der Operator 8 wird dann durch die Formel Bu — — Au 
definiert. Wir betrachten B als Operator im Raum L,(2). Dann kann man 


beweisen, daß dieser Operator positiv, aber nicht positiv-definit ist. Zu diesem 
Zweck bilden wir das Skalarprodukt 


(Bu,v) = — [vAude. (3) 
8 


1) Umfassender kann man sich über stark elliptische Systeme in dem Artikel von M. 1. 
VıSık [2] informieren. 
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Die Funktion w(x) ist nur in einem gewissen endlichen Gebiet, über das in 
(3) auch faktisch integriert wird, von Null verschieden. Somit läßt sich auf 
das Integral (3) die Grexnsche Formel (Formel (6.7) aus Kap. 10) anwenden, 
Berücksichtigt man dabei, daß auf dem Rande des genannten Gebietes u = 0 
ist, dann erhält man 
ou. 
Gap 


(8 u, v) = 


3 


der Operator B ist also symmetrisch. Für v = u ergibt sich 


Bee (2) de>0. (4) 


k=1 0% 
2 


Wenn (Bw, u) = 0 ist, dann gilt offenbar 


ou 
0%, 
und somit 
ux) = const . 


Wegen uln = 0 ergibt sich schließlich u(x) = 0. Damit ist bewiesen, daß ® 
ein positiver Operator ist. 

In einem unendlichen Gebiet 2 mit einem endlichen Rand läßt sich stets 
ein Kubus mit beliebig großer Kantenlänge a unterbringen. Das Koordinaten- 
system. wählen wir nun so, daß der Kubus durch die Ungleichungen 


su Ssa, k=l,2...,m, 
definiert wird. er 
Wir betrachten das Funktionensystem 


m 
II sinsT% innerhalb des Kubus, 
a 


u.(a) = 1r=ı (6) 
() außerhalb des Kubus. 
Offenbar ist u,(x) € D(B). Eine einfache Rechnung zeigt, daß 
(Bund%) _ € I 
Taalle =’ ce = const, 

gilt. Daraus ergibt sich nun 

lim (B Un, ua) Be 

a>o  |%all? 

und somit 


wen) all? 
Gleichung (6) bedeutet aber, daß der Operator B nicht poistiv-definit ist. 


18 Michlin 
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Entsprechend den Ausführungen des $10 von Kap. 5 läßt sich mit dem 
Operator B der energetische Raum Hy, verknüpfen. Da der Operator ® nur 
positiv ist, so gehören nicht alle Elemente des Raumes Hy zum Ausgangsraum 
L.(2). Man kann nun beweisen (was wir allerdings dem. Leser überlassen), 
daß der Raum Hy aus den und nur den Funktionen besteht, die 1. fast überall 
in 2 definiert sind, 2. in Q quadratisch summierbare, verallgemeinerte erste 
Ableitungen besitzen und 3. der Randbedingung (2) in folgendem Sinne ge- 
nügen: Für we Hy existiert eine Folge von Funktionen {u,(2)}, u, € O2), 
derart, daß u„(x) = 0 auf dem Rande I’ sowie für hinreichend große |x| gilt 


und die Beziehung 
om du Y 
— —- —)de>0 
J 2 = 6% Band 
erfüllt ist. 


Wie im $10 von Kap. 5 bewiesen ak besitzt das Problem (1), (2) dann 
und nur dann eine verallgemeinerte Lösung, wenn das Funktional (w, f) (u € Hg) 
im Raum Hy beschränkt ist. Man kann beweisen, daß dafür wiederum. not- 
wendig und hinreichend ist, daß ein Vektor F(x) existiert derart, daß gilt: 
iz) = div F(®) und ||F(z)|| e Z,(2). Dabei wird die Divergenz im veralige- 
meinerten Sinne verstanden (analog zur verallgemeinerten Ableitung); das 
Symbol ||F(x)|| bedeutet die Norm des Vektors Fix ) im m-dimensionalen 
euklidischen Raum. 

Es läßt sich auch eine einfachere, aber nur hinreichende Bedingung angeben: 
Es existiert eine verallgemeinerte Lösung des Problems (1), (2), wenn die 
Dimension des Raumes m > 2 ist und wenn das Integral 


J el? Pa) de 
2 
konvergiert. 


Übungsaufgaben 


1. Man beweise, daß die Reihe (4.8) zweimal gliedweise differenzierbar ist und daß die 
durch die gliedweise Differentiation entstehenden Reihen in der Metrik des Raumes 2, 
konvergieren. Daraus ist abzuleiten, daß für fe L,(2) die verallgemeinerte Lösung des 
Problems (4.3), (4.4) zweite verallgemeinerte Ableitungen besitzt, welche in 2 quadratisch 
summierbar sind. 

2. Man beweise, daß der energetische Raum Hy, des Operators U, (vgl. $ 7) aus den und 
nur den Funktionen besteht, die die folgenden Bedingungen erfüllen: 

(a) Die Funktionen und ihre sämtlichen verallgemeinerten Ableitungen der Ordnung < s 
gehören zur Klasse L,(2); 

(b) die Funktionen genügen den Randbedingungen (7.2) in dem folgenden Sinne: Für eine 
beliebige Funktion we Hy, existiert eine Folge von Funktionen u„(z) € Ca. 2), welche 
die Bedingungen (7.2) sowie die Beziehung 
run — U) 


SSH —0 
On, ORiy.- - 0, 


N>X 


erfüllen. Dabei ist die Norm im Sinne der Metrik des Raumes L,(2) zu verstehen; 
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k=0,1,...,s und die Indizes &,,,...,i, durchlaufen unabhängig von einander die 


Werte 1,2,..., m. 
3. Die einfachste elliptische Gleichung der Ordnung 2 s ist die sogenannte polyharmo- 


nische Gleichung 

(N Au = fie) . 
Singuläre Lösung der homogenen polyharmonischen Gleichung 

Au —=0 
heißt die Funktion 
I 
23 Ben 
via, &) _. Jer?® In m gerade2s> m, 
er?:-m, sonst 


Dabei ist c eine Konstante, r = |x — El. 
Man beweise: Wenn fe CW(Q) und 


v@) gi vr, E)fIE) dE 
ist, dann gilt y € 0@s-1(Q) n C@9(2) und, bei entsprechender Wahl der Konstanten c, 
(—1) ASy(&) = f(x). Man bestimme diesen Wert der Konstanten c. 


4. Man beweise: Wenn u,(x) eine Lösung der Gleichung (—1)° Au = f(x) bei den Rand- 
bedingungen (7.3) und wenn fe CW(Q2) ist, dann gilt u, e C@I(Q). 


18” 


KAPITEL 15 


DAS SPEKTRUM 
DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMS 


$ 1. Integraldarstellung einer Funktion, die auf dem Rande eines endlichen 
Gebietes verschwindet 


Es sei 2 ein endliches Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes, 
das durch eine stückweise BR Fläche I" berandet wird. Des weiteren gelte 
we CUXR) und 

ur =®0. (1) 


Mit & bezeichnen wir einen variablen Punkt des Gebietes 2. Wir wählen. in 
diesem Gebiet einen gewissen Punkt x und beschreiben um diesen eine Ku- 
gel D,, die ganz in 2 liegt (vgl. Abb. 14). Da die Funktionen u(£) und v(E) = 
= ir zr=le —8], im Gebiet Q\D, einschließlich des Randes stetig dif- 
ferenzierbar sind, so können wir auf sie die erste Grewnsche Formel für den 
LAPLACH-Operator [vgl. Formel (6.7) aus Kap. 10] anwenden. Dann gilt 


r®=-- | ed - ik war - fr&as.; (2) 


S\D, 2\D, 5, 


dabei bedeutet S, die Oberfläche der Kugel D,. 

Da nun die Funktion v(&) im Q\D, harmonisch ist, so ist das Integral auf 
der linken Seite gleich Null. Infolge der Bedingung (1) verschwindet auch das 
Integral über die Fläche /. Die Formel (2) nimmt somit folgende einfache 


Gestalt an: 
du öv u} 
RL d&x 05% ee En " 9) 


Die linke Seite der Gleichung (3) konvergiert für &e — 0 gegen das uneigentlich 


Integral 
du 
= d&% ie je Of, m ee 


Der Grenzwert der rechten Seite wurde bereits im $3 von Kap. 11 beim Be- 
weis der Integraldarstellung für die Funktionen der Klasse C® bestimmt; 
dieser ist gleich (m — 2) |S,| (x). Durch Gleichsetzen der beiden Grenzwerte 
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gelangen. wir zu der gesuchten ee 


ua) = 


TEE öEr mr (e) 
Die Formel (4) gilt aber nur für m > 2. Im Falle m = 2 hat sie folgende 


Gestalt: 


ur) — l wu 0 Zu 
0 r 


dE. (5) 

Die Integraldarstellung (4) [entsprechend (5)] wurde unter der Voraus- 
setzung gewonnen, daß u e O(2) gilt und die Funktion u auf I’ verschwindet. 
Für das Weitere ist wichtig, daß sich diese Darstellung auf die Funktionen 
aus dem energetischen Raum A, des DiricHLeTschen Problems (vgl. Kap. 14, 


8 3) erweitern läßt. 
Es gilt zunächst 


ö 1 _ m—20r _ m— 2, — &% 
ö&, rm—2 Pe nr. 
Daraus ergibt sich 
ö I m— 2 
| 08% gm—2 | —T gm-—1 


Die letzte Abschätzung zeigt, daß das Integral auf der rechten Seite der For- 
mel (4) ein Operator mit schwacher Singularität auf den Funktionen (ist 


&k 
(vgl. Kap.7, 83). Ein solcher Operator ist im Raum Z,(2) beschränkt (vgl. 
Satz 7.3.1). 
Nach dem Satz 14.3.1 existiert für jedes we Hy eine Folge {w„} derart 
daß gilt: u, € CV), %|r = 0 und 


Öun u 


0, k=12..:,m. 


Un — ul, > 0; | —E 
IL In >, a: 35 


Für die Funktionen «, ist die a (4) bereits bewiesen: 


Öun 
HT, Si d8, 1 m= ni. 


Für » > oo konvergiert die linke Seite der letzten Gleichung in der Metrik 
des Raumes L,(2) gegen w(z). Gleichzeitig konvergiert in derselben Metrik 
OUn ou 

ee, 
ö&% 05% 

so kann man unter dem Integral zum Grenzwert übergehen. Als Ergebnis 
erhalten wir dann die Formel (4) für eine beliebige Funktion aus dem Raum Ay. 


— 
\Ez NIX 


Da der Integraloperator auf der rechten Seite beschränkt ist, 


$2. Das Spektrum des Diricauerschen Problems für das endliche Gebiet 


Satz 15.2.1. Im Falle eines endlichen Gebietes mit einem stückweise glatten 
Rand besitzt der Operator des Dieichuatschen Problems für die nicht entartete 
selbstadjungierte elliptische Gleichung ein diskretes Spektrum. 
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Beweis. Es sei M eine beschränkte Menge im Raum Ay: 
[ulr <e=cont, WuehM. 
Auf Grund der Formel (3.3) des Kap. 14 erhalten wir 


OR, lin <e 
Sr + owla<e. 
2 


Aus der Beziehung (2.3) des Kap. 14 ergibt sich dann die Ungleichung 
Säalest 
k=ı \ 0% Po 
2 
du \2 1/2 c 
= d < 
Mob 


Die Ableitungen der Funktion u € M bilden somit eine in 2,(Q) beschränkte 
Menge. Da der Integraloperator (1.4) in L,(Q2) ein vollstetiger Operator von 


Folglich gilt 


z ist (vgl. Satz 7.3.2), so bildet dieser die genannte Menge von Ableitungen 
k 


auf eine im Raum L,(2) kompakte Menge ab. Letztere stimmt aber auf Grund 
der Formel (1.4) mit der Menge M überein. Somit ist M eine im Raum Z,(2) 
kompakte Menge. 

Also ist jede in Hy; beschränkte Menge im Raum L,(2) kompakt. Auf Grund 
des Satzes 6.6.1 besitzt dann der Operator X ein diskretes Spektrum, und der 
Satz ist bewiesen. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz und dem Satz 6.6.1 ergibt sich die folgende 
Behauptung: 

Es existiert eine abzählbare Menge von Parameterwerten {A„}, für die das 
Problem 

Au+Au 0, ze2, Ar=oO () 


eine nicht triviale Lösung besitzt. Die Werte A, sind die Eigenwerte des Ope- 
rators des Dieicatetschen Problems (kurz Eigenwerte des DiricHLertschen 
Problems genannt); die entsprechenden nicht trivialen Lösungen des Problems 
(1) sind die zum Eigenwert A, gehörigen Eigenfunktionen. Jedem Eigenwert 
entsprechen nur endlich viele linear unabhängige Eigenfunktionen. Jeden 
Eigenwert wiederholen wir so oft, wie ihm Eigenfunktionen entsprechen. Sämt- 
liche Eigenwerte sind positiv, und es gilt 
> ©. (2) 
Nn>X s 
Das System der Eigenfunktionen {u,} kann man als orthonormiert in L,(Q) 
annehmen: = 
(U, u) = 6585 el; 2; (3) 
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Im Raum Hy ist dieses System ebenfalls orthogonal, jedoch nicht normiert; 
” es gilt nämlich 


[a ug =0, j#k [%%, Url = [uhr = A (4) 


In jedem der Räume L,(2) und Hy ist das System der Eigenfunktionen {u,} 
vollständig. 


$ 3. Einige Elementarfälle 


Es ist außerordentlich schwierig, mit Hilfe des Satzes 6.6.1 das Spektrum 
eines positiv-definiten Operators effektiv zu bestimmen. Das sieht man schon 
allein daran, daß man bei einer solchen Methode gezwungen ist, aus der Minimal- 
folge eine konvergente Teilfolge auszuwählen. Deshalb sind solche Spezial- 
fälle von Interesse, in denen sich das Spektrum des DiricaLerschen Problems 
explizit angeben läßt. Im folgenden geben wir einige Beispiele für Gebiete an, 
die eine elementare Darstellung der Eigenwerte und Eigenfunktionen des 
Dieicaretschen Problems für die LarLacz-Gleichung zulassen. 


1. Das Parallelepiped im m-dimensionalen Raum. Wenn n eine 
natürliche Zahl bedeutet, dann genügt die Funktion 


ul) = sin (a) 


der reellen Veränderlichen t der Differentialgleichung 


nn: 


w- un = 0 


a2 


sowie den Randbedingungen u,(0) = u,„(a) = 0. Daraus folgt, daß die Funktion 
m 
U ae tm) =6 II sin IR IR c = const, (2) 
k=1 0 : 


die Differentialgleichung 
m 2 


v1 @% 
erfüllt und auf der Oberfläche des Parallelepipeds 
0<um<m, k=1l2...,m (3) 


verschwindet. Somit sind die Funktionen (2) Eigenfunktionen des DIRICHLET- 
schen Problems für den LArLAcz-Operator im Parallelepiped (3); die züuge- 
hörigen Eigenwerte haben die Gestalt 


m 2 
my. ©) 


A 
Mi Nagel F} 
6573 m ki [77 


Das System (2) ist orthogonal in der Metrik des Raumes L,(2), wobei jetzt Q 
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das Parallelepiped (3) bedeutet; es ist normiert, wenn 


m 
= Am]? la,” (5) 
k=1 
gesetzt wird. 

Das System (2) ist im Raum 2,(2) auch vollständig; letzteres kann man 
leicht beweisen, indem. man die Vollständigkeit des Systems (1) im Raum 
L,(0,«) benutzt und die Überlegungen aus dem $2 des Kap. 7 wiederholt. 
Daraus folgt insbesondere, daß mit dem System (2) das System der Eigen- 
funktionen des DiricHLetschen Problems für die LarLack-Gleichung im 
Parallelepiped erschöpft ist. 

2. Der Kreis in der zweidimensionalen Ebene. In der Ebene mit 
den Polarkoordinaten 0, 0 betrachten wir die Gleichung 


Au+iu=0 


oder in der ausführlicheren Form!) 
u, 1 u 1 u 
ee or 


Fiu=0 (6) 


mit der Randbedingung 
%o-ı = 0: (7) 


Wir suchen nichttriviale Lösungen des Problems (6), (7) nach der sogenannten 
Methode der Separation der Variablen. Man sucht dabei diejenigen Lösungen 
auf, welche sich in der Form. 
u = (e) p(0) (8) 
darstellen lassen. 
Die Bedingung (7) führt dann auf folgende Randbedingung für die Funk- 
tion flo): 
SU =0. (9) 


1) Wenn x und % die cartesischen Koordinaten in der Ebene sind, dann ist oe = Ya? + 33, 


$ = arctan 7. Daraus ergibt sich 
x 


2 REN ELBE W 
0x öo Ü 00 oY de 0 do 
und weiter 
2 2; 32 2, in? H 
Pu _ g020 Fe _ 2 008 0 sin’6 ou 1 sin? 8 ou 4 sind ou sin20 du 
0x? 00? e 060 0: 00° e öo eo 00 
2. 2, 2, 2. 2 “ I 
Pu _ inag RN ou 1 cos FR cos? 6 u sin 20 u 
öy? do? @ do 80 eo? 06° E 89 ee 00 
Somit gilt 
j u ou ou 1 ou 1 u 
Au ! ! 
0x2 öyr ög? ge 0 ge? 06° 
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Setzt man die Funktion (8) in die Gleichung (6) ein, dann erhält man leicht die 
Beziehung 


2 u 
er +trHan)=--. (10) 
e 2 

In Gleichung (10) hängt die linke Seite nicht von 0 und die rechte Seite nicht 
von 0 ab; da beide Seiten gleich sind, so hängen sie weder von g noch von Ö 
ab und sind folglich gleich einer Konstanten, die wir mit n? bezeichnen wollen. 
Anstelle der Gleichung (10) erhalten wir jetzt zwei gewöhnliche Differential- 
gleichungen 


9(6) + m? 90) = 0 au) 
und 
FO + Ze) + (A ze =0. (12) 
a“ ” 2 


Das nn Integral der Gleichung (11) hat die Gestalt 
o(0) = C,cosnd + (ysinnd. (13) 


Da die Funktion (8) eine eindeutige Funktion in der Ebene sein soll, so muß 
n eine ganze Zahl sein. Dabei genügt es, nicht negative n zu betrachten — eine 
Vorzeichenänderung bei n hätte lediglich auf die Konstante CO, einen Einfluß. 

Das allgemeine Integral der ne (12) 1äßt sich über die BesseL-Funk- 
tionen darstellen!): 


Je) ne 0; Jn(/A 0) + er Yulya e) e 


Nach Definition gehören die Eigenfunktionen des DiricHLetschen Problems 
zum. energetischen Raum Hy (vgl. $3 von Kap. 14), und folglich sind die 
ersten Ableitungen dieser Funktionen im Kreis oe < 1 quadratisch summierbar. 
Da die BrsseL-Funktion 2. Art Y„(/Ae) diese Eigenschaft nicht besitzt, so 
muß notwendigerweise C, = 0 sein.. Der Wert der Konstanten 0, ist für das 
Weitere unwesentlich (notwendig ist nur ©, = 0), und wir setzen daher 0, = 1. 
Dann gilt 


fe) = JulVA 0) 
Aus der Bedingung (9) ergibt sich jetzt 
= jun (14) 


dabei bedeutet 5, „ die k-te positive Wurzel der BesseL-Funktion 1. Art J,. 
Wir erhalten also 


fe) = Inlin,n 0) - .. (5) 
Die Formeln (13)—(15) lassen den Schluß zu, daß die Zahlen 
er n=0,1,2,...; k=1,2,3,..., (16) 


1) In den Bezeichnungen der Basswt-Funktionen halten wir uns an das Buch von 
G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge 1944. 
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die Eigenwerte des Dirichuetschen Problems für den LArLACE-Operator im 
Einheitskreis sind; jedem Eigenwert jo, , entspricht eine Eigenfunktion 


Jolo, 50) > (17,) 


und zu jedem Eigenwert j,, 2, n > 0, gehören zwei Eigenfunktionen 
Inline) cosnd, Julio) sinn. (17,) 


Wenn Q den Kreis oe < 1 bezeichnet, dann sind die Funktionen (17) im Raum 
L;(2) orthogonal (aber nicht normiert) und bilden ein vollständiges System 
— sowohl das eine als auch das andere folgt aus bekannten Eigenschaften der 
BesseL-Funktionen sowie aus obigen Bemerkungen über die Vollständigkeit 
eines Systems von Funktionenprodukten (vgl. Satz 7.2.2). Daraus ergibt sich 
nun, daß durch die Formeln (16) und (17) die Gesamtheit aller Eigenwerte 
und Eigenfunktionen des DiricHLerschen Problems für die LArtAoz-Gleichung 
im Kreis erfaßt wird. 

Bemerkung. Die Eigenfunktionen des DirickLetschen Problems für den LArLAcE- 


Operator können im Falle einer Kugel von beliebiger Dimension mit Hilfe der BrsseL- 
und der Kugelfunktionen dargestellt werden. 


$4. Die Wachstumsordnung der Eigenwerte 


1. Die Lartacz-Gleiehung im m-dimensionalen Kubus. Im m-di- 
mensionalen Kubus Q, der durch die Ungleichungen 


0<m<a, k=12...,m, 


erklärt sei, lassen sich die Eigenwerte des Diric#hterTschen Problems für die 
LarLacz-Gleichung wie folgt darstellen [vgl. Formel (3.4)]: 


= a, 
Anyfge.t — rn Ne» 08) 

Die Eigenwerte (1) ordnen wir nach ihrer Größe; bezeichnen wir in einer 
solchen Anordnung den n-ten Eigenwert mit /,, dann erhalten wir eine nicht- 
fallende Folge A, SA, S --». Unsere Aufgabe besteht jetzt darin, die Wachs- 
tumsordnung der Größe A, für n — 00 zu bestimmen. 

Es erweist sich.dabei als günstiger, nicht die Eigenwerte }, selbst, sondern 
die Zahlen 


Ketljern | 2 
nm nr a 2 Me (2) 
abzuschätzen. 

Dazu betrachten wir im m-dimensionalen euklidischen Raum eine Kugel Dy 
vom Radius N mit dem Mittelpunkt im: Koordinatenursprung; die Zahl N 
wählen wir hinreichend groß und derart, daß für eine der Zahlen (2) gilt:' 
A, = N?. Von solehen Zahlen A, kann es mehrere geben. Wir bezeichnen mit 
y, und », entsprechend den kleinsten bzw. den größten Wert n, für den A, = N? 
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gilt. Die Größe », gibt an, wieviel Zahlen der Gestalt (2) in der abgeschlossenen 
Kugel Dy liegen. Aus derselben Formel (2) ist auch ersichtlich, daß », gleich 
der Anzahl der Punkte mit positiven ganzzahligen Koordinaten ist, die in der 
Kugel Dy enthalten sind. Die genannte Anzahl ist gleich dem. Volumen des 
kubischen Gitters 7’, mit der Seitenlänge 1, das sich in den ersten Oktanten 
der Kugel Dy einbeschreiben läßt (in Abb. 26 ist der: zweidimensionale Fall 


dargestellt). Das Volumen des Gitters 7'„ ist offenbar 
SE 


kleiner als das Volumen des Oktanten: 


Sl Arm 

n< zum 2m m 2 8) 

"Wir betrachten jetzt die Kugel D,_s vom Radius 
N — 2 mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. 
Man überzeugt sich leicht davon, daß der erste 
Oktant dieser Kugel im Gitter 7, enthalten ist. 
Dafür genügt es zu zeigen, daß für einen beliebigen 
Eckpunkt (n,, N - - -, N) des Gitters 7’, gilt Abb. 26 


Em>(N—2%. | (a) 


Ein Eckpunkt des Gitters ist dadurch charakterisiert, daß für ihn die fol- 
genden beiden Ungleichungen gleichzeitig erfüllt sind: 


u 7 Hm= ED m<M, 
k=1 
2m +l= 2 m +2 % m -t-m>N? (5) 
k=1 k=1 k=1 


Aus der zweiten der Ungleichungen (5) ergibt sich 


m 
Em>NM-2 2 % —-m>N?—-—2Nm— m=(N - m? — m? — m; 
k=i 
für hinreichend großes N ist die rechte Seite der letzten Ungleichung größer als 
N—- m-—-1)%. 

Wir erhalten somit 


en L(n -—m—1®. (6) 
Die Ungleichungen (3) und (6) zeigen nun, daß für hinreichend großes N die 
folgende Abschätzung gilt: 


= „an + 0(N") = 


gzım/2 Nm 


se Er Fe \> 
D 


3m-lm Il — 
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Wir schätzen jetzt die Größe», ab. Offenbar silt v, =», — co, wobei o die 
Anzahl der Punkte mit positiven ganzzahligen Koordinaten bezeichnet, die 
auf der Kugeloberfläche 


m 
Zm= N? 
k=1 


von Dy gelegen sind. Durch die genannten Punkte legen wir Geraden, die zur 
m-ten Koordinatenachse parallel sind. Auf diesen Geraden sind dann die 
ersten m — 1 Koordinaten positiv und ganzzahlig; die Schnittpunkte der ge- 
nannten Geraden mit der Ebene n„, = 0 erzeugen ein kubisches Gitter T„_1; 
das ähnlich wie das Gitter T,, beschaffen ist, jedoch eine um Eins niedrigere 
Dimension besitzt. Daraus ergibt sich, daß die Zahlo gleich dem Volumen 
des ((m _ 1)-dimensionalen) Gitters T,,_ı ist und somit eine zu (7) analoge 
Formel gilt: 
(m —1)/2 Nm—1 


2m-2 (m — 1) vr 5 ) 


RE Foldm-1). (8) 


Aus den Beziehungen (7) und (8) sowie der Gleichung », =» — o erhalten 
wir 
zm|2 Nm 


m-imT >) 
2 


v Hr o(N®). 9) 


Wir erinnern schließlich daran, daß n eine beliebige natürliche Zahl be- 
zeichnet, für die A, = N? und „ <»<», gilt. Die Gleichungen (7) und (9) 
liefern dann 


[2 Nm 
n= = + 0(N"®), 
2m-imI (5) 
2 
Daraus ergibt sich 
An = Cm nA 4 o(n?R) , (10) 


wobei c„ eine Konstante bedeutet, die sich unschwer berechnen läßt. 

2. Der allgemeine Fall. Wir betrachten den Operator U des DIRICHLET- 
schen Problems (vgl. Kap. 14, 82); die Koeffizienten A,, und C sollen. die 
Bedingungen (2.3) und (2.4) aus Kap. 14 erfüllen, so daß die Ungleichung 
(2.11) desselben Kapitels gilt. Für das Weitere ist wichtig, daß auch die um- 
gekehrte Ungleichung gilt. 

Die Koeffizienten A;,(x) sind im abgeschlossenen Gebiet 2 stetig und folg- 
lich beschränkt. Daraus ergibt sich, daß der größte Eigenwert der Koeffi- 
zientenmatrix {A;,(x)} ebenfalls beschränkt ist. Es sei M,, eine seiner oberen 
Schranken. Dann gilt 


m 
Ayla) S MD te: (11) 


k=1 
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Der Koeffizient C(x) ist in 2 ebenfalls stetig und beschränkt; es sei etwa 
C(xz) = M,. Dann ergibt sich für vw e die Ungleichung 


uns 2 ee 
k=1 a) 


Durch Anwendung der FrieprıcHasschen Ungleichung auf das zweite Integral 
erhalten wir schließlich 


unsul la) mM +aM. a2) 


0% 
2 

Wir konstruieren jetzt zwei Kuben Q, und Q, von denen der erste das 
Gebiet Q enthält und der zweite im. Gebiet 2 enthalten ist. Mit W, und.W, 
bezeichnen wir entsprechend die Operatoren des DIRICHLETschen Problems für 
die LArLAcH-Gleichung in den Gebieten Q, und Q;. 

Des weiteren bezeichnen wir mit A,, AP, 42 die der Größe nach geordneten 
Eigenwerte der Operatoren W, U, W,. Die genannten Operatoren sind durch 
folgende Ungleichungen verknüpft: 


HUZSAS mL. 


(Man beweise diese Beziehungen!). Dabei bedeutet u, die Konstante aus der 
De (2.11) von Kap. 14. Auf Grund des Mini-Max-Prinzips gilt 


Ko aD <zmnemAD. (13) 
Da aber die Zahlen AU und A® Beziehungen der Gestalt (10) genügen, so 
ergibt sich für die ipehyerte En des Operators X folgende zweiseitige Ab- 


schätzung: 
nm << Zw; 1 6, = const > 0. (14) 


‘Bemerkung. In Wirklichkeit gilt eine schärfere Aussage: Es existiert der Grenzwert 


lim zm E 


und dieser ist gleich der Größe 


, dx ’ 
Cm —, Cm = const. 
VDet Ax) 


2 


Dabei bedeutet A(x) die Koeffizientenmatrix {A;,(2)} , und c,, hängt nur von der Dimension 
ın des Raumes ab (vgl. T. CArLEMAN [5] sowie W. I. Sumrrxow [17], Bd. IV). 


KAPITEL 16 


DAS NEUMANNSCHE PROBLEM 


$1. Der Fall des positiven Koeffizienten C(x) 


Wir betrachten die formal selbstadjungierte Gleichung vom elliptischen Typ 
ö OU 
_ (Ante) 2) + eu =). () 


Die Lösung dieser Gleichung wird im. endlichen Gebiet 2 c E, mit dem stück- 
weise glatten Rand J’ gesucht. 
Wir setzen voraus, daß 


Are OU), Ce c(2) 


gilt und daß die Gleichung (1) in Q nicht entartet, d. h. für beliebige reelle 
Zahlen t,, to, .. ., in die Ungleichung 


Al) Zw (2) 
k-1 


für eine gewisse positive Konstante u, erfüllt ist. 
Für die Gleichung (1) formulieren wir die homogene Randbedingung des 
NEUMANNschen Problems 


4; k 


0% co 9,2) r=0, (8) 
0%, 


dabei bedeutet » die äußere Normale an I". 

Den durch das NeumAnnxsche Problem. erzeugten Operator bezeichnen wir 
mit S. Als sein Definitionsgebiet D(N) wählen wir die Menge der Funktionen 
aus car), die der Bedingung (3) genügen; auf dieser Menge ist dann der 
Operator N durch die Formel 


j 0%; 67 
definiert. 

Wir betrachten St als Operator im Raum ZLs(2) und beweisen zunächst seine 
Symmetrie. Sein Definitionsgebiet ist in Z,(@) dicht, da dieses offenbar die 


im Raum L,(2) dichte Menge der finiten Funktionen enthält. 
Wir bilden jetzt das Skalarprodukt 


; | 
(Ru, v) (land ) ar 4 jew 
2 


$2. Der Fall (x) =0 273 


Das erste Integral integrieren wir partiell: 
ou ou WW , 
Nur) = -f» A $,2,)al + [And + fo uvde. 
r 2 8 

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet auf Grund der Rand- 
bedingung (3), während die letzten beiden Integrale offensichtlich symmetrisch 
sind. Damit ist die Symmetrie des Operators I bewiesen. Gleichzeitig ergibt 
sich die Formel 


öv ou 
mu, = [An + Ounlan. (4) 
2 
Wenn wir in dieser Formel v» = u setzen, dann erhalten wir 
un = [1m rcw 
Mu, u) = [ [41% = + 0alar. (5) 
2 


Da offenbar 
m 
f# em | P> (2) a2 0 
2 


;k 
u 0%; 0% F k=1 [277 


gilt, so ergibt sich leicht folgende hinreichende Bedingung für die positive 
Definitheit des Operators I: 
Cl) > C, = const >0. (6) 


Ist diese Bedingung erfüllt, dann gilt 
Nun) > 0,fw de = 0, |ull?. 
2 


Dies ist die Ungleichung für die positive Definitheit mit der Konstanten 


y- Yo,. Da sich natürlich im Falle solcher Koeffizienten O(x) die früher 
entwickelte Theorie anwenden läßt, so besitzt das NzumAnnsche Problem. eine 
und nur eine verallgemeinerte Lösung. 


$2. Der FallC(2)=0 


Dieser Fall, dem alle übrigen Paragraphen dieses Kapitels gewidmet sind, 
ist der interessantere und auch schwierigere Fall. Wenn O(x) = 0 ist, dann gilt 


und 5 
(N u, u) = (A da ; (2) 
0%; 0% 
3 


die Randbedingung (1.3) bleibt unverändert. 
Im. vorliegenden Fall ist der Operator % nicht nur nicht positiv-definit, 
sondern auch nicht positiv. Um sich davon zu überzeugen, genügt es, die 
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Funktion u,(x) = 1 zu betrachten. Diese besitzt sämtliche Ableitungen und 
erfüllt die Randbedingung (1.3), so daß folglich u, e DR) gilt; offensichtlich 
ist auch .||u,|| > 0. Gleichzeitig gilt (N u,, %,) = 0, was aber nicht der Fall 
sein könnte, wenn I ein positiver Operator wäre. 

Das NeumAnssche Problem 


Nu=f (3) 
oder in der ausführlicheren Form 
ö 
= au (An = Fe) Ayrl® c8w,X)|r =0, (&) 


ist nicht lösbar, wenn nicht f(x) eine gewisse spezielle Bedingung erfüllt, die 
wir jetzt herleiten wollen. 

Wir nehmen an, das Problem (3) besitze eine Lösung u € DR). 

Beide Seiten der Differentialgleichung (3,) integrieren wir über das Ge- 
biet @&. Indem wir auf der linken Seite partiell integrieren und die Rand- 
bedingung von (3,) benutzen, erhalten wir die gesuchte Bedingung 


jew =( )y=0. (4) 


Somit ist es zweckmäßig, Gleichung (3) nicht für beliebige f € L,(2), sondern 
nur für solche f zu betrachten, die dem zur Eins orthogonalen Unterraum 
angehören. Diesen Unterraum bezeichnen wir mit L(2). Die soeben. gewonnene 
Bedingung (4) gestattet dann folgende Formulierung: Im. Falle C(«) = 0 bildet 
der Operator I jede Funktion D(R) in eine Funktion aus L,(2) ab. 

Andererseits ist die Lösung des Problems (3), wenn sie existiert, nicht ein- 
deutig!): Wenn u,(x) eine Lösung des Problems (3) ist, dann ist auch die Funk- 
tion uylz) + 6 für eine beliebige Konstante c eine solche Lösung. Andere 
Lösungen gibt es nicht. Wenn nämlich u,(x) und u,(x) zwei Lösungen des 
Problems (3) sind, dann genügt die Differenz v(x) = u,l@) — ulx) der homo- 
genen Gleichung Nv = 0. Aus der Formel (1.5) erhalten wir für C(z) = 0 die 


Beziehung 
80 
J Ar dm; day =. 


Da aber die Koeffizientenmatrix {A;,} positiv-definit ist, so muB notwendiger- 
weise . =0(k=1,2,...,m) und somit v(x) = const gelten, was zu be- 
% 


weisen war. 

Man kann die Eindeutigkeit der Lösung des Nzumansschen Problems 
garantieren, wenn man verlangt, daß diese dem oben eingeführten Unter- 
raum, L,(2) angehört; durch diese Bedingung ist nämlich die Konstante c 
eindeutig bestimmt. 


1) Ähnliche Überlegungen wie die folgenden haben wir bereits im Kap. 12 bei der Lar- 
LACE-Gleichung angestellt. 
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Die zuletzt ausgesprochene Forderung kann man auch wie folgt formulieren: 
Wir gehen zur Einengung des Operators N über, indem. wir sein Definitions- 
gebiet D(N) durch die Teilmenge D(N) n L,(9) ersetzen. Den auf diese Weise 
eingeengten Operator bezeichnen wir mit W,. Sein Definitionsgebiet ist die 
Menge D(R,) = DR) n L,(2), und sein Wertebereich gehört, ebenso wie deı 
des Operators I, zu L,(2). 

Somit gehören sowohl das Definitionsgebiet als auch der Wertebereich des 


Operators N, zum Unterraum. L(2). Folglich kann man L,(2) als einen Raum 
betrachten, den der Operator I, in sich abbildet. Unschwer sieht man, daß 
in diesem Raum der Operator I, positiv ist. In der Tat, für. diesen Operator 
behält die Formel (1.5) offensichtlich ihre Gültigkeit: 


Mo u, u) = [An an. (8) 
Q 


Daraus ergibt sich (R,%, u) > 0. Wenn (%, u, u) = 0 ist, dann erhalten wir 
ou 


0=(k,1)=c[dQ=c|2|. 
2 


Daraus folgt nun c = 0 und damit v(x) = 0, was zu beweisen war. 
Unser nächstes Ziel ist zu beweisen, daß der Operator NW, positiv-definit ist. 
Diesem Beweis sind die folgenden drei Paragraphen gewidmet. 


$ 3. Die Integraldarstellung von 8. L. SogoLew 


“ Wir betrachten ein endliches Gebiet 2 c En, das die folgende Eigenschaft 
besitzt: In jedem Punkt, der im Inneren dieses Gebietes oder auf dessen Rand 
liegt, läßt sich ein Kugelsektor mit diesem. Punkt als Scheitel, einem festen 
Radius R und einem Öffnungswinkel 2«& errichten, der (mit möglicher Aus- 
nahme des Scheitels) ganz im Gebiet 2 gelegen ist (vgl. Abb. 27). In diesem 
Fall sagt man, das Gebiet 0 erfülle die Konusbedingung. 

Wir betrachten jetzt eine Funktion x(f) der 
reellen Veränderlichen ti, die auf dem Segment 
0stSs1 beliebig oft differenzierbar ist und für 
die gilt 


mm=1, 0SI<Sz, 
)=0, ZSızı. 


19 Michlin 
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Eine solche Funktion ist z. B. die Mittelfunktion der Funktion 


1, 1<5 
Yo) = i 
0, >> 


mit dem Mittelungsradius h < a 


Es sei jetzt we CD). Wir ae in Q einen Punkt © und konstruieren 
einen in Q gelegenen Kugelsektor mit dem Scheitelx. Danach führen wir die 
Kugelkoordinaten!) r = |x — |, 9, da .. ., ©, _ı mit dem Mittelpunkt x ein 
derart, daß die Gleichung der Mantelfläche des Kugelsektors die Gestalt 9, =« 
annimmt. Schließlich setzen wir 


v8) = a) = dd due): () 

Dann gilt offenbar u 
. 8,6) = ur), vRN)=0, 42) 

r i 

öy | — e 

u er LIE 2 a) 


Aus den Formeln (2) ergibt sich 


R 
ov Re .: 
WR) = - (Zar. (4) 
ö 

Wir integrieren jetzt die Gleichung (4) über den Teil $| der Einheitssphäre $,, 
für den 0<S9,=« git (d.h. also über den Teil, der durch die Mantelfläche 
des Kugelsektors aus der Einheitssphäre herausgeschnitten wird). Dabei wird 
die linke Seite von (4) mit der positiven Konstanten b = [$;| multipliziert; 
nach Division durch 5 erhalten wir dann die Formel 


1 [0 ifo d “ 
u -, [Fa --, [Er (5) 


Y%% 9% 


wobei V, den Kugelsektor mit dem Scheitel x bedeutet. 
Wir ersetzen jetzt nach der Formel (3) und berücksichtigen die Beziehung 


ou _. du 
—— —— 008 r 
dr (Es IB 


hier bedeuten &, die festen cartesischen Koordinatenachsen. Schließlich führen 
3) Wir setzen hier m > 2 voraus; für den Fall m = 2 lassen sich die nachfolgenden Über- 
legungen leicht modifizieren. 
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wir noch folgende Bezeichnungen ein: 


B,(z, &) = _— Er EeV,, 
0, EeV,, 
1 r Y 
Bila, d = -zv(z) 08 & r), gEeV.; 
0, EeV,; 
k=1,2,....,95 


die Funktionen Bu(x, E)-und By,(z, &) sind offenbar beschränkt. Der Formel w 
kann man: jetzt folgende Gestalt geben: 


Bulz, a By(x, &) Eu ai 
ur) = 5) de j. == 16) 


ym—1 FMm— 


Die Beziehung (6) ist die gesuchte sen von 8. L. SOBOLEw. 
Für das Weitere ist wichtig, daß die ae (6) im Raum L,(2) vollstetige 


Oper atoren über den Funktionen v und = darstellen. In der Tat, da B, (2, d)=0 
k 
für r <& gilt, so ist der Kern des ersten Integrals in (6) beschränkt, und 


folglich ist dieses Integral ein FrmpHormscher Operator über u. Die übrigen 
Integrale in der Formel (6) sind Integraloperatoren mit schwacher Singularität 
über den Ableitungen se . “ 


= 5 
In den folgenden Paragraphen des vorliegenden Kapitels wird vorausgesetzt, 


daß das Gebiet Q endlich ist und die Konusbedingung erfüllt. 

Die Integraldarstellung (6) haben wir für die Funktionen der Klasse OV(2) 
erhalten. Man kann sie aber leicht auf solehe Funktionen erweitern, die in 
2 summierbar sind und verallgemeinerte erste Ableitungen besitzen, welche 
in einer gewissen Potenz p > 1 summierbar sind. Den entsprechenden Beweis 
überlassen wir dem Leser; wir beschränken uns hier auf den Hinweis, daß bei 
diesem Beweis ein Satz zu benutzen ist, der die Vollstetigkeit des Inte- 
graloperators mit schwacher. Singularität im Raum 1,(2) für beliebiges p, 
i<p<oo, garantiert. 


Bemerkung. Die Darstellung (6) ist in Wirklichkeit nur ein Spezialfall einer allgemeine- 
ren Integraldarstellung, die ebenfalls auf S. L. SosoLEw zurückgeht (vgl. [18—19]). Die 
SogoLewsche Integraldarstellung war der Ausgangspunkt für den Beweis der Einbettungs- 
sätze (vgl. Kap. 2,85). 
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Wir setzen © & 
M-N+L; 0 
dabei bedeutet / den identischen Operator im Baum L,(2). Offensichtlich ist 


19* 
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DR) = DR). Des weiteren gilt 
(Ru, wu) a Eu ) 


084 0% 


Da das Integral in (2) nicht negativ ist, so ergibt sich 
N: uw) > |ul?, 8) 


d.h., R, ist ein positiv-definiter Operator. 

Indem man die Überlegungen des $3 von Kap. 14 wiederholt, beweist man 
leicht, daß die in den energetischen Raum Ay, des Operators I, eingehenden 
Funktionen im. Gebiet 2 quadratisch summierbar sind und quadratisch sum- 
mierbare verallgemeinerte erste Ableitungen besitzen; aus der Beziehung °(2) 
ergeben sich dabei die folgenden Formeln für die energetische Norm und das 
energetische Produkt: 


ul, = [|4n = FE + ar de; (4) 
2 ö 
av od 
[u on, = % E te o| de. (8) 


Wir beweisen jetzt, daß der Operator I, ein diskretes Spektrum besitzt. 
Auf Grund des Satzes 6.6.1 genügt es zu zeigen, daß eine beliebige, bezüglich 
der energetischen Metrik des Operators %, beschränkte Menge von Funktionen 


im. Raum L,(2) oder, was dasselbe ist, in Raum L,(2) kompakt ist. 


Es sei M c Hy, eine solche Menge: 
Juln, S e = const , VueM. 


Der letzten Ungleichung kann man auch folgende Gestalt geben: 
ee ı< 
[area + mr = e. 
8 


Auf Grund der Ungleichung (1.2) erhalten wir dann 


wi / ou \2 2 a 
| 2) +mr<e, 
k=1 \ 0%% 
2 


woraus sich folgende Beziehungen ergeben: 


ou 


0% 


2 lull<e. 


— 4 Ve 5 

Somit ist nachgewiesen, daß sowohl die Menge M als auch die Mengen der 
ersten Ableitungen der Funktionen aus M in der Metrik des Raumes L,(2) 
beschränkt sind. Für die Funktion v € M berücksichtigen wir jetzt die Integral- 
darstellung (3.6). Die in diese Darstellung eingehenden vollstetigen Integral- 
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operatoren überführen die soeben genannten beschränkten Mengen in kompakte 
Mengen. Damit ist bewiesen, daß die Menge M im Raum L,(0) kompakt ist. 


Es seien jetzt 
Sn: mS 


die Eigenwerte des Operatorss %, und %, U, .-. ., Um... die entsprechenden 
Eigenfunktionen. 
Auf Grund der Formel (3.5) des Kap. 6 ergibt sich 


u, >ı 


Te = 


Wir beweisen, daß in der letzten Ungleichung das Gleichheitszeichen nicht 
eintreten kann und folglich », > 1 gilt. Wir nehmen das Gegenteil an: Es sei 
y, =1. Dann folgt aus der Formel (4) 


Ana 0. 
0%; 0% 
8 


Daraus schließen wir 
ö 
FA —0, k=1,2,...,m; = > eonst. 
0% j 


Wegen u, € L,(2) gilt aber 
0= (1) = (a, ee 121, 


d.h.c,=0. Damit ergibt sich u,(x) = 0, was aber im Widerspruch zur Defi- 
nition der Eigenfunktion steht. Die Behauptung ist somit bewiesen. 
Als Folgerung ergibt sich der folgende wichtige Satz. 


Satz 16.4.1. Der Operator I, ist positiv-definit. 
Beweis. Es gilt 


weh, [el]? 
Daraus erhalten wir 
ul, 2 vi llal, weHn. (6) 
Wenn im besonderen u e DR.) = DNR,) ist, dann ergibt sich 
[ul = A %, u) = Mu) + juli? Mm 


und damit (WR, vw, «) > (v, — 1) |wIl?. Aus der letzten Ungleichung folgt wen 
v, > 1 die positive Definitheit des Operators R,. 

Wir betrachten jetzt den energetischen Raum Hy„, des boriirdekiniten 
Operators N, und beweisen, daß die energetischen Räume Hy, und Hy, aus 
denselben Elementen bestehen, wobei die folgende Beziehung gilt: 


je, = je, + Ill? (8) 
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'Es sei ve Hy,,. AufGrund des Satzes 5.3.2 existiert eine Folge u, € D(R,) — 
= D(R,) derart, daß gilt 
[rn — Um, > 6, [an — ul — 0. 
s M,N> X n> 
Indem man die Beziehung (7) auf die Differenz u, — u„ anwendet, ersieht man, 
daß gleichzeitig auch die Beziehungen 
|ün — uUm|n, > 0; In — ul] > 0 
M,N>XO N>FX 
erfüllt sind; letztere liefern ve Hy,. Genauso beweist man auch die umge- 
kehrte Behauptung: Wenn ve Hy, ist, dann gilt auch u e Hy... 

Die Formel (7) zeigt, daß für die Elemente u € D(R,) = DR) die Bezie- 
hung (8) gilt; durch Grenzübergang erhält man diese Beziehung auch für die 
idealen Elemente der energetischen Räume. 

Aus der Formel (2.5) folgt, daß für die Funktionen u, v e D(R,) die Glei- 
chungen 


ö ö 
2 
und 
ev ou 
%,Vg, = | A —— de 10 
[ In, a re 0%; dr ( ) 


gelten. Durch Grenzübergang werden sie auf beliebige Funktionen aus Hy, 
erweitert. . . 


Satz 16.4. 2. Der Ögerator 2 besitzt ein diskreies Spektrum. Seine Eigen- 
werte und. Bigenfunktionen sind v, — 1 bzw. u,, wenn v, und u, die Eigenwerte 
bzw. Eigenfunktionen des Operators I, bezeichnen. 


Beweis. Die Zahl v, und die Funktion u,(z) bedeuten den yeraltgeimeinsrieh 
Eigenwert bzw. die dazu gehörige verallgemeinerte Eigenfunktion des Ope- 
rators W,. Diese sind durch folgende Beziehung verknüpft: 


[%%, na, = vy(UR; N) > VW ne Hy, . al) 


"Aus der Beziehung (8) für. die Normen ergibt sich eine analoge Beziehung für 
die Skalarprodukte: 


[%, Un, = [a Un, + (mv). 


Berücksichtigt man schließlich, daß die Räume A,, und Hy, aus denselben 
Elementen bestehen, dann kann man die Formel (11) auf die folgende Gestalt 
bringen: 
[ur, ne, = Wr — 1) (um N) > VneHg:- (12) 


Gleichung‘ (12) zeigt nun, daß der Operator N, abzählbar viele positive ver- 
allgemeinerte Eigenwerte der Gestalt »,„ — 1 besitzt, die mit wachsendem k 
gegen Unendlich streben; die zu diesen Eigenwerten gehörigen, verallgemeinerten 
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Eigenfunktionen u,(x) bilden im Raum L,(2) ein vollständiges orthonormiertes 
System. Der Satz ist damit bewiesen. 
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. „Wir betrachten jetzt die Gleichung 


Nu=f, Fehi2) (ı) 
oder, was dasselbe bedeutet, die Differentialgleichung 
0 ou 
(Anz) =) (2) 
mit:der Randbedingung 
[7 » i 
Ayuz, 08 2) =0; (3) 


die Koeffizienten A;r e OO(2) seien so beschaffen, daß die folgende Unglei- 
chung erfüllt ist: _ 


m 
Ayla) Z Wo I 45 zeQ, fo = const > 0. 
k=1 


‘Wir erinnern daran, daß auf Grund einer oben getroffenen Annahme das Ge- 
biet 2 endlich ist und die Konusbedingung erfüllt und daß die Bedingung 
fe Ze(2) den folgenden zwei Forderungen äquivalent ist: 


PRO de=0, jr de < ©. (4) 


Da der Operator N, im Raum L,(2) positiv-definit ist, so besitzt die Gleichung 
(dd) in Hy, eine und nur eine verallgemeinerte Lösung u,(z). Als Element des 
energetischen Raumes Hy, ist u, € L,(2), d.h., u,(x) ist quadratisch summier- 
bar im Gebiet 2, und es gilt 


Fre) de=0. (4) 


Des weiteren. besitzt die Funktion u,(®) in 2 quadratisch summierbare ver- 
allgemeinerte erste Ableitungen, und sie realisiert das Minimum des Funktionals 


u. 2 = [ [4 a -2uj|ar, weHn. ©) 
0% 0% ° 
5 2 u. # 
Die weiteren Untersuchungen führen wir für die LarLacr-Gleichung 
Au = fie) (6) 
durch. Die Randbedingung nimmt dann die folgende einfache Gestalt an: 
du 
ehr 0. (7) 
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Die Bedingungen (4) und (4,) bleiben unverändert. Wie bereits im allgemeinen 
Fall bewiesen, existiert eine verallgemeinerte Lösung u,(x) des Problems (6), 
(7). Da diese das Minimum des Funktionals 


wow \2 
15 = 2uslar, ucHy,, 8) 
2 


realisiert, ist die Variation dieses Funktionals im Punkt u, gleich Null. Letzteres 
liefert die Beziehung 


[Es -im)a=0. VneHy. (9) 
2 


d&, dr 


Satz 16.5.1. Wenn fe Lip, (2), 0 <a <1, gilt, dann ist u, e O2). 


Beweis. Dieser stimmt fast wörtlich mit dem des Satzes 14.6.2 überein. 
Zunächst führen wir das Volumenpotential 


1 1 
ee HE 
2 


ein; dann gilt — Ay = f(x) und y ce CWI2) n C@(2). Durch die Substitution 
Up = %y + y in der Formel (9) erhalten wir die Beziehung 
5 2-0, VnecHy,. (10) 

Wir setzen n(&) = aılr), r= ie — El, ze 2; die Zahlh wählen wir dabei 
kleiner als den Abstand zwischen dem Punkt x und dem Rand des Gebietes Q. ° 
Eine solche Wahl ist möglich, da 1. &,(r) beliebig oft differenzierbar ist und 
2. die Funktion w,(r) in einer Umgebung des Randes identisch verschwindet 
und folglich die Randbedingung (7) erfüllt. Damit ergibt sich o,(r) € D(R,) 
und folglich w,(r) € Hg. 

Es gilt also 


0, dw 30,() 
=. 
[= On 15 = 


Ebenso wie im. Satz 14.6.2 folgt hieraus, daß %gn und somit auch v, im Gebiet 2 
harmonisch ist. Dann gilt aber 


ve XD), = (Wwty)e cn), 


und der Satz ist damit bewiesen. 


Die im Anschluß an den Beweis des Satzes 14.6.2 gemachten Bemerkungen behalten 
auch im vorliegenden Fall ihre Gültigkeit. 


Übungsaufgaben 


1. Man beweise, daß eine beliebige Funktion u e L,(2) mit verallgemeinerten ersten Ab- 


leitungen = eLb(2),k=1,2,...,m, zum energetischen Raum Hg, (vgl. $4) gehört. 
%p 
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Daraus ist die PoıncAr&sche Ungleichung 


i ! 

fr®=a 2 jeral)«e); 64 0, = const, 
Er ; 

8 8 e 2 


. abzuleiten. Dabei wird vorausgesetzt, daß das Gebiet 2 endlich ist und die Konusbedingung 
erfüllt. 
2. Mit Hilfe der Integraldarstellung von S. L. SogoLew beweise man die folgende Be- 
hauptung: 


Wenn die Funktion u(x) verallgemeinerte erste Ableitungen Fr € L(2),k=1,2,...,m, 


besitzt, dann ist diese einer Funktion äquivalent, die auf einer beliebigen stück weise glatten 
(m — 1)-dimensionalen Fläche fast überall definiert und quadratisch summierbar ist. 
3. Man beweise, daß die verallgemeinerte Lösung u,(x) des NBumAnnschen Problems 
u 


— Au=fla), fehl) n cW(0), | 0 
Fi 


die Randbedingung in folgendem Sinne erfüllt: Es sei 2, ein inneres Teilgebiet des Gebietes 
2 mit einem stückweise glatten Rand 7'„, und es gelte |Q \ 2,| — 0. Dann strebt 


been VYneHg,: 


4. Der Koeffizient C(x) sei im abgeschlossenen Gebiet 2 stetig und nicht negativ, und 
auf einer gewissen Menge vom positiven Maß gelte C(z) > 0. Außerdem nehmen wir an, 
daß die Koeffizienten A,,(x) die im $1 aufgezählten Eigenschaften besitzen und das Gebiet 2 
endlich ist und die Konusbedingung erfüllt. Unter diesen Voraussetzungen beweise man, daß 
der Operator R (vgl. $ 1) positiv-definit ist und ein diskretes Spektrum besitzt. 


KAPITEL 17 


NICHT SELBSTADJUNGIERTE 
ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN 


$1. Die verallgemeinerte Lösung 


Wir betrachten die Differentialgleichung 


ö 3u\ | dw ' u 
" = (Amte) E) + But) SE + Ole) u = ft) a) 


“und formulieren für sie das Diricuuatsche Problem mit der Randbedingung 


ulr=0; (2) 


dabei sei I’ der stückweise glatte Rand eines endlichen Gebietes Q im Raum E„ 
der Veränderlichen &,, 2%. -; Im. Wir setzen voraus, daß die Bedingungen 


AncoUD); Bea) 


erfüllt sind und daß (1) in 2 eine nicht entartete elliptische Gleichung ist; 
letzteres bedeutet 


m " 
Ara) wd Ko = const >O. 
R=1 


Wir betrachten zunächst das DiRICHLETsche Problem für den formal selbst- 
adjungierten elliptischen Differentialausdruck auf der linken Seite: 


- (4: .) = fa), Aur=0; 6) 


den Operator dieses Problems bezeichnen wir mit Y. Im Kap. 14 wurde nach- 
gewiesen, daß der Operator U positiv-definit ist; deshalb existiert für beliebiges 
fe Ze(Q) eine verallgemeinerte Lösung u, des Problems (3), die dem energetischen 
Baum Hy angehört. Auf diese Weise läßt sich jedem. Element fe L,(2) ein 
Element u, € Hy — die verallgemeinerte Lösung des Problems (3) — zuord- 
nen. Diese Zuordnung definiert einen Operator, den. wir im weiteren mit @ be- 
zeichnen: 


Gf=Ww- j (4) 
Offenbar gilt D(G) = L,(2) und R(@) c Hy. 
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Dem Operator G kann man auch eine explizite Darstellung geben: Wenn 
{o„} ein vollständiges Orthonormalsystem in Hy ist, dann gilt [vgl. Formel 
(5.11) aus Kap. 5] 


Gm Io) (5) 


a=1 


Nach Definition bildet der Operator G den Raum L,(2) in den Raum H a ab; 
natürlich kann man @ auch als Operator aus L,(2) in 1,(2) betrachten. 
Die verallgemeinerte Lösung u, realisiert das Minimum des Funktionals 


Fu) — [u, ul — uf), 
ad folglich ist die Variation dieses Funktionals N Punkt U gleich Null: 
. Fun) =2 un -Ahn)=0, Wehe: | 
Indem wir hier u, durch @f ersetzen, erhalten wir die Formel 
[ef (hn: 6) 


welche für beliebige Elemente fe L,(2) und n e Ay gilt). 
Wir bezeichnen mit K den durch die Formel 


du 
Ku= Bo. t Cu (7) 
definierten Operator‘ mit dem. Definitionsgebiet Hy.. Dann kann man das 
Problem (1), (2) in folgender Form schreiben: 
(An ef Ru,  un=0. (8) 
Tr 


02; 


Der Lösung von (8) (wenn eine solche existiert und Hy angehört) kann man 
die Gestalt 


el Au: -G@ Ku (9) 
geben. 
Wir führen jetzt folgende Bersichnungen ein: 


Gf=F, GK=T. 
Offenbar gilt F e Hy, der Operator T ist auf dem ganzen Raum 7 e definiert 
und bildet diesen in sich ab. Die Gleichung (9) nimmt dann die Gestalt 
w+-Tu=f (10) 
an. Wir geben nun folgende Definition: 


Verallgemeinerte Lösung des Problems (1), (2) heißt eine Funktion we Hy, 
die die Gleichung (10) erfüllt,. 


a "Wir bemerken, daß unsere Behauptungen über den Operator @ und dessen Eigen- 
schaften auch im Falle eines beliebigen positiv- -definiten Operators gelten; man hat dann 
lediglich den Raum L,(2) durch den Raum Z zu ersetzen, in dem der Operator definiert ist. 
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$2. Die FrepHnoumschen Sätze 


Lemma 17.2.1. Der Operator G ist in L,(2) vollsietig. 


Beweis. Der Operator X besitzt ein diskretes Spektrum (vgl. Kap. 18). 
Es seien }, und u,(x) die Eigenwerte bzw. die Eigenfunktionen dieses Operators; 
dabei gelte wie gewöhnlich 4, <A, S---=S4,=---, und die Funktionen %, 
seien orthonormiert in Z,(2). Dann nd diese Funktionen im Raum Hy 
orthogonal, aber nicht normiert; es gilt nämlich 


u, wa =0, 3#k [ur|ü = Ar - 


Wir erinnern außerdem daran, daß das System {w,} in Hy vollständig’ ist. 


Dann ist offensichtlich das | e 


! in Hg orthonormiert und vollständig. 
. 


In der Formel (1.5) setzen wir 
ns 


Van 
Dies ergibt folgende Darstellung für den Operator @: 


On >= 


Wir führen jetzt die nachfolgenden Bezeichnungen ein: 


+ lin, Az ra. © 
k=1 % k=n+l k 


Der erste Operator ist endlichdimensional und somit vollstetig. Für den 
zweiten Operator erhalten wir eine Abschätzung der Norm: 


= is 2, Kan 


k-n-+i +1 k=n+ 


Auf Grund der Besseuschen 0 gilt dann 
I fir = s— EZ AR. 


Daraus ergibt sich 


24 1 
Il Ss -— — 0 
An+1 


N>X 
und folglich 
Id || > 0. 
N>FXO 


Als Grenzwert (im Sinne der Normkonvergenz) einer Folge vollstetiger 
Operatoren ist dann der Operator G im Raum 2,(2) vollstetig. Die Behaup- 
tung ist damit bewiesen. 
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Satz 17.2.1. Der Operator T = GK ist im Raum Hy volistetig. 

Beweis. Der Operator @ ist vollstetig in L,(2). Folglich läßt sich aus 
jeder beschränkten Menge M < L,(2) eine Folge {v„} auswählen derart, daß 
die Folge {@ v„} konvergiert und somit die folgende Beziehung erfüllt ist: 

ie — Eu — 9. 


n, k->00 
. Wir betrachten jetzt eine beliebige Menge N < Hy, die in der energetischen 
Metrik beschränkt ist: 
[ulr se; VueN, a = const. 
Wenn das Element u die Menge N durchläuft, dann durchläuft Ku die in 
EL,(Q) beschränkte Menge K(N). In der Tat, es gilt 


ou m 
& > [uf | Andi gute m | 2) u 7) 2 I 
2 2 


Daraus ergibt sich 


E 


de ||” 
Gleichzeitig gilt aber n ä 
ul s—[ja]ls—, 
Y x 

wobei y die untere Grenze des Operators X bedeutet. 

Nach Voraussetzung sind die Koeffizienten B,(x) und C(x) im abgeschlossenen 
Gebiet 2 stetig und somit beschränkt; es sei |B,(x)| < b, |C(x)| < b, b = const. 
Dann gilt 


russ |& 5 
k=1 


)se>(2 +,)>0= ont 
Ve 


was zu beweisen war. 
Wie weiter oben festgestellt wurde, läßt sich aus der in L,(@) beschränkten 
Menge K(N) eine Folge (K v„} auswählen derart, daß gilt 
IK —- @Kal| = IT - Tu > 0. (3) 
n, k>o 
Die Beziehung (3) bedeutet nun, daß 7’ als Operator von Hy in L,(2) volistetig 
ist. Es bleibt noch zu zeigen, daß 7 auch als Operator von Hy im Hy voll- 
stetig ist. Dafür genügt es wiederum, die folgende Beziehung nachzuweisen: 
.—-Tu| > ®. (4) 
n, k->00 
Wir schätzen das Quadrat der Norm in (4) ab. Unter Benutzung der For- 
mei (1.6) erhalten wir 


[7 v2 — Torf = IT (0m — on), T (in — vr)loe = IE K (0m — vo), T (dm — le 
=-(Kw- Km T m —- Tv) = 
<|Km - Kull-|T m Tul<2ellu-Tul > 0. 


n, k>coo 
Damit ist der Satz bewiesen. 
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Wir betrachten jetzt bei derselben Randbedingung (1.2). eine etwas allge- 
meinere Gleichung als die Gleichung (1.1): 


[) du ou : ; 
= (An&)+ (8 + Ou)=Je). (5) 
Dieses Problem läßt sich offensichtlich auf die Form. 


w„+)Tu=F Ss 

bringen. 
Aus der früher entwickelten allgemeinen Theorie (vgl. Teil III) folgt, daß 
für dieses Problem eine höchstens abzählbare Menge von charakteristischen 
Zahlen existiert, die sich nur im Unendlichen häufen können; für alle übrigen 
Werte A existiert eine Lösung der Gleichung (5), und diese ist eindeutig. Ist 
dagegen A eine charakteristische Zahl, dann existiert im allgemeinen keine 
Lösung. In diesem. Fall ist für die Existenz einer Lösung notwendig und 
hinreichend, daß die Funktion F eine endliche Anzahl von Orthogonalitäts; 
bedingungen erfüllt. Wenn nämlich w,, w;, ...,w, die Eigenfunktionen. der 
Gleichung w + AT*w= 0 darstellen, dann ist h für. die Lösbarkeit der Glei- 
chung (6) holwendis und hinreichend, daß gilt ; 


LP, wjlue = 0, "geh ..8 


Auf Grund der Formel (1.6) und der Beziehung F = @f kann man die letzte 
Bedingung auch in der folgenden Form schreiben: le 

w)=0, j=12...,s. (7) 
Wenn die Orthogonalitätsbedingung erfüllt ist, dann existiert eine verallge- 
meinerte Lösung, aber diese ist.nieht eindeutig. In der Tat, es seien die Ortho- 
gonalitätsbedingungen erfüllt, und ug sei irgend eine partikuläre Lösung der 
Gleichung (6). Dann gilt « = u, + %, wobei U die allgemeine Lösung der ent- 
en homogenen Gleichung 


a+)3Ti=0 (8) 


bedeutet; letztere hat die Gestalt 4 — 2° Dabei sind c, beliebige Kon- 


stanten und %, die linear abhängigen. a der Gleichung (8). 

Sämtliche für das DieıcaLersche Problem formulierten Behauptungen gelten 
auch für das Nwumannsche Problem, wenn U = N, gesetzt wird, wobei VW, 
den im: $4 des Kap. 16 betrachteten Operator bedeutet. 


Übungsauigabe 


Man beweise, daß die charakteristischen Zahlen des Operators 7 in der Halbebene 
Rei> — gliegen, wobei g eine hinreichend große Konstante bedeutet. 


KAPITEL 18 


DIE POTENTIALTHEORETISCHE METHODE 
BEI DER HOMOGENEN LAPLACE-GLEICHUNG 


Die in den vorangegangenen Kapiteln entwickelte Variationsmethode zur 
Lösung der DIRICHLETschen und Neumannschen Probleme hat bei allen ihren 
Vorteilen auch einige Nachteile. So läßt sich mit dieser Methode das homogene 
Dirichuetsche Problem nur dann lösen, wenn eine Funktion y(x) existiert, die 
den im $5 des Kap.14 genannten Bedingungen genügt. Die größte Ein- 
schränkung, die die Varistionsmethode dem entsprechenden Problem auferlegt, 
besteht aber darin, daß der Operator des Problems positiv-definit sein muß 
(oder, wie das im vorhergehenden Kapitel der Fall war, sich von einem positiv- 
definiten Operator nur durch einen schwächeren Summanden unterscheiden 
darf). Letzteres ist auch der Grund dafür, weshalb die Variationsmethode im, 
Falle eines unendlichen Gebietes versagt. Wenn man von einer elliptischen 
Gleichung zu: elliptischen Systemen allgemeiner Gestalt übergeht, dann ist auch 
das DieicuLussche Problem für ein endliches Gebiet nicht mehr positiv, so 
daß sich auch in diesem Fall die Varistionsmethode nicht mehr anwenden 
läßt. 5 i € 
Der Vorteil der potentialtheoretischen Methode, von der im vorliegenden 
Kapitel die Rede. sein wird, besteht darin, daß diese Methode viele der ge- 
nannten Schwierigkeiten überwindet. Diese Methode ist allerdings mit umfang- 
reichen Rechnungen verbunden, wobei ihre Anwendung im Falle eines Gebietes 
mit unglatter Berandung wesentlich erschwert wird. Wir betrachten deshalb 
nur die LArLAaoH-Gleichung, die wir dann als homogen annehmen können (vgl. 
Kap. il, $6). Von dem Rand des betrachteten Gebietes verlangen wir eine 
bestimmte Glattheit, die in den folgenden Paragraphen genauer festgelegt wird. 
In diesem Kapitel wird überall, mit Ausnahme der letzten Paragraphen 13 
und.14, vorausgesetzt, daß für die Dimension des Raumes m > 2 gilt. 


$1. L5apunow-Flächen 


Die im Raum #,„ gelegene Fläche !' heißt Lsapunow-Fläche, wenn sie die 
folgenden beiden LJArunow-Bedingungen erfüllt: 

.1. In jedem Punkt der Fläche I!’ existiert eine bestimmte Normale. 

2. Es seien & und & zwei Punkte der Fläche I, r= |® —E£|, n und » die 
Normalen zu /'in den Punkten x bzw. € und ® der Winkel zwischen diesen 


| 
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Normalen. Dann existieren positive Konstanten @ und & derart, daß gilt 
<sar. () 


Satz 18.1.1. Es sei I’ eine geschlossene LIAPunow-Fläche. Dann existiert 
eine Konstante d > 0 mit der Eigenschaft, daß der Teil der Fläche, der sich inner- 
halb der Kugel vom Radius d mit einem beliebigen Mittelpunkt x e I’ befindet, 
von den Parallelen zur Normalen an die Fläche I’ im Punkt x in höchstens einem 
Punkt geschnitten wird. 

Die im Satz erwähnte Kugel wollen wir LJAPUNow-Kugel nennen und mit 
S(z) bezeichnen. 

Beweis. Wir wählen die Zahl d derart, daß gilt 


ad<i. (2) 


Bei einer solehen Wahl von d gilt die Behauptung des Satzes. Wir nehmen 
das Gegenteil an: Es existiere eine Kugel vom Radius d mit dem Mittelpunkt 
in einem gewissen Punkt x e I’ derart, daß der innerhalb dieser Kugel gelegene 
Teil I”(x) der Fläche I’ von einem gewissen zur Normalen rn im Punkt x paral- 
lelen Strahl n’ in zwei Punkten &' und £ geschnitten wird (s. Abb. 28). Wir 


Abb. 28 Abb. 29 


nehmen an, daß n die Richtung der äußeren Normalen besitzt und daß n’ im 
Punkt € aus dem von I' berandeten Gebiet herauszeigt, im Punkt & hingegen 
in dieses Gebiet hineinzeigt. Wir errichten im Punkt & die Tangentialebene so- 
wie die äußere Normale » an die Fläche I! Dann zeigen die Normalen » und 
n=n' auf verschiedene Seiten der Tangentialebene, und da » senkrecht auf 


dieser Ebene steht, so ist der Winkel d = (»,n) > - . Letzteres ist aber nicht 
Ba da |e — &|<d und folglich, auf Grund der Ungleichung (2), (v, r) 
<i<z = gilt. 

Es wäre noch der Fall denkbar, daß der en % die Fläche im Punkt & 
berührt (s. Abb. 29). Dann gilt aber (v, n) = 5 ‚was ebenfalls im. Widerspruch 
zur Ungleichung (2) stebt. 
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Der Satz 18.1.1 ist damit bewiesen. 

Im weiteren setzen wir voraus, daß der Radius d der Lsapunow-Kugel die 
Ungleichung (2) erfüllt. 

Auf der Fläche /' wählen wir jetzt einen beliebigen Punkt x und nehmen 
in diesem eine lokales Koordinatensystem an; dabei sei x der Ursprung dieses 
Systems, die &„-Achse richten wir entlang der Normalen n an die Fläche I' 
im Punkt x, und die Koordinatenachsen &,,&,...,&1.-ılegen wir in die Tan- 
gentialebene an I’ in demselben Punktx. Aus dem. Satz 18.1.1 ergibt sich, 
daß der innerhalb der Lsapusow-Kugel S(x) liegende Teil der Fläche [’ in 
dem genannten lokalen Koordinatensystem durch eine explizite Gleichung der 
Gestalt 


lien 'FerO, : 8) 
dargestellt werden kann. Dabei ist offensichtlich 
f0,0,...0)=0; J,0,09,..,0)=0, j=123,..,m-—-1l. (4 


Unsere nächste Aufgabe besteht darin, eine Abschätzung für die Funktion f 
und deren erste Ableitungen im Inneren der Kugel $(x) anzugeben. Wir werden 
auch im weiteren den innerhalb der Kugel S(x) liegenden Teil der Fläche IT 
mit I[”(z) bezeichnen. 

Es sei & € I”(&) und » die N. Simale an J'im Punkt &. Wir schätzen zunächst 
die Richtungskosinus der Normalen » im lokalen Koordinatensystem ab. Es 
gilt 
0 o 


c08 (v, &,) = cos (N) = csd =1— 7 


Auf Grund der Ungleiehungen (1) und (2) ist 9 <(i. Die letzte Reihe ist alter- 
nierend und die Folge ihrer Glieder monoton fallend; in einer derartigen Reihe 
hat der Rest nach endlich vielen Gliedern das Vorzeichen des nächstfolgenden 
Gliedes. Somit gilt 


92 
core — Ex (5) 
Auf Grund der Ungleichung (1) ergibt sich ferner 


co, )21— za ne, (6) 


Nach der Ungleichung (2) ist a? r°* < a2 d“ < 1 und folglich 


cos (9, &,) Z - 5 (M 


Die beiden Ungleichungen (6) und (7) werden wir im weiteren benötigen. 
Wenn eine Fläche durch die Gleichung 


FE, &, a, ie Eu) 0 
gegeben ist, dann lassen sich die Richtungskosinus der Normalen an diese 


20 Michlin 


292 18. Potentialtheoretische Methode bei der LarLacz-Gleichung 


Fläche dureh folgende Formel bestimmen: 


or 
Pa 


mfor® 
Die Gleichung der Fläche /”(x) hat die Gestalt 
| fen) = 0: 
und es gilt cos (v, &,) >0. Daraus ergibt sich jetzt 


cr) —= + 


2 
nee er Re (8) 
Yı +2 ke): 
und 
cos (v, Em) = 2 (9) 


m—ı a 
i PER, 
. Y +2 (a: 
Aus den Ungleichungen (6) und (2) sowie der letzten Gleichung schließen wir 
dann 


a PT I 02,2% 
mirror 1 2 
N -\ S =1 
Yı 2 (=) u 1 ® 1 = 
= 1 — — atr% 1 — are 
2 2 
__ a: r2% 
ee = <irtar. 
1 — a2 dee 
2 


Durch Quadrieren erhalten wir 


Bi] < 2a Ye Lairte, 


Da aber r <S d ist, so ergibt sich auf Grund der Ungleichung (2) 


m—1 öf 2 224 u 19 
e =) en 
und folglich 


Bel< Wer, a BR FE a1) 
PER 


Aus Formel (8) folgt dann die Abschätzung 


os al = | </3arr, k=1,2,...,m-—1. (12) 
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Wir schätzen jetzt die Größe |&„! auf dem Teil /"(x) der Fläche /'ab. Indem 
wir 


setzen, erhalten wir sofort 
PR ine (13) 
Da in der Formel (11) 5, eine beliebige Richtung in der Tangentialebene an 
die Fläche J’ bedeutet, insbesondere also auch die Richtung o sein kann, so gilt 


öf 
öde 


<VWar <y3ad < Y3. 


Daraus folgt nun 
@ 
& 2, 2 
= [|&ae<y3e 
Ö 


und somit 
nl </3e. (14) 
Diese Abschätzung läßt sich jedoch wesentlich verbessern. Zunächst liefern 
die Formeln (13) und (14) 
r=290. (15) 
Damit erhalten wir 
of ap 
a <2 v3 a0. 
Jetzt ergibt sich 


Melilsmot, = (16,) 


Wegen 0 < r finden wir schließlich ; 

Keuter, (16,) 
Im weiteren werden wir mit dem Buchstaben r sowohl den Abstand zwischen 
den Punkten. x und & als auch den von x nach £ gerichteten Ortsvektor bezeich- 
nen. Wir leiten jetzt eine Abschätzung für cos (v, r) unter der Voraussetzung 
»€e I und &e J”(x) her. Im lokalen Koordinatensystem gilt 


&% 


cos (v, r) = cos (r, %,) 608 (v, %) = a cos (v, %) = 


—Z.c08 (9, %) + Em cos (P, &y) - 
k=1 7 r 
Unter Berücksichtigung der Beziehungen 


|eos. (9, &„)| = 1 ergibt sich dann auf Grund der Ungleichungen (12) und (16) 
die Abschätzung 


Ei = [eos (r, a] S1 und 


eos #,r)| Sc r* ; (17) 


dabei ist c — 3 (m 1)@a-+ a, = const. 


20* 
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$2. Der Raumwinkel 


Wir betrachten eine stückweise glatte Fläche /', die nicht notwendig ge- 
schlossen zu sein braucht und auf der eine positive Richtung der Normalen 
festgelegt ist. 

Mit & bezeichnen wir einen beliebigen Punkt der Fläche /' und mit » die im 
Punkt E an die Fläche J' errichtete Normale. Es sei x e #„ ein Punkt mit der 
Eigenschaft, daß in einem beliebigen Punkt & e I’ der von x nach & gerichtete 
Ortsvektor r mit der Normalen » einen spitzen oder höchstens einen rechten 
Winkel bildet; es gilt demnach cos (r,») > 0. Aus dem. Punkt x errichten. wir 
jetzt die Ortsvektoren nach sämtlichen Punkten der Fläche I’. Diese Orts- 
vektoren füllen dann ein gewisses Gebiet aus, das von der Fläche /’ und der 
Kegelfläche K, deren Erzeugenden die in den Randpunkten der Fläche ['enden- 
den Ortsvektoren sind, berandet wird (s. Abb. 30). Wenn J' eine geschlossene 
Fläche ist, dann muß sich der Punkt x innerhalb 
von /' befinden (anderenfalls könnte der Winkel (r, v) 
auch ein stumpfer Winkel sein) ;in diesem Fall stimmt 
das genannte Gebiet mit dem Inneren der Fläche I’ 
überein. Um den Punkt x beschreiben wir jetzt eine 
Kugel von beliebigem Radius R. Mit 02 bezeichnen 
wir den Teil der Kugeloberfläche, der sich innerhalb 
des oben erwähnten Konus befindet. Dann heißt der 
von R unabhängige Quotient 


0) W 


Raumwinkel, unter dem die Fläche R vom Punkt x aus 
sichtbar ist. 

Die soeben beschriebene Konstruktion ist auch 
dann möglich, wenn auf der Fläche ]'die Beziehung cos (r, v) S 0 gilt. In diesem 
Fall nennt man den Raumwinkel @,(I'), unter dem die Fläche /' vom Punkt x 
aus sichtbar ist, den mit dem negativen Vorzeichen versehenen Quotienten (1). 

In: allgemeinen Fall, wo sich das Vorzeichen von cos (r, v) ändert, wollen wir 
annehmen, daß sich die Fläche I'in gewisse Teile /}, I, . . . zerlegen läßt, auf 
denen. cos (r, ») ein konstantes Vorzeichen besitzt. Für eine solche Fläche wird 
der Raumwinkel durch die Formel 


ol) = 2% ol) (2) 


definiert, wenn nur die Reihe (2) absolut konvergiert ee ist z. B. im Falle 
endlich vieler Teile /', garantiert). 
Wir beweisen jetzt, daß in allen genannten Fällen für den Raumwinkel &,{!') 
die folgende Formel gilt: 
1 eo ı s 


wi u [Ems (3) 


T 
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Offensichtlich genügt es, den Fall zu betrachten, wo sich auf der Fläche I’ das 
Vorzeichen von cos (r, v) nicht ändert. 

Zunächst leiten wir eine vorbereitende Formel her, die auch im weiteren von. 

Nutzen sein wird. Es gilt 

eo 1 __ m—2ör 

dv rm —2 em—1 d&, 


cos (v, &). 


Unter Berücksichtigung der Beziehung 


Fr 
a = cos (r, &;) 
ergibt sich daraus 
oö 1 —2 
ame ni cos (r, &,) cos (v, Er) 
oder schließlich 
o 1 m—2 
Fee ee (r,»). (4) 


Es sei cos (r, v) > 0. Den Radius R wählen wir hinreichend klein, so daß die 
Flächen or und [' keine gemeinsamen Punkte besitzen (vgl. Abb. 30). 

Wir betrachten das Gebiet D, das durch die Flächen J’ und oz sowie durch 
den zwischen diesen beiden m liegenden Teil der Konusfläche K berandet 


wird. Da in diesem Gebiet, „ eine harmonische Funktion des Punktes £ ist, 


so gilt [vgl. Formel (6.9) des Es 10] 
a 1 Pe | so 
IE ym—2 del ! IE: gm—2 dsoR fz Km de =0. 
IT oR K 


Dabei bezeichnet »* die in bezug auf D äußere Normale an die Fläche; wegen 
cos (r,v) > 0 gilt v* = v auf der Fläche Il”. 

Auf der Fläche K ist cos (r, v*) = 0, da r die Richtung der Erzeugenden hat 
und »* auf dieser senkrecht steht. Auf Grund der Formel (4) verschwindet 
dann das Integral über X, so daß wir erhalten 


Da auf der Fläche 0, die Normale y* entgegengesetzt zum Vektor r gerichtet 
ist, so gilt 


ao 1 o.ı _m—2 
Ovk rm—2 ör m 2, _r ERm-1 
Damit ergibt sich 
o 1 lorl 
IE rm—2 du = in —1 1 fü = — (m men = — (m — 2) ol), 
Fu 


was zu beweisen war. 
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Im Falle cos (r,») <0. ist »* = — v auf T. Auf Grund der obigen Über- 
legungen finden wir dann ’ 
o 1 m— 2 
f 2 Zul =2 el dan = (m — 2) „URL = — (m 20.7). 
I" OR 


Wenn die Fläche I’ in die Teile [,,T,... zerlegt ist, auf denen sich das 
Vorzeichen von cos (r, v) nicht ändert, dann ist offensichtlich 


3 o,(M)l = \ Br 4. () 


dv rm 2 


Satz 18.2.1. Es sei I’ eine geschlossene Lsarumow-Fläche. Dann existiert 
eine Konstante Ü derart, daß n 


‚br 


öv rm—2 
Beweis. Es sei d der Radius der Lsarusow-Kugel für die Fläche /!\ nn 


rel; Mech (6) 


des Abstand zwischen dem Punkt x und der Fläche ' nicht kleiner als S ist, 
dann siltir= x — > = und nach der Formel (4) ergibt sich 


KA nee a (r, al < 2m—1(m — 2) 
öv ım—2 = dm=1 
und somit 
o 1 2m—1(m — 2) 
Seen. u) 
? 


Der Abstand zwischen dem Punkt x und der Fläche /' sei jetzt kleiner als £ i 


Dann existiert ein Punkt x, € I’ mit der Eigenschaft 
i d 
"-n=-mn®—-Ei<--. (8) 
set 


Dabei liegt bekanntlich der Punkt x auf der im Punkt 
x, errichteten Normalen n,an die Fläche I". 

Wir betrachten die Lsapunow-Kugel S$(z,). Mit 
J*(&,) und I”(z,) bezeichnen wir entsprechend den 
innerhalb bzw. außerhalb der Kugel S(z,) liegenden 
Teil der Fläche I’ (s. Abb. 31). Wennd e I”(«,) ist, 
dann gilt [E — =,| > d und somit 


E-a12E-nl-R-m>t. 


Abb. 31 


Daraus ergibt sich _ 
ö m TR tm al 
I am = dm-—1 u dm-—1 9) 


I’) 
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‘Wir haben also noch das Integral 
j Icos (r, »)| 
[rer - im 2 (ar 


T’(&0) T’&) 
zu betrachten. 
Wir wählen ein lokales Koordinatensystem mit dem Punkt x, als Ursprung; 
die x,„-Achse richten wir entlang der Nee an die Fläche I’im Punkt x,. 


Wir setzen |e — 2,| = ö; dann ist ö — , und im lokalen Koordinatensystem 


gilt x = (0,0,...,0, +6). Mit @’(z,) ne wir die Projektion der Fläche 
I”(x,) auf die Tangentialebene im Punkt x,. Unter Berücksichtigung der Ab- 
schätzung (1.7) erhalten wir dann 


|eos (7, »)| = |eos (r, »)| dEi dE,.. . dEm-i _ 
rm—1 ur rm—1 cos (p, &) = 
I"(&0) GXz0) 
1 ee (10) 
rm—1 
Ex) 


Wir setzen jtt? = +8 +: -- + &,_,1; offensichtlich ist o der Abstand 
zwischen dem Punkt x, und der Projektion des Punktes & auf die Tangential- 
ebene i in x,. Aus der Formel 


PS HH mie + (Em +9) 


ergibt sich ro. Da Be das Gebiet @’(x,) durch die Ungleichung 
r <.d definiert ist, so gilt auch o < d. Letzteres bedeutet, daß das Gebiet @’(x,) 
in der (m — 1)-dimensionalen Kugel 0 S d liegt; aus Formel (10) schließen wir 


nun ; 
Sir, E 
[alars2 [aM anas.. a... an 
Tao) } e<d 
Wenn dö=0(d.h.z=x,€J) gilt, dann ergibt sich auf Grund der Unglei- 
chung (1.17) 


[eos (r; v)] c © 
rm—1 = ym—1—a = gm-1-a (12) 
und folglich 
un d <2c ik Ei .-  —. Le = const. (13) 
T’(&0) e<d 


Damit haben wir gleichzeitig bewiesen, daß das Integral (6) für beliebiges 
x & J' existiert. 
Es sei jetzt d>0. In diesem Fall erhalten wir unter Benutzung der Ab- 
schätzungen (1.12), (1.16) und (1.17): 


|cos (r, »)| = |cos (r, &x) cos (, &)| S y3( m—-Dar-+ 
wart rn 6 


r 


+ Elson +m” 
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Dabei ist r, = [E — z,|. Somit gilt jetzt 
& 
2 fe ana... En <2e te 


ym—1 


e<d e<d 
+1 i 
12. [© de, du. Ban 125 ee 14) 
e<d e<d 


Wir wollen nun eine Abschätzung der Größen r, und r durch die Größe o 
geben. Der Abstand r, läßt sich nach Formel (1.15) abschätzen, da in dieser 
Formel r den Abstand zwischen dem Punkt &E und dem Ursprung des lokalen 
Koordinatensystems bedeutet. Folglich ist r, <2e. Um den Abstand r abzu- 
schätzen, betrachten wir zunächst die Beziehung 

r=2+2 +69 42806. 


Auf Grund der Ungleichung |]2 &,6] S - 6° +2 £2 erhalten wir dann 


R2949—- 8. 


Nach Formel (1.16,) ergibt sich 
sm <ade. 


Da man den Radius d beliebig klein wählen kann, so können wir 


I 
4 d Ss \ 
voraussetzen. Dann gilt 
j y2 > (+9). 

Jetzt lassen sich die Integrale auf der rechten Seite in (14) leicht abschätzen. 
Für die ersten beiden Integrale ergibt sich ganz einfach 


| tt... dm — 
ym—1 = : m—i =. 


' ER ze 
e<d e<d 
< 9m—1+a Far — const. 
IT em—1-a 


o<d 
und analog 
f TTdEdE,...dem-ı < gm+1+a E Br. Iem-ı _ const. 


7 om—1-a 
e<d e<d 


Wir betrachten jetzt das letzte Integral in der Ungleichung (14). Indem wir 
die Abschätzung für r benutzen, finden wir 


os : en < Pr ö E dm < DE zZ ..dem-ı , 
r a a, 
(0? 82) 2 (0? + 62) 2 
; e<d E 


e<d m—1 
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dabei bedeutet D,„_ı den (m — 1)-dimensionalen euklidischen Raum. Im letzten 
Integral setzen wir 


&=öNm, k=1,2,...,m—]|; ‚Zm=a- 
-i 
Dann ergibt sich 
ö BE, dE, Ami dn, dns. -dYm-ı 
m m ö 
4) ® (ei +? 
B, 


Em-—1 ım—1. 
Das letzte Integral konvergiert und ist folglich eine Konstante. 
Jetzt ist offensichtlich, daß für O <öd< z das Integral (14) nicht größer als 


eine gewisse Konstante ist. Diese Behauptung gilt aber auch im Falle ö = 0 
[vgl. Formel (13)]. Folglich existiert eine Konstante 0’ mit der Eigenschaft 


[eos (r, »)] m < d 
—mn kl=0, Izsös<. 
T’(&) : i 
Unter Berücksichtigung der Ungleichung (9) sehen wir nun, daß der Satz 18.2.1 
auch im Falle ö < S gilt; dabei kann 


am i(m— 21T 


e= dm—1 c 


gewählt werden. Der Satz 18.2.1 ist damit vollständig bewiesen. 


$ 3. Das Potential der Doppelschicht 


Das Potential der Doppelschicht haben wir im $ 5 des Kap. 11 als ein Integral 
der Gestalt 


we) = [On a) 
r 
definiert, wobei » die äußere Normale an die Fläche /’im Punkt & bedettet. 
Es wurde bewiesen, daß W(x) sowohl im Inneren als auch im Äußeren von I' 
eine harmonische Funktion darstellt; auf der Fläche I’ ist das Potential Aa) 
nicht definiert worden. 

Wir nehmen jetzt an, daß J' eine geschlossene Lsarunow-Fläche sei und die 
Dichtefunktion o(£) auf dieser Fläche stetig ist. Unter diesen Voraussetzungen 
gilt der folgende Satz. 

Satz 18.3.1. Das Potential der Doppelschicht (1) existiert in einem beliebigen 
Punkt x auf der Fläche I’ und ist eine stetige Funktion dieses Punktes ze I. 

Beweis. Die Existenz des Integrals (1) in den Punkten x e ['läßt sich einfach 
beweisen. Die Dichte o(£) ist auf der abgeschlossenen, kompakten Menge I’ 
stetig und folglich beschränkt. Es sei |o(&)| = M = const. Dann gilt 


e = = u m @) 


dv rm—2| " 
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Im vorangegangenen Paragraphen wurde bewiesen, daß das Integral (2.6) 


für beliebiges x € [' existiert; letzteres bedeutet, daß für x e I’ die Funktion 
o 1 


dv rm—2 
chung (2) auf I’ summierbar, und folglich existiert für die genannten ae x 
das Integral (1). 

Wir beweisen jetzt, daß das Integral (1) eine stetige Funktion des Punktes 
x& I ist. Die Abschätzung (1.17) zeigt, daß das Potential (1) einen Integral- 
operator mit schwacher Singularität über der Funktion o(£) darstellt. Dem Kern 
ea 1 _ (m—2)cos(r,») 
öv rm—2 rm—1 


auf ] summierbar ist. Dann ist aber auch die linke Seite der Unglei- 


dieses Operators geben wir die Form 


& 
oe 1 _{m—2)r * cos (r,») 
dv ym—2 BI ü 
Fix 1 5 


Der Zähler, den wir mit A(x, &) bezeichnen wollen, ist für. x # £& eine stetige 
Funktion des Punktes (»,&)(@,&eT). Für ze und x —E£ gilt auf Grund 
der Ungleichung (1.17) A(x, &) — 0. Setzen wir also Alz, x) = 0, dann ist die 
Funktion A(&, E) stetig auf !'x I‘. Nach dem Satz 7.4.1 überführt der Integral- 
operstor (1) jede stetige Hunktion wieder in eine stetige Funktion. Da nun co(£) 
nach Voraussetzung stetig ist, so ist auch das Potential der Doppelschicht eine 
stetige Funktion des Punktes x € I. Der Satz ist damit bewiesen. 


$4. Das Gausssehe Integral 


So nennt man das Potential der Doppelschicht, dessen Dichte identisch Eins 
ist, d.h. also das folgende Integral: 


We) = [Esser (a) 


T 


Dabei bedeutet I’ eine geschlossene Fläche und » die äußere Normale an 
im Punkt &. Für dieses Integral gilt der folgende Satz. 

Satz 18.4.1. Wenn I’ eine geschlossene LIArunow-Fläche ist, dann gilt für 
das Gausssche Integral die folgende Formel: 


— (m — 2) |8,| = — Am 2yer falls x innerhalb T', 
der 
2 
Pa) =!0, »  Jells x außerhalb T', (2) 
m 
2 5 2 IS, men falls x auf I’ gelegen ist. 
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Beweis. Wir bemerken zunächst, daß sich die ersten beiden Gleichungen 
von (2) für eine beliebige geschlossene stückweise glatte Fläche I" beweisen 
lassen. Davon wollen wir uns jetzt überzeugen. 

Es sei also I eine stückweise glatte geschlossene Fläche und x ein im Inneren 
von.I' gelegener Punkt. Wir beschreiben um diesen Punkt eine Sphäre 8, 
vom Radius s; dabei soll e so klein gewählt werden, 
daß die Sphäre S, ebenfalls im Inneren von I’ liegt 
(s. Abb. 32). In dem durch die en I und 8, be- 


grenzten Gebiet ist die Funktion —, 
lich gilt auf Grund der Formel (6.9) as Kap. 10 


Jar "+ jur a (3) 


Da auf 8, die Normale » entgegengesetzt zum Radiusvektor gerichtet ist, so 
ergibt sich 


Er rm = [5 daS, = (m 2) I = (m 28, . (4) 
S. 


€ 


; harmonisch. Folg- 


Abb. 32 


womit die erste Gleichung von (2) bewiesen ist. Noch einfacher gestaltet sich 
der Beweis der zweiten Formel aus (2). Wenn der Punkt x außerhalb von I’ 


liest, dann ist die Funktion — im. Inneren von /’ harmonisch, und folglich 


gilt 
EB or 
öy rm —2 


Tr 


Wir beschäftigen uns jetzt mit dem dritten Integral von (2). Es sei J’ eine 
geschlossene Lsarunow-Fläche und ze I. Die Existenz des Gaussschen Inte- 
grals im Punkt x folgt aus dem. Satz des vorangegangenen Paragraphen. Wir 
wollen jetzt den Wert dieses Integrals berechnen und verfahren dabei wie folgt. 

Wir wählen eine Zahl eg 0<e<d, und 
beschreiben um den Punkt x e I" eine Sphäre 
S, vom. Radius e. Den Teil der Fläche /', der 
außerhalb dieser Sphäre liegt, bezeichnen wir 
mit T,; der im Inneren von I’ gelegene Teil 
der Sphäre S, soll mit 8, bezeichnet werden f 
(s. Abb. 33). Da das Gausssche Integral für 
x € I' konvergiert, so ist 


. 6) 
rn Abb. 33 
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Da der Punkt x außerhalb des Gebietes Kegt, das durch die Flächen IT und 8, 
1 


Mm —2 


oo 1 oe 1 
lz rm —2 ar 2 rm—2 ee 


7 


7% 8 


harmonisch, und folg- 


berandet wird, so ist in diesem Gebiet die Funktion 


lich gilt 


Dann ergibt sich aber 


oe 1 
dv ma et 


We) = — lim 


e>0d / 
Se 


(6) 


Da in dem Integral (6) die Normale » entgegengesetzt zum Radiusvektor ge- 
richtet ist, so erhalten wir schließlich 


o 1 — 2 S 
[East = [08 = m 255 m 
& 


ev ım—2 


S 


€ 


Für hinreichend kleines e stimmt die Fläche $, nahezu mit der durch die 
Tangentialebene gebildeten Halbsphäre überein (s. Abb. 33); die Größe [8%] 
mM 
2 gm—1 
unterscheidet sich vom Flächeninhalt der Halbsphäre ”- m lediglich durch 
I 


2 
den Flächeninhalt des zwischen I’ und der Tangentialebene eingeschlossenen 
Flächenstreifens 8,. Die Höhe dieses Streifens ist gleich dem Maximalwert von 
[£„| in den Schnittpunkten der Flächen /’ und $,. Wegen e < d liegen diese 
Punkte im Inneren der Lrarunow-Kugel, und für sie gilt folglich die Abschätzung 
(1.16,): 

KHleearteaaft, 


Daraus ersieht man leicht (die Einzelheiten dieses Beweises überlassen wir dem 
Leser), daß der Inhalt des Flächenstreifens von der Ordnung O(e”-1+*) ist. 
Jetzt ist offensichtlich, daß 


m 
a 1 (m-2})n2 & 
av ma ET r{* a 
$ =. 
und folglich 

m 

ee 
Were. er 


(2) 


gilt. Der Satz ist. damit vollständig bewiesen. 
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$ 5. Die Grenzwerte des Potentials der Doppeischicht 


Am Beispiel des Gaussschen Integrals ist ersichtlich, daß das Potential der 
Doppelschicht im allgemeinen eine Unstetigkeit erfährt, wenn der Punkt x 
durch die Fläche J’hindurchgeht. Wie wir aber sofort sehen werden, existieren 
unter hinreichend allgemeinen. Voraussetzungen die Grenzwerte des Potentials 
der Doppelschicht, wenn der Punkt x einem beliebigen Punkt x, € [' von innen 
oder von außen her zustrebt. Wir wollen mit W;(x,) und W,(x,) entsprechend 
die Grenzwerte des Potentials der Doppelschicht W(x) im. Punkt x, € I" be- 
zeichnen, wenn der Punkt x von innen bzw. von außen her gegen den Punkt x, 
strebt. Den Wert dieses Potentials im Punkt x, werden wir mit W(x,) bezeich- 
nen. 

Satz 18.5.1. Es sei J' eine geschlossene LIAPUNOW-Fläche und o{£&) eine auf I' 
stetige Dichtefunktion. Dann gelien für das Potential der Doppelschicht (3.1) die 
Jolgenden Grenzwertbeziehungen: 


(m — 2) 8] ne 
2 


Wa)=-— oz) + Was) ; 


nel. (1) 


Wi = oe) + Wear), 


Beweis. Die Formel (3.1) schreiben wir in der Form 


We) = Wie) + oo) Wale) - (2) 
Dabei bedeutet W, das Gausssche Integral und 
1 
We) = ir [oe - ee. (3) 
2" 


W,(x) ist das Potential der Doppelschicht mit der Dichte o(&) — o(x,); letztere 
ist gleich Null für & = x,. Wir beweisen jetzt die Stetigkeit dieses Potentials 
im Punkt z,. 

Um den Punkt x, beschreiben wir eine Kugel von einem gewissen Radius n; 
die Fläche I’ wird dadurch in zwei Teile [” und I” zerlegt, von denen der erste 
innerhalb der Kugel und der zweite außerhalb der Kugel gelegen ist. Für das 
Potential W,(x) ergibt sich dann entsprechend 
W.@) = Wil) + Wil) 
mit 


Wie) = I [ot&) — ale; 
Y 


wi) = [lot) - wol a 
Fi 


Wir betrachten die offensichtliche Ungleichung 
IWx(@) — Wilzo)| S |Wilo)| + 1 Wilzo)l + IWila) — Wie)! ; (4) 
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der Strich über einer Funktion bedeutet stets den Wert des entsprechenden 
Potentials auf der Fläche I!" 

Wir schätzen nun die rechte Seite der Ungleichung (4) ab. Zunächst wählen 
wir die Zahl r) derart, daß für | — x,| < n die Ungleichung 


ltd) — oo) < 37 


erfüllt ist; dabei bedeuten e eine beliebig vorgegebene positive Zahl und C 
die in die Ungleichung (2.6) eingehende Konstante. Eine derartige Wahl der 
Zahl n ist auf Grund. der Stetigkeit der Dichte o(£) möglich. Dann gilt für be- 
liebigesx € E„ 


Wie = [IotE) — tl AT < 
vr 
£ 
€ 0 1 € öo 1 € 
eu FRNEELIEEN, er NARBE SEN <<. 
<;7 Er ee (6) 
r r 
Insbesondere ist 
Mel<z- (6) 


Wir halten jetzt die Zahl n fest und betrachten nur solche Punkte x, für die 
Ie — | SZ —M gilt. Dann erhalten wir für die Fläche I": 


r-E-a2 Em -R-nlan-gn=gN: 


Da der Integrand im Integral W1(x) stetig ist, so ist auch die Funktion W(x) 
stetig; folglich gibt es eine Zahl ö > 0 mit der Eigenschaft, daß für |e — x,| <ö 
die Ungleichung 

IWi®) — Wiko)| = IWıle) — Wilzo)l < z (7) 


erfüllt ist. 
Aus den Beziehungen (4) bis (7) folgt jetzt 


Wi) — Wi@o)| <e (& 


für alle x mit der Eigenschaft |x = | < 6; letzteres bedeutet die Stetigkeit 
des Potentials W,(e) im Punkt x,. Folglich stimmen in diesem Punkt die 
Grenzwerte des Potentials W,(x) mit dem Wert W,(z,) überein: 


Wil) = Wil) = Wılzo) - (9 
Die Formel (4.2) liefert für das Gausssche Integral W,(x) die Grenzwerte 
Wo) = - m — 2) IS, MWoclt) =0° 
sowie den Wert 
Ve=-"i. 
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Jetzt folgt aus den Formeln (2) und (9) die Existenz der Grenzwerte W;(x,) 
und W,&o): 


Wil) = Wıl®o) + oo) Work) = Wılzo) — (m — 2) |S,| olzo) , (10) 
Wo) = Wilzo) + oo) Wodo) = Wılzo) - 
Des weiteren gilt 
We [te - el za - 
r 0 
WA, nen, am 


und die Formeln (1) ergeben sich unmittelbar aus den Beziehungen (10) und (11). 
Der Satz ist damit bewiesen. 

Aus den Formeln (1) erhält man eine einfache. Beziehung, die die Werte der 
Dichtefunktion des Potentials der Doppelschicht mit dessen Grenzwerten ver- 
knüpft: 

Wil) — Welt) = — (m — 2) |8,| oz) - (12) 

Bemerkung 1. Wenn die Dichte o(£) auf I’ nicht stetig, sondern nur summierbar ist, 
dann erweist es sich, daß die Grenzwerte des Potentials der Doppelschicht fast überall 
auf I existieren und durch dieselben Formeln (1) geliefert werden. 

Bemerkung 2. Für die Normalableitung des Potentials der Doppelschicht gilt der 
folgende Satz von Lsarunow. Es sei I’ eine geschlossene Lsapunow-Fläche und o{£) eine 
auf I’ stetige Dichtefunktion. Wenn die Normalableitung des Potentials der Doppelschicht 
einen Grenzwert für x — x, € I von innen (bzw. von außen) her besitzt, dann existiert auch 
der Grenzwert dieser Ableitung von außen (bzw. von innen) her und beide stimmen überein. 

Satz 18.5.2. Es sei ]' eine geschlossene LIAPUNOW-Fläche und o(£) eine auf I’ 
stetige Dichtefunktion. Dann konwergiert das Potential der Dopmpelschicht gleich- 
mäßig gegen seine Grenzwerte sowohl von innen als auch von außen her. 

Beweis. Wir behalten hier die beim Beweis des Satzes 18.5.1 eingeführten 
Bezeichnungen bei. Als stetige Funktion ist o(£) gleichmäßig stetig auf T. 
Folglich kann der Radius 7 unabhängig von der Lage des Punktes x, auf der 
Fläche I’ gewählt werden. Des weiteren bemerken wir, daß das Potential 
W;(&) in Wirklichkeit eine Funktion der beiden Punkte x < E,„ und El ist. 
Wenn der Radius n fest ist, dann ist die genannte Funktion auf der durch die 
Beziehungen 


1 
nel, —-ul=-n 


definierten abgeschlossenen beschränkten Punktmenge stetig und damit auch 
gleichmäßig stetig. Folglich kann die in die Ungleichung (8) eingehende Zahl 6 
so gewählt werden, daß sie nur von e abhängt. Dann folgt aus dieser Beziehung 
(8), daß W(x) > W;(x,) gleichmäßig bezüglich des Punktes x, € I gilt. 


+2 ; 
Das Potential W,(«) ist sowohl innerhalb als auch außerhalb von IT’ konstant; 


folglich konvergiert W,(&) für x — x, sowohl von innen als auch von außen her 
gleichmäßig gegen seine Grenzwerte. 
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Aus der Formel (2) ist dann ersichtlich, daß dieselbe Eigenschaft auch das 
Potential W(x) besitzt. Der Satz ist bewiesen. 


86. Die Steligkeit des Potentials der einfachen Schicht 


Satz 18.6.1. Es sei I’ eine geschlossene LIAPUnow-Fläche und u(£) eine auf I 
meßbare und beschränkte Dichtefunktion. Dann ist das Potential der einfachen 
Schicht 


IK) = [r@ a del’ 0 

u Tr 
im gesamten Raum E,„ stetig. 

Beweis. Die Stetigkeit des Potentials (1) ist für x & I’ offensichtlich; es ist 
also nur der Fall x € I’zu betrachten. 

Wir beweisen zunächst, daß das Integral (1) für x € [’konvergiert und folglich . 
das Potential der einfachen Schicht V(x) auf der Fläche I’ definiert ist. Wir 
betrachten die Lsarunow-Kugel S$(z) und bezeichnen mit /”(x) den Teil der 
Fläche I‘, der im. Inneren von $(x) gelegen ist. Dann gilt 


Ve) — Me + [ TOP 


L’«) TI\T’(z) 


Da der Integrand des zweiten Integrals stetig ist, so genügt es, das erste 
Integral zu betrachten. Wir führen ein lokales Koordinatensystem &, &, . . - ; En 
mit dem Ursprung im Punkt x ein, wobei die &„-Achse entlang der Normalen an 
I im. Punkt x gerichtet sein soll. Des weiteren sei 


e=-i+ätr tinn- 


Indem wir die Projektion der Fläche /”(z) auf die Tangentialebene £&,, = 0 
an ]'im Punkt x mit @’(x) bezeichnen, erhalten wir 
1 dE,dE,. . dem 
[ma - [ug @) 


rm—2 008 (v, Em) 
Te) (a) 


Wenn nun |u(&)] = M = const gilt, dann ist der Integrand durch 
2M 
om—2 
beschränkt, woraus die Konvergenz des Integrals (2) unmittelbar folgt. 

Wir beweisen jetzt, daß das Potential (1) in einem beliebigen Punkt ze I! 
stetig ist. Es sei y ein beliebiger Punkt des Raumes E„. Wir beschreiben um 
den Punkt x eine Kugel vom Radius 7<d und bezeichnen mit I‘, und I, 
die Teile der Fläche T', die innerhalb bzw. außerhalb dieser Kugel gelegen sind. 
Dementsprechend zerlegen wir das Integral (1) in zwei Integrale, über I’, 
und über I, ; diese Integrale bezeichnen wir mit V’ und 7”. Dann gilt offenbar 


I) — Fa)! = IV Wy)| + IV’@)l + 17’) - P@I- CB 
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Wir schätzen zunächst den ersten Summanden in (3) ab. Wegen n <d 
ergibt sich I, c I”(x). Auf I, führen wir ein lokales Koordinatensystem. mit 
dem Ursprung in x ein. Mit y’ bezeichnen wir die Projektion des Punktes y 
auf die Tangentialebene im Punkt = (s. Abb. 34); im lokalen Koordinatensystem 
hat y’ die Gestalt (Yy, Y% -. : » 4m —_1, 0). Wir 
setzen 

m—1 


0? = 2 (&x — Yw? . 
Dann ist o der Abstand zwischen den Projek- 
tionen der Punkte & und y auf die Tangential- 
ebene im Punkt x, und folglich gilt oe = &E — gl. 


Nun ergibt sich 
deI' de dEm-ı ds, Um-ı 
u a re ——— 
Ee u u I 2008 (5) ”. en 
Z 2 
dabei a G,, die Projektion der Fläche I, auf die Tangentialebene im 
Punkt x. 


Wir wählen = den Punkt y in einer solchen Umgebung des Punktes w, 
daB y—al< —n gilt. Dann erhalten wir für&e 7, 


3 
es -yJesk—-e+R—y<zn- 
Letzteres bedeutet, daß das Gebiet G,, ganz in der (m — 1)-dimensionalen Kugel 
e< n enthalten ist, und folglich gilt 


rWI<2M B. (4) 
3 
e<zn 


Im (m — 1)-dimensionalen Raum führen wir Kugelkoordinaten mit dem 
Ursprung im Punkt y’ ein. Dann ist d&,... dE„_ı = 0”? de do,, wobei o, die 
Einheitssphäre im (m — 1)-dimensionalen Raum und do, das Flächenelement 
derselben bezeichnet. Die Formel (4) nimmt dann die Gestalt 


3 
37 
VWIS2U fd [de=3 Man 
o 
an. 


Es sei jetzt & eine beliebig vorgegebene positive Zahl und = a . Dann 
1 


folgt aus |y — x] < —— 15 a: A Ungleichung |V’(y)| <3 en 
Offensichtlich gilt aber auch für y= x: 


V@l<z- 


21 Michlin 
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Die Ungleichung (3) liefert jetzt 
uw) — PR) < Ze + 19") - Vr@)l. 


Die Zahl ö > 0 wählen wir nun derart, daß die folgenden beiden Bedingungen 


gleichzeitig erfüllt sind: 6 < —— iz u rat 


De 7 ge für y—al<o6. 


Dann ergibt sich |V(y) — V(x)| < e, und. der Satz ist bewiesen. 


$ 7. Die Nermalableitung des Potentials der einfachen Schicht 


Wir betrachten wiederum das Potential der einfachen Schicht (6.1) unter 
der Voraussetzung, daß /[' eine geschlossene LJAPunow-Fläche ist. 

Es sei x ein beliebiger Punkt des Raumes EZ, und » die durch x führende 
äußere Normale an die Fläche /'. Wenn x & T’ist, dann, kann man die Ableitung 
des Potentials (6.1) nach der Richtung der Normalen n berechnen, indem man 
einfach unter dem Integral differenziert: i 


nn : 
— Ze ud () 


Eine analoge Überlegung wie im $ 2 liefert die Formel 


oe 1 m — 2 
ee (r,n). (2) 


Daraus ergibt sich 


vi > 
72 (m 2 [ar (3) 
Z 


Es sei jetzt ze I. In diesem Fall konvergiert das Integral (3), wenn die 
Diehtefunktion u(£) meßbar und beschränkt ist. Diese Behauptung wollen wir 
jetzt beweisen. Es sei also |u(£)| = M = const. Wenn man mit I”(x) den im 
Inneren der Lsarunow-Kugel 8’(z) gelegenen Teil der Fläche J' bezeichnet, 
dann genügt es, die Konvergenz des Integrals 


PARICOFR, 
T'@) 
zu beweisen. 
Indem wir lokale Koordinaten mit dem Ursprung im Punkt x einführen, 
bringen wir das letzte Integral auf die Gestalt 


cos (r, n)dE,... dEm-ı j 
ul) mi cos, &n) () 
ee) 
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dabei bedeutet @’(z) die Projektion. der Fläche /”(z) auf die Tangentialebene 
im Punkt x. Der Integrand in (4) ist beschränkt durch 


2M 
kos(s,n), =-itr&t + m-- 


em 


Des weiteren gilt 
cos (r, 7) = cos (r, &,) = Em B 


Da nun auf Grund der Ungleichungen (1.16) und (1.15) 
os (mn) Zar 2a, (5) 


ist, so erhalten wir für den Integranden von (4) eine Abschätzung durch die 


Funktion 
2° M a, 


om-1-e ? 


Letztere sichert die Konvergenz des Integrals (3). 
Etwas später werden wir sehen, daß man den Wert des Integrals (3) für x e I" 
nicht als Normalableitung des Potentials (6.1) ansehen kann; wir bezeichnen 


diesen Wert mit — : 


Wenn die Grenzwerte der Normalableitung 7 für %— »,€ I von innen 


und entsprechend von außen her existieren, dann bezeichnen wir diese mit 
8V(x,) ge Vz.) j 

ON; ORg 
Satz 18.7.1. Es sei I’ eine geschlossene LIAPUNOW-Fläche und w(E) eine auf I’ 
stelige Dichtefunktion. Dann besitzt das Potential der einfachen Schicht (6.1) auf 
der Fläche I’ sowohl von innen als auch von außen her eine regelmäßige Normal- 
ableitung. Für die Grenzwerte der Normalableitung des Potentials der einfachen. 


Schicht gelten die folgenden Beziehungen: 
EV.) {m = 8 ul) oV(z,) f 


on; on 
OP) ( 2) 18. 8Plao) = 
%) _ m — 1 f {) 
m, a a 
Beweis. Wir betrachten das Potential der Doppelschicht 
oo 1 
Wie) = ass %r (7) 
r 


und bilden die Summe 


526) Rt A 
we te 
ZT 


Zunächst beweisen wir, daß diese Summe eine stetige Funktion des Punktes x 
auf der Normalen an. die Fläche J' darstellt. 


21* 
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Es sei x, ein Punkt auf der Fläche /', » die Normale an I'in diesem Punkt 
und x ein beliebiger Punkt auf der Normalen n, der sich innerhalb oder außer- 
halb von I’ befindet. Wir beschreiben um den Punkt x, eine Kugel vom Radius 
n < d und bezeichnen mit I‘, den Teil der Fläche 7‘, der im Inneren dieser Kugel 
gelegen ist. Die Überlegungen aus dem vorangegangenen Paragraphen zeigen, 
daß es hinreichend ist, die folgende Behauptung zu verifizieren: Für beliebig 
vorgegebenes positives & und hinreichend kleines » gilt die Ungleichung 


o 1 o 1 | 
4=) (tt 


7 


2 
<> 


Wir finden zunächst 


o 1 m —2 &:— % 
= cos (N 
ön m? rm—1 r (m En)» 
eo 1 _—-(m— 2) = %% 
mar na cos (v, &). 


Jetzt führen wir ein lokales Koordinatensystem mit dem Ursprung im Punkt x, 
ein. In diesem System ist = 0, cos (n,&) =0 für ISksm-—1 und 
cos (N, &m) = 1. Somit erhalten wir 


Br ee 
On m-2 | ma 
m—2 En m 2” '& 
SH or = [1 — cos (v, &u)1 — Fre > cos W, &). 


Auf Grund der Ungleichungen (1.12) und (1.6) ergibt sich 
leos u, &)| <Y3Bar, k=1,2,...,m—1, 
a? r?% 
cn) Z1— ar: 


mit r, = |E — z,|, und aus der letzten Uosisichuns folgt 


2 
1— cos(v, &,) = en us <-— ac i 
Jetzt schließt man leicht auf die Beziehung 
oe 1 o 6175 u 
er ee Sm’ Cı = const. (8) 


Wir setzen =? +& +... + &,_, und bezeichnen mit G,, die Projektion 
der Fläche I, auf die Tangentialebene im Punkt x,. Nach Formel (1.15) ist 
dann r, = 20. Andererseits gilt 


M m—1l 5 
= Ih - = Item m? 0? 
k=1 k=i1 
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und somit r> oe. Aus Formel (8) ergibt sich jetzt 


ao ı ao ı IL 2% 


| t = 
Onım-2 | u rm-2 | I ma ' 


9) 


Es sei nun |p(&)| = M. Dann finden wir 
A<%o war En wa ee 


m—1-6 em 1-0 cos (v, &,) 


I, 


<gHl ul U, dE.. IEm-1 1 


gm 1-a 
&n 
Da im Gebiet €, die Ungleichunge Sr =n erfüllt ist, so ist dieses Gebiet 
ganz in der Kugele S » enthalten, und folglich gilt 
n 
A zer (Bi En arm ar, [ent =; 
e<q : 0 
En 2+1lc,M lol «. 
eu, 
dabei ist o, die Einheitssphäre im (m — 1)-dimensionalen Raum. Es genügt 


jetzt 
1 


2 “ 
= Fr os M 2 
zu wählen, dann erhalten wir 
A< z (10) 
Indem wir die Überlegungen aus den $$3 und 6 wiederholen und die Ab- 
I We) 


stetig ist, wenn man mit dem Punkt x durch die Fläche J[’hindurchgeht. Dann 
stimmen also die Grenzwerte dieser Summe mit den Werten auf I’ überein: 


ö Bu: 


schätzung (10) benutzen, überzeugen wir uns davon, daß die Summe 


+ Wil) =D Wie) = FR + We). 


Daraus a sich. die gesuchten Beziehungen 


Ve, Wix) W Vz, m — 2) |S. oV Co 
a ”— (20) (X) e o) = 1 u) u “ > 
Ve, van Au — 2) 8: oV(a, 
= (zo) Welt) | zu m 2 a [A62y) i = } ® 


Durch Subtraktion der a (6) erhalten wir eine Formel, die die 
Dichte des Potentials der einfachen Schicht mit den Grenzwerten der Normal- 
ableitung dieses Potentials verknüpft: 

Va) av 
 _ TE) _ (m 2) (Sl ul) (u). 


ön; Ne 


Be 


£ 
ner SED Linden © 
in 


2 


kt 
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Es bleibt noch zu zeigen, daß ——- un 2 una 22 die regelmäßigen Normalab- 


e 
leitungen sind. Zunächst ist 


27(e) -[% Y%Kx) 


on 


+ We) - We). (12) 


Nach dem bereits Bewiesenen ist der Ausdruck in den eckigen Klammern 
stetig und konvergiert folglich gleichmäßig gegen seinen Grenzwert; dabei ist 
es gleichgültig, ob sich der Punkt x von innen oder von außen her dem Punkt x, 
nähert. Des weiteren strebt auf Grund des Satzes 18.5.2 das Potential der 
Doppelschicht W(x) gleichmäßig gegen seinen Grenzwert, wenn x entweder 
von innen oder von außen her gegen x, strebt. Auf Grund der Formel (12) 


besitzt dieselbe Eigenschaft auch die Funktion —— an . Nach Definition (s. 


Kap.12,$2) besitzt dann das Potential (6.1) Ser, von innen als auch von 
außen her eine regelmäßige Normalableitung. Der Satz ist damit bewiesen. 


.$8. Zurückführung der Diricurerschen und Neumansschen Probleme auf 
Integralgleiehungen 


Wir betrachten eine geschlossene LIAPunow-Fläche /'; diese berandet zwei 
Gebiete: ein Innengebiet Q und ein Außengebiet 2°. Für die homogene LAPLACH- 
Gleichung kann man dann vier Randwertaufgaben gleichzeitig formulieren: 
Gesucht sei eine Funktion u(z), die im Gebiet 2 bzw. 2’ harmonisch ist und die 
entweder die Randbedingung des DirıcHLerschen Problems 


ulr = ya) ® 
oder die Randbedingung des NzumAnsschen Problems 

ou E 

= = va) (@) 


erfüllt. Die Funktionen p(®) und y(x) seien auf I’ stetig. 

Mit D, und D, bezeichnen wir das DiricHLeTsche Problem für das Innen- 
bzw. Außengebiet, mit N, und N, — entsprechend das NzumAnnsche Problem 
für das Innen- bzw. Außengebiet. Die Lösungen dieser Probleme suchen wir in 
Form eines gewissen Potentials. Genauer gesagt suchen wir die Lösung des 
DiricHtetschen Problems als Potential der ee 


ua) = aan ade, (8) 
je 


die Lösung des Nmumansschen Problems als Potential der einfachen Schicht 


ale) - "8; f (4) 
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von den gesuchten Dichtefunktionen o(&) und u(E) fordern. wir Stetigkeit auf 
der Fläche IT". 

Bei einer solchen Lösungsdarstellung erhalten wir von vornherein Funktionen, 
die in den entsprechenden Gebieten harmonisch sind, so daß lediglich die Rand- 
bedingungen erfüllt werden müssen. Wir bemerken allerdings, daß wir beim 
Problem D, auf einige Schwierigkeiten treffen werden. Eine Lösung dieses 
Problems kann nämlich im Unendlichen. von der Ordnung O{|x|?””) sein; 
das Potential (3) hingegen nimmt mit der Ordnung O(|x|!=”) schneller ab. 
Demzufolge kann nicht jede in 2’ harmonische Funktion in der Form (3) darge- 
stellt werden. 

Betrachten wir z. B. das Diricute#Tsche Problem D,. Die Randbedingung (1) 
ist dann wie folgt zu verstehen: Für ze Qundx > x,€e I! gilt 

lm v(z) = o(&,) - (5) 
x>%, 

Da nun (x) ein Potential der Doppelschicht darstellt, dessen Dichte nach 
Voraussetzung stetig ist, so ergibt sich in diesem Fall auf Grund der Formel (5.1) 


1 
A) + | (8) 
es 


lim u(x) = wa 


>%, 


(m — 2) |S;| sd . 
2 


Wenn man dies in die Formel (5) einsetzt, x, durch x ersetzt und anschließend . 


durch — en dividiert, dann erhält man für die gesuchte Funktion o(x) 


die folgende Integralgleichung: 


2 oe ı 5 } 
(m — 2) Er Paper ee m) re „ sel. 
E' 


Unter Benutzung der Formeln (5.1) und (7.6) für die Grenzwerte sowie der 
Randbedingungen (1) und (2) ergeben sich auch für die übrigen drei Probleme 
entsprechende Integralgleichungen. Wir wollen alle vier Integralgleichungen 
nacheinander aufschreiben: 


o(®) 


(DI) oe) - a ee, 
DB + si, fecasdl- ge MD 
Er ol ME a te “ 
N) Me) - as De ee ER) 


In den Gleichungen (6) bis (9) ist ze !". 
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Dabei gelten folgende Eigenschaften der Gleichungen (6)—(9): 
1. Die Abschätzung (1.17) sowie die Formeln (7.2) und (7.5) zeigen, daß die 
Gleichungen (6)—(9) Integralgleichungen mit schwacher Singularität darstellen. 
2. Jeder der Kerne 
o 1 oe 1 
wem’ Omrm-2 
entsteht aus dem anderen durch Vertauschung der Argumente. Da diese Kerne 
außerdem reell sind, so sind sie zueinander adjungiert (s. Kap. 8, $1). Folglich 
sind die Gleichungen (6) und (9) sowie die Gleichungen (7) und (8) paarweise 
zueinander adjungiert. 
3. Jede quadratisch summierbare Lösung der Gleichungen (6) bis (9) ist auf /' 
stetig. In der Tat gilt nach $3 
ae 1 Ad 


öv rm—2 m-1-Z 


? 


r 


wobei A(z, &) eine auf I’x I’ stetige Funktion bedeutet. Durch Vertauschung 
der Argumente x und & erhalten wir 
| o 1 _ Aa) 
ön rm—2 


? 
m-1-Z 
r 


wobei die Funktion A(&, x) ebenfalls auf I'x I stetig ist. Berücksichtigen wir 
schließlich, daß die Funktionen o(x) und y(x) nach Voraussetzung stetig sind, 
dann folgt die Behauptung aus dem Satz 8.6.1. 

Die Gleichungen (6)—(9) nennt man gewöhnlich die Integralgleichungen der 
Potentialtheorie. 


$ 9. Die Diricaterschen und Neumansschen Probleme im Halbraum 


Bis jetzt haben wir noch nicht definiert, was wir unter einer harmonischen 
Funktion im Halbraum oder allgemein in einem Gebiet mit unendlichem Rand 
verstehen wollen. Wir erweitern auf diesen Fall die früher für ein endliches Ge- 
biet gegebene Definition: In einem Gebiet mit unendlichem Rand heißt eine 
Funktion harmonisch, wenn sie in diesem Gebiet stetige Ableitungen zweiter 
Ordnung besitzt und die homogene LAarrAck-Gleichung erfüllt. 

Die im vorangegangenen Paragraphen erhaltenen Integralgleichungen ermög- 
lichen die Lösung der DiricHLerschen und NeumAnsschen Probleme für die 
homogene LArLAcH-Gleichung im Halbraum.; dabei muß man lediglich fordern, 
daß die vorgegebenen Funktionen o(x) und y(x) mit einer bestimmten Ordnung 
im Unendlichen abnehmen. Ausführlicher kommen wir darauf etwas später zu 
sprechen. 

Unter gewissen natürlichen Einschränkungen lassen sich die oben bewiesenen 
Sätze über die Potentiale auch auf den Fall einer unendlichen Fläche I’ über- 
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tragen. Wenn z. B. I'die Hyperebene &,„ = 0 darstellt, dann muß man zusätz- 
lich fordern, daß die Dichte c“ des Potentials der Doppelschicht im Unend- 
lichen die Ordnung 


(E) =0(e"P) > 0? = > 8 ’ ß= eonst >0, 69) 
kl 
die Dichte u{£) des Potentials der einfachen Schicht hingegen die Ordnung 
ME) = Ole") @) 


besitzt; unter diesen Voraussetzungen konvergieren die Integrale (3.1) und (6.1). 
Im Falle des Halbraumes genügt es, sich etwa auf das Randwertproblem. 
für das Innengebiet zu beschränken und lediglich die Gleichungen (8.6) und (8.8) 
zu betrachten. Nach der Formel (2.4) hat der Kern der Gleichung (8.6) die 
Gestalt 
oo 1 (m — 2) 


öy rm —2 zz m—1 208 v). 


Im vorliegenden Fall ist die in bezug auf den Halbraum £, > 0 äußere Nor- 
male » der &„-Achse entgegen gerichtet. Wenn nun beide Punkte x und & 
in der Ebene &„ = 0. liegen, dann liegt in dieser Ebene auch der Vektor r und 
folglich gilt cos (r,v) = 0. Also ist der Kern der Gleichung (8.6) und damit 
auch der zu ihm adjungierte Kern der Gleichung (8.8) identisch Null. Die ge- 
nannten Gleichungen ergeben jetzt 

2 2 
oa) = — ma PR), ua) = mas ve). 


Folglich wird die Lösung des Dirichterschen Problems für den Halbraum 
X&m > 0 durch die Formel 


+ oo 
2 oe 1 
| ee Ann @) 


geliefert; die Lösung des NEumAnsschen Problems hat die Gestalt 


Eike u [vor 


Dabei muß für die Dichten der Potentiale (3) und (4) im Unendlichen 
old) = Kot), YlE) = Oo), B= const > 0 


dem: (4) 


gelten. 
Führt man in der Formel (3) die Differentiation durch, dann ergibt sich 
a 
u [ode (8) 
IS] T 


m—1 
2 
=. tr u)’ 4%: 
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$ 10. Untersuchung des ersten Paares adjungierter Gleichungen 


Die weitere Untersuchung der Integralgleichungen der Potentialtheorie führen 
wir unter der Voraussetzung durch, daß /’ eine geschlossene und reguläre Fläche 
sei. Wir bemerken, daß eine reguläre Fläche notwendigerweise eine LJAPUNOW- 
Fläche mit dem. Exponenten x = 1 ist (Man beweise diese Behauptung!). 

Im vorliegenden Paragraphen wollen wir beweisen, daß die Integralgleichungen 
(8.6) und (8.9), welche dem DirıcaL#tschen Problem D, für das Innengebiet 
bzw. dem Nsumansschen Problem. N, für das Außengebiet entsprechen, für 
beliebige stetige Funktionen o(x) und y(z) eindeutig lösbar sind. Dazu betrach- 
ten wir die homogene Integralgleichung des Negumannxschen Problems für das 
Außengebiet; die gesuchte Funktion bezeichnen wir mit u(&): 


2 oe 1 
Ho(®) md [me Sud =0. M) 
r 


"Es sei u, € Z,(]') irgendeine Lösung der Gleichung (1).. Wie im $8 bewiesen 
wurde, ist dann u, eine stetige Funktion auf / Wir betrachten jetzt das Poten- 
tial der einfachen Schicht mit der Dichte ug: 


Vo) = [nel ) 
T* 


Das Potential (2) besitzt eine regelmäßige Normalableitung von außen her, 

und die Gleichung (1) ergibt, daß diese Normalableitung gleich Null ist: 
a] u 
FF 


0. (3) 


Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes des NEumAnnschen Problems für das 
Außengebiet gilt dann 
v()=0, ze. (4) 


Da aber das Potential der einfachen Schicht eine im ganzen Raum stetige Funk- 
tion darstellt, so erhalten wir 


Yla)=0, zer. (5) 


Wir betrachten jetzt das Potential Y,(x) im Innengebiet @. Hier ist V,(«) 
eine harmonische Funktion, und infolge der Beziehung (5) verschwindet diese 
auf dem Rand T. Nach dem Eindeutigkeitssatz des DirıchLarschen Problems 
für das Innengebiet ergibt sich 


oz) =0( > ze 2 - (6) 
Damit gilt in 2 auch 
oVy(z) 
—=(. 
on; 


Daraus folgt zusammen mit den Formeln (3) und (7.11) u.(&) = 0. 
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Die homogene Integralgleichung (1) besitzt also nur die triviale Lösung. 
Auf Grund der FrepHoumschen Alternative (s. Kap. 8, $ 5) ist dann die Integral- 
gleichung (8.9) des NzumAannschen Problems für das Außengebiet für eine be- 
liebige Funktion » e L,(I’)'und folglich auch für eine beliebige stetige Funktion 
(x) eindeutig lösbar. 

Damit ist der Parameterwert 


2 2 


 m-23 8 


33 nach dem dritten FBREDHOLMschen Satz 
1 


ym—2" 


% " oe 1 
ein regulärer Wert des Kernes — 
on RZ 


Daraus ergibt sich, daß 


gilt dasselbe auch für den adjungierten Kern — 
v 


die Integralgleichung des DiricHtertschen Problems für das Innengebiet für 
eine beliebige Funktion p € Z,(1') und damit erst recht für eine beliebige stetige 
Funktion o(x) eine eindeutige Lösung besitzt. 

Da nun die Lösbarkeit der Integraigleichungen der Randwertprobleme .D; 
und N, die Lösbarkeit dieser Probleme zur Folge hat, so gelangen wir zu fol- 
genden Aussagen: 

1. Wenn I’ eine reguläre Fläche ist, dann ist das DirıcHLetsche Problem für 
das Innengebiet dieser Fläche bei beliebigen stetigen Randbedingungen lösbar, 
und die Lösung läßt sich als Potential der Doppelschicht darstellen. 

2. Wenn I’ eine reguläre Fläche ist, dann ist das NuumAnssche Problem für 
das Außengebiet dieser Fläche bei beliebigen stetigen Randbedingungen lösbar, 
und die Lösung läßt sich als Potential der einfachen Schicht darstellen. 


$ 11. Untersuchung des zweiten Paares adjungierter Gleichungen 


Der in die Integralgleichungen der Randwertprobleme D, und N, [d. h. in die 
Gleichungen (8.7) und (8.8)] eingehende Parameterwert 


2 
Men nz: 1 
(m — 2) [Si] ) 


ist eine charakteristische Zahl für jeden der Kerne 


ö I P] 1 
öv ım—2’ ön rm—2" 


In der Tat, wie die dritte der Gleichungen (4.2) zeigt, besitzt die homogene 
Integralgleichung des Problems D, 


2 o 1 ; 
ta | at 2) 
ZT 


die nicht triviale Lösung o,(x) = 1. Letzteres bedeutet, daß (1) eine charakte- 


ristische 'Zahl des Kernes — ist. Auf Grund des dritten FREDHOLMschen 
” / 


ym—2 


Satzes ist dann diese Zahl auch eine charakteristische Zahl des adjungierten 
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—;. Folglich besitzt die homogene Integralgleichung des Problems 


2 oe 1. 
Male) + a Je = 0 ) 
Fa 


wenigstens eine von Null verschiedene Lösung; wir bezeichnen diese mit au(®). 

Wir beweisen jetzt, daß die Gleichungen (2) und (3) keine nicht trivialen 
Lösungen besitzen, die zu den oben genannten Lösungen o,(x) bzw. (x) linear 
unabhängig sind. Auf Grund des dritten Fr#pHormschen Satzes genügt es, 
diese Eigenschaft für die Gleichung (3) nachzuweisen. Wir betrachten das 
Potential der einfachen Schicht mit der Dichte a,(£) 


(@) = [me nel”. (@) 
T ; 
Aus Gleichung (3) folgt 
or, _ 
in, =0. (5) 


Da V,(x) eine im Innengebiet 2 harmonische Funktion ist, so gilb nach dem 
Eindeutigkeitssatz für das Problem N, 


Vla)Zzo=eont, ze. (6) 


Dabei ist c,# 0. In der Tat, aus c, = 0 würde V,(®) = 0 für x € 0 folgen. 
AufGrund der Stetigkeit des Potentials der einfachen Schicht gilt dann V,(x) = 
=0, ze Tl‘, und aus dem Eindeutigkeitssatz des DIRICHLETschen Problems für 
das Außengebiet schließen wir V, (x) =0,xe 2’. Dann ist aber 


aVol®) = 
en. 


0. (7) 


Aus den Beziehungen (5) und (7) sowie der Formel (7.11) ergibt sich schließlich 
Holz) = 0. Letzteres bedeutet aber einen Widerspruch zu der früher getroffenen 
Annahme, daß u,(x) eine nicht triviale Lösung sei. 

Damit haben wir gleichzeitig die folgende Behauptung bewiesen: Wenn das 
Potential der einfachen Schicht im Inneren der Fläche J’ identisch Null ist, 
dann ist auch seine Dichte identisch Null. 

Wir nehmen jetzt an, Gleichung (3) besitze noch eine weitere Lösung u(®). 
Wir bilden das Potential 

= (u) nd 
r 


Indem wir die vorangegangenen Überlegungen wiederholen, finden wir 
V(@) = ce, = const für ze 2. Wir setzen 


Holz) = Cı MolR) — 0 l®) - (8) 
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Offensichtlich ist us(x) eine Lösung derselben Gleichung (3). Jetzt betrachten 
wir das Potential 


— [ed tr = 6, Voka) — 00 Vıl®) - 
r 


Für ze 2 sit Wa) = 41% -%&=0. Nach dem bereits Bewiesenen. ist 
dann (2) = 0, woraus 


Ale) = Role) (9) 
folgt. 

Somit unterscheidet sich eine beliebige Lösung der Gleichung (3) nur durch 
einen konstanten Faktor von u,(x), was zu beweisen war. 

Wir betrachten jetzt die innomogene Gleichung (8.8) des Problems N;. Auf 
Grund des vierten FREDHoLMschen Satzes ist diese Gleichung dann und nur 
dann lösbar, wenn die Funktion w(x) zu sämtlichen Lösungen der adjungierten 
homogenen Gleichung (8.7) orthogonal ist. Die letzte Gleichung besitzt aber 
nur eine linear unabhängige Lösung o,(x) = 1. Folglich ist für die Lösbarkeit 
der Gleichung (8.8) notwendig und hinreichend, daß die Beziehung (y, 1) = 0 
oder, was dasselbe bedeutet, die Bedingung 


JS ve) d,] = 0 | (10) 


erfüllt ist. 

Wenn die Gleichung (8.8) eine Lösung besitzt, dann ist offensichtlich auch 
das Problem N, lösbar. Folglich ist die Bedingung (10) hinreichend für die 
Lösbarkeit des Problems N;,. Wenn umgekehrt die Funktion u(x) im Inneren 
von J’ harmonisch ist und die notwendigen stetigen Ableitungen besitzt, dann gilt 


RT, 
on 
r 
Wegen 
ou 
ni — yle) 
ergibt sich 
Je va)d,!' =0. 


Folglich ist (10) nicht nur eine hinreichende, sondern auch eine notwendige 
Lösbarkeitsbedingung. 

Wir können also folgendes Ergebnis formulieren: 

Es sei I’ eine reguläre Fläche und we OT). Dann ist die Bedingung (10) 
notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit des NzumAnnschen für das 


Innengebiet mit der Randbedingung | = y(x); die Lösung dieses Problems 
n |r 


läßt sich als Potential der einfachen Schicht darstellen. 
Es bleibt noch die Integraigleichung e 7) des Drioatetschen Problems für 
das Außengebiet zu betrachten. 
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Für diese Gleichung lassen sich leicht die notwendigen und hinreichenden 
Lösbarkeitsbedingungen angeben: 


(9: Ho) = 0) )dl =. ai) 


Ist die Bedingung (11) erfüllt, dann ist die Integralgleichung (8.7) lösbar. In 
diesem Fall existiert eine Lösung des DiricHLeTschen Problems für das Außen- 
gebiet, die sich als Potential der Doppelschicht darstellen läßt und folglich im 
Unendlichen wie |x]!"* abnimmt. 

Wenn die Bedingung (11) verletzt ist, dann. existiert keine Lösung der Glei- 
chung (8.7). Das bedeutet jedoch nicht, daß auch das DiricaLersche Problem 
für das Außengebiet unlösbar ist; in diesem Fall kann man lediglich behaupten, 
daß dieses Problem keine Lösung besitzt, die sich als Potential der Doppel- 
schicht darstellen läßt. 


$ 12. Die Lösung des DiricaLerschen Problems für das Außengebiet 


Wir legen den Koordinatenursprung in das Innere der Fläche /" Die Funk- 
tion m. ist in einem. beliebigen Gebiet, das den Koordinatenursprung nicht 
enthält, insbesondere also im. Gebiet 2’, harmonisch. 

Die Lösung des Problems D, suchen wir in der Form 


ö 1 1 
u) = [I il + | AT. (a) 
a iv m Re f 


Für eine beliebige stetige Funktion o(£) stellt die rechte Seite der Formel (1) 
eine in 2’ harmonische Funktion dar; es genügt demnach, o(£) so zu bestimmen, 
daß die Randbedingung (8.1) erfüllt wird. 

Dieselben Überlegungen wie im $8 führen uns auf die folgende Integral- 
gleichung für die unbekannte Funktion (x): 


I 2 


oz) 4 m 318, [+ met am | o(&) de = aa ‚, wel. 
E 
(2) 
Der Kern der Gleichung (2) 
ae: NER: 
dv ım—2 | eim-2 


besitzt, ebenso wie der Kern ne ‚ eine schwache Singularität, und folglich 


Ov rm—2 
1äßt sich auf (2) die FR&epHoLusche Theorie anwenden. 
Wir betrachten jetzt die homogene Integralgleichung, die sich aus der Glei- 
chung (2) für o(&) = 0 on 


1 ' i 
4 5 [84] JE gm — 2 | [a|m - s|o Sl) dl = 0. (3) 
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Es sei o, € L,(]") eine beliebige Lösung der Gleichung (3). Analog zum $ 8 läßt 
sich dann nachweisen, daß diese Lösung stetig ist. Wir bilden nun die in 2° 
harmonische Funktion ' 


a 1 1 
u) = ee ne | CE) el (4) 
a öv m? ie] 3 


Aus Gleichung (3) folgt v(&)|r = 0, und nach dem Eindeutigkeitssatz des 
Drieıcauersehen Problems für das Außengebiet ergibt sich u,(x) = 0, ze &'. 
Wir multiplizieren jetzt beide Seiten von (4) mit |#]*=? und lassen |e| > 
streben. Da das Potential der Doppelschicht im Unendlichen wie |x]!"* ab- 
. nimmt, so strebt der erste Summand gegen Null, und-wir erhalten folglich 


Jod) dl =0. (5) 


Somit genügt jede Lösung der Gleichung (3) der Beziehung (5). Die Glei- 
chung (3) nimmt folglich die einfachere Gestalt 


2 o 1 
a a | nA 0 “ 
£ r 


an, die wiederum mit Gleichung (11.2) übereinstimmt. Wie im $11 gezeigt 
wurde, besitzt Gleichung (6) die Eins als einzige linear unabhängige Lösung; 
somit ergibt sich für die allgemeine Lösung dieser Gleichung o,(&) = € = const. 
Setzen wir das in (5) ein, so erhalten wir O|T| = 0 und folglich © = 0. Also 
besitzt die Gleichung (3) nur die triviale Lösung o,(&) = 0. Auf Grund der 
FrepHoLmschen Alternative ist dann die inhomogene Gleichung (2) für eine 
beliebige stetige Funktion. p(x) lösbar. Folglich ist für eine beliebige stetige 
Randfunktion »(@) das DieıcaLersche Problem für das Außengebiet lösbar, 
wobei deren Lösung in der Form (1) dargestellt werden kann. 

Bemerkung 1. Sämtliche Ergebnisse der $$ 10— 12 lassen sich auf beliebige geschlossene 
Lsarunow-Flächen erweitern, wenn man verlangt, daß die vorgegebenen Funktionen p(x) 
und y{2) eine Lrescurrz-Bedingung mit einem Eaponenten A (auch HÖLDER-Bedingung 
genannt) erfüllen: 

Iptzı) — Pla) S A Ir — m]; 
hierbei sind A und A positive Konstanten. 


Bemerkung 2. Die Untersuchung der Integralgleichungen. der Potentialtheorie wird 
um einiges erschwert, wenn. das Gebiet Q (oder 2”) nieht nur durch eine, sondern durch 
mehrere geschlossene LJaruwow-Flächen berandet wird; die Ergebnisse lauten dann etwas 
anders als im Falle einer einzigen Randfläche. Ausführlicher sind diese Fragen in dem 
Buch von N. M. Günter [4] behandelt. 

Bemerkung 3. Die potentialtheoretische Methode läßt sich auch auf einige andere 
Randwertaufgaben anwenden. Es sei z. B. eine Funktion «(x) gesucht, die entweder inner- 
halb oder außerhalb einer geschlossenen regulären Fläche I’ harmonisch ist und die eine 
Randbedingung der Gestalt 


on r 
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erfüllt; dabei seien f(x) und w(x) stetige Funktionen auf I’ und rn bedeute die äußere Nor- 
male an Tim Punkt xe T. Ein solches Problem nennt man des öfteren eine dritte Rand- 
wertaufgabe. Die Lösung suchen wir in Form eines Potentials der einfachen Schicht 


u = [ger @) 


IT 


Unter Benutzung des Satzes über die Grenzwerte der Normalableitung des Potentials (8) 
erhalten wir für u{£) eine schwach singuläre Integralgleichung 


; 2 oe 1 ie) En 2 
Be | er tar 
Fu 


Dabei entspricht das Vorzeichen „+“ dem Randwertproblem für das Innengebiet, das 
Vorzeichen „—“ dem Randwertproblem für das Außengebiet. 

Wenn das Problem (7) für die harmonische Funktion höchstens eine Lösung besitzt, dann 
ist Gleichung (9) und folglich auch das betrachtete Problem für eine beliebige Funktion 
(x) lösbar. Ist dagegen die Lösung nicht eindeutig bestimmt (besitzt etwa das dem 
Problem (7) entsprechende homogene Problem % linear unabhängige Eigenfunktionen), 
dann existiert dann und nur dann eine Lösung des inhomogenen Problems, wenn die Funk- 
tion o@(x) k Orthogonalitätsbedingungen erfüllt. Nach dem ersten FrepHoLmschen Satz 
ist die Zahl % endlich. Das betrachtete Problem besitzt im Falle des Innengebietes (ent- 
sprechend im Falle des Außengebietes) eine eindeutige Lösung, wenn f(x) 20 und auf 
einer Teilmenge von I’ mit positivem Maß $(x) > 0 gilt (entsprechend, wenn f(x) < 0 und 
auf einer Teilmenge von I’ mit positivem Maß f(x) < 0 gilt). Man beweise die letzte Be- 
hauptung! 


$ 13. Der Fall zweier unabhängiger Veränderlicher 


Im. Falle m — 2 ist die singuläre Lösung der LarLAcz-Gleichung die Funktion 
In 2 mit r= |E — x|. Dementsprechend werden die Potentiale der einfachen 


und der Doppelschicht in der zweidimensionalen Ebene durch folgende Formeln 
definiert: 


Ye) = ' HET, (a) 
ZT 

Wa) = ) ml. (2) 
zZ 


Hierbei ist /' eine geschlossene Kurve, von der wir voraussetzen, daß sie die 
Lsapunow-Bedingungen erfüllt. Die Ungleichung (2.6) ist jetzt durch die fol- 
gende zu ersetzen: 


Sanz\ars 0 = ons. (3) 
ov Y 
f 


Die Dichten o(&) und u(£) setzen wir als stetige Funktionen voraus. 

Die Potentiale (1) und (2) heißen gewöhnlich logarithmische Potentiale. Das 
logarithmische Potential einer Doppelschicht ist sowohl innerhalb als auch 
außerhalb von /' harmonisch; im Unendlichen hat es die Ordnung 0 (2%). 
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Das logarithmische Potential der einfachen Schicht ist innerhalb von I’ har- 
monisch ; außerhalb von [’ist es (im Gegensatz zum. Fall m > 2) im allgemeinen 
nicht harmonisch, denn eine Funktion, die in einem unendlichen Gebiet der 
zweidimensionalen Ebene harmonisch sein soll, muß im Unendlichen beschränkt 
sein, das Potential der einfachen Schicht jedoch wächst im allgemeinen im 
Unendlichen wie In je|. 

Für die Potentiale (1) und (2) gelten Sätze, die den im Fall m > 2 bewiesenen 
Sätzen analog (jedoch mit diesen nicht immer identisch) sind: Das Potential 
der einfachen Schicht ist in der gesamten Ebene, mit möglicher Ausnahme des 
unendlich fernen Punktes, stetig; für das Potential einer Doppelschicht gelten die 
Grenzwertbeziehungen 
= We) = — role) + Wie) , 
Wa) = ol) + We) 
und für die Normalableitung des Potentials der einfachen Schicht die Gleichun- 
gen. 


(4) 


eV oV 
zo m (5) 
av. EZ 


Dabei handelt es sich in (5) um eine regelmäßige Normalableitung. 
Das Gavsssche Integral läßt sich jetzt nach der folgenden Formel berechnen: 


3 3 — 27x innerhalb von /' ; 
JE 5; In ER dl = {1) außerhalb von /", (6) 
en —ı aufl. 


Die DiricHterschen und die NmumAannschen Probleme werden wie gewöhnlich 
gestellt; wir behalten auch die Bezeichnungen p(z) und y(x) für die in diesen 
Problemen gegebenen Funktionen bei. Wesentlich ist, daß sich das NEUMANN- 
sche Problem N, für das Außengebiet im Falle m = 2 durch einige Besonder- 
heiten auszeichnet. Der Eindeutigkeitssatz für das Problem. N, läßt sich im. 
vorliegenden Fall genauso formulieren wie für das Problem N;: Zwei Lösungen 
dieses Problems können sich lediglich um eine additive Konstante unterscheiden. 
Es gilt auch die Umkehrung: Zwei Funktionen, die außerhalb von [harmonisch 
sind und sich nur um eine additive Konstante unterscheiden, sind Lösungen ein 
und desselben Problems N.. 

Eine andere Besonderheit des Problems N, in der zweidimensionalen Ebene 
kommt in folgendem Lemma zum Ausdruck. 

Lemma 18.13.1. Notwendig für die Lösbarkeil des Problems N, im Falle 
m == 2 ist die Bedingung 

ro de=N0. (7) 


Beweis. Wir nehmen an, daß eine Lösung u(x) des Problems N, existiert. 
Um den Koordinatenursprung beschreiben wir einen Kreis 8, von solch großem, 


22 Michlin 
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Radius R, daß die Kurve /’ im Inneren von $; gelegen ist. Da die Funktion 

a(x) außerhalb von 8; harmonisch und in dem entsprechenden abgeschlossenen 

Gebiet stetig ist, so gilt die Porssoxsche Formel (s. Formel (1.6 2 des Kap. 13) 
2 


ua) = IE UR, 0) de ; (8) 
2m ®—-2Rocos —- )+R °’ i 
0} 


hierbei bedeuten R, & die Polarkoordinaten des Punktes £, w(R, o) = u(E), o, 0 
sind die Polarkoordinaten des Punktes zundo > R. 
Wir differenzieren jetzt beide Seiten der Formel (8) nach den cartesischen 
Koordinaten des Punktes x, indem wir wie folgt verfahren. Wir setzenz = x, + 
+i2,&5=&+i$, wobei x,,% und £&,&, die cartesischen Koordinaten der 
Punkte x und & bedeuten. Dann gilt z= oe, E = Rei® und 


er _Rert: 
0 —2Rocos(o —0)+ R? 2—5% 
(vgl. hierzu $ 1 des Kap. 13). Daraus ergibt sich 
ö e—- BR 8 2+&__ a 2+&_ 2% 
öx, 0 — 2 Rocos(o —6)-+ R? ee ee 
Folglich ist j 


zn - 
en £ öl. 
= Ei &) Re ar do (er). 


Analog finden nr =0 (er) wobei die letzten beiden Abschätzungen für 
%g 
hinreichend große |x| gelten. 


Die Anwendung der Formel (2.7) des Kap. 12 auf das durch die Kurven /' 
und Sz (R > R) berandete Gebiet 25 ergibt 


ö du 
- [ar+ (5-0; 
Fa SR 


dabei ist n die äußere Normale an J' bzw. an Sz im Punkt x. Vor dem ersten 
Integral tritt das negative Vorzeichen auf, da die Normale n auf J'für das Gebiet 


25 die innere Normale ist. 
Der letzten Formel kann man jetzt die Gestalt 


fear [na (9) 


geben. Weiter folgt aus den oben erhaltenen Abschätzungen, daß für hinreichend 
großes R auf der Kreisperipherie 85 die Ungleichung 

| 677 

on 


ou 
—— 608 (1, X cos N, %, ZUR c= const 
2-08 (m, 2) + 008 (m 2) <, 
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erfüllt ist. Folglich gilt 


Indem wir nun in der Formel (9) R — oo streben lassen, gelangen wir zu der 
Beziehung (7). 

Damit ist das Lemma bewiesen. 

Wie auch im allgemeinen Fall werden wir die Lösung des DIRICHLETschen 
Problems als Potential einer Doppelschicht (2) und die Lösung des NBUMANN- 
schen Problems als Potential einer einfachen Schicht (1) suchen. Diese Ansätze 
führen für das DieıcHLetsche Problem auf die Integralgleichungen 


oa) + |) mA F pe) (D) 


Fu 


und für das NeumAannsche Problem auf die Integralgleichungen 


ne) + | no mar = + ve). %) 
z 


Die Kerne dieser Gleichungen besitzen eine schwache Singularität. Im vor- 
liegenden Fall läßt sich leicht nachweisen, daß die Kerne beschränkt sind, wenn 
der LJAPUNOw-Exponent & = 1 ist, und stetig, wenn die Kurve I’ eine stetige 
Krümmung besitzt. Wiederum bilden die Gleichungen der Probleme D, und N, 
sowie der Probleme D, und N, Paare zueinander adjungierter Gleichungen. Im 
weiteren setzen wir voraus, daß die Krümmung der Kurve !' stetig ist. 

Bei der Untersuchung der Integralgleichungen (D) und (N) stützen wir uns 
auf folgendes Lemma. 


Lemma 18.13.2. Wenn die Integralgleichung des Problems N, 


ne) — | ME) ind = — Ye) 10) 
Eu 


lösbar ist und die Funktion y(x) der Bedingung (7) genügt, dann liefert das Poten- 
tial der einfachen Schicht (1) eine Lösung des Problems N,. 

Beweis. Die Integralgleichung (10) sei lösbar. Nehmen wir ihre Lösung als 
Dichte des Potentials (1), so erhalten wir eine Funktion, die der Randbedingung 
des Problems N, genügt und die außerhalb von I’ überall harmonisch ist, außer 
möglicherweise im unendlich fernen Punkt, wo diese Funktion unbeschränkt 
sein kann. Es bleibt zu zeigen, daß das Potential (1) unter der Bedingung (7) 
im. Unendlichen beschränkt ist. 

Zu diesem Zweck multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (10) mit d,!' 
und integrieren längs /. Unter Berücksichtigung der Bedingung (7) erhalten 
wir 


[ae un | [no —m-ard,r = 0. au) 
I IT 


22% 
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Im Doppelintegral vertauschen wir x und &; dabei geht n in » über. Unter 
Benutzung der dritten Gleichung von (6) finden wir dann 


1 ö 1 1 ö 1 
[monat ar | [nom arer = 
TT Fr 


al er 2 d,T. 


Nunmehr folgt aus der Gleichung (11) 
| Sud, =d. (12) 
Tr 


Jetzt ersetzen wir in Gleichung (12) x durch &, multiplizieren diese Gleichung 
mit In |e| und addieren die erhaltene Gleichung zu (1). Als Resultat erhalten 
wir einen neuen Ausdruck für das Potential (1): 


Ye) — J wiE) In Bar: (13) 
2° 


Das Integral (13) ist für | — oo beschränkt (es strebt sogar gegen Null), und 
das Lemma ist damit beweisen. 

Die folgende Untersuchung der Integralgleichungen (D) und (N) verläuft im 
wesentlichen wie in den $$ 10—12; wir können uns daher kurz fassen. 

Zunächst beweisen wir, daß die Gleichung (10) des Problems N, für eine belie- 
bige stetige Funktion y(x) lösbar ist. Gemäß der FrepHoLmschen Alternative 
betrachten wir dazu diehomogene Gleichung 


ul) —— [ul m dt =. (14) 
Ba 


Es sei u,(x) eine Lösung von (14). Die rechte Seite der Gleichung (14) ist gleich 
Null, genügt also offenbar der Bedingung (7); auf Grund des Lemmas 18.13.2 ist 
dann das Potential 


Vo) = [mlE) In det 


eine Lösung des homogenen Problems N,. Nach dem Eindeutigkeitssatz des 
Problems N, gilt deshalb V,(x)= C = const außerhalb von I‘. Wegen der 
Stetigkeit des Potentials V,(x) in der gesamten Ebene ist dann V,(@) = C 
auch auf I. Aus dem Eindeutigkeitssatz des Problems D; schließen wir, daß 
Y,(&) = C auch innerhalb von J’ist. Dann gilt aber 
rar) _ Pole) 
. 0m on. 


=(, 


und aus den Formeln (5) folgt 


1 eV .(&) Va) _ 
Bla) = | ee | =. 
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Aus Lemma 18.13.2 folgt jetzt, daß die Bedingung (7) nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreichend für die Lösbarkeit des Problems N, in der zweidimen- 
sionalen Ebene ist. 

Zusammen mit Gleichung (10) ist auch die zu ihr adjungierte Integral- 
gleichung des Problems D: stets lösbar. Daraus folgt, daß auch in der zwei- 
dimensionalen Ebene das Problem D, stets lösbar ist. 

Die Untersuehung der Integralgleichungen der Probleme D, und N, verläuft 
genauso wie im allgemeinen Fall und führt zu denselben Resultaten: Die Be- 
dingung (7) ist notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit des Problems N;; 
die homogene Integralgleichung des Problems D, ur 


0) + [oe m, =0 (15) 
| : | e 


besitzt als Lösung nur eine Konstante. 
Die Lösung des Problems D, in der zweidimensionalen Ebene läßt sich durch 
den Lösungsansatz 


ö 1 
u) = | ed)— In— dl + | o(&) del" (16) 
1 öv r I 


bestimmen. Dieser Ansatz führt auf die Integralgleichung 


1 ö ı 1 
2) + mt loan =. (17) 
2 
Genauso wie im $ 12 kann man beweisen, daß Gleichung (17) stets lösbar ist. 


$ 14. Die Gleichungen der Potentialtheorie für den Kreis 


Es sei jetzt I’ der Kreis a? + 2? = R2, Wir bestimmen den Kern des Po- 
tentials der Doppelschicht unter der Voraussetzung, daß beide Punkte x = 
= (%, %) und & = (£&,, &,) auf dem ‚Kreis J’ liegen. Es gilt 


ö 1 1 ör j 1 ör c08 (p, r) 
In = c08 (v, &) — — — cos (v, _— ln, 
öv r r ö&, W. 5) r 08, (n, 82) = r 


Auf dem Kreis stimmt die Richtung der Normalen 
v mit der Richtung des zum. Punkt £ führenden 
Radiusvektors überein. Wie aus Abb. 35 ersichtlich 
ist, gilt 


r—=2Rsin” 5 FB gReosß, 


wobei 8 den Winkel (v, r) bedeutet. Daraus folgt 


ö 1 1 
— In — 
öv r 2R 


meer: a) 


Abb. 35 
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“ Vertauschen wir jetzt x und &, dann erhalten wir 
1 1 


MIET 95 gel. (2) 


Im, vorliegenden Fall sind also die Kerne der Gleichungen (D) und (N) ent- 
artet, diese Gleichungen lassen sich folglich elementar lösen. Wir untersuchen 
hier die Gleichungen der Randwertaufgaben für das Innengebiet; die Lösung 
der Integralgleichungen der Probleme für das Außengebiet überlassen wir dem 
Leser. 

Wir bezeichnen mit 0 und ® die Winkel, die die Radiusvektoren Ox und 
OE mit der x,-Achse bilden. Dann ist d,I'= Rdw. Weiter kann man eine 
Funktion des Punktes x € I’ auch als Funktion von ® betrachten. Dement- 
sprechend werden wir z. B. o(9) an Stelle von o(x) schreiben. 

Die Gleichung des Diric#tetschen Problems für das Innengebiet nimmt 
dann folgende Gestalt an: 


674 


0) +, | 0) du = — 90). ) 


nz 


Wir setzen = f o(w) dw = c und erhalten somit 
7 


_.n 


Durch Integration ergibt sich 
1 
= 7 [ Ho) dw. 
rn 
Damit finden wir o(#) = — = (6) — c und folglich 


ua) = is + |Zntar= 


R R ö 1 ö 1, 
= „| o) nd en. 
nz ZT 


Da der Punkt x innerhalb von /’liegt, so erhalten wir nach der Formel (13.6) 


Rf ö, 1 if oo, 1 
ua) = — 2 (Ho) nt do +200- - [2 R mm - 1]pto) an. 
Des weiteren gilt 
0 1 1 
ar it ve. [(& — %,) c08 (v, &) + (& — %) cos (v, &,)] u 
L BR? — (&1% + 82%) ß 


&-WAatrt&-)&)= —- 


MR rR 
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Unter Berücksichtigung der Beziehung 
r=-&,-2? + &-o”’=R+9 25, +), 


2 2 
e!-n+% 


ER: in ı-#5£, 
ov r 


ergibt sich 


und damit gilt 


R2 — g2 
Fe do. (4) 


ua) = z, | #0) 


Wir sind somit zum. Poıssoxschen Integral für den Kreis gelangt. 
Die Gleichung des Problems N, hat für den Kreis die Gestalt 


1 n 1 B 
#0) — 5 | no) do = v0) - (6) 
Setzen wir hier „.- ii lo) do = c,, dann finden wir 


u) — = Zu) ; 


Die Integration der letzten Gleichung führt auf die bereits bekannte not- 
wendige Lösbarkeitsbedingung 


[vo 0=0; 0 


die Konstante c, ist beliebig wählbar. Wenn die Bedingung (6) erfüllt ist, 
dann ist die Lösung der Gleichung (5) von der Form 


FE | 
u) = —y0) + 0; 
die Lösung des Problems N; wird durch die Formel 


u«) - = [Ye) Ind EN R [in do 


geliefert. Das zweite Integral ist, wie man leicht nachweist, eine Konstante, 
und wir gelangen folglich zu der Diwischen Formel 


ur) = = [vo In do +06, C = const. 


KAPITEL 19 


DAS PROBLEM DER RICHTUNGSABLEITUNG 


si. Aufgabenstellung 


Die im. vorangegangenen Kapitel betrachteten Randwertaufgaben besaßen 
„FRepHormsche“ Eigenschaften: Diese Probleme hatten entweder eine und 
nur eine Lösung (so die Probleme D, und D, sowie das Problem. N, im Falle 
m > 2), oder es galt nicht der Eindeutigkeitssatz und das homogene Problem, 
besaß linear unabhängige Lösungen — dann war die Anzahl dieser Lösungen 
endlich, und das inhomogene Problem war dann und nur dann lösbar, wenn 
die gegebene Randfunktion ebenso vielen Orthogonalitätsbedingungen genügte 
(so das Problem N, sowie das Problem N, im Falle m = 2). Im vorliegenden 
Kapitel werden wir eine neue Randwertaufgabe betrachten, die im allge- 
meinen kein FREDHOLMsches Problem darstellt. Es handelt sich dabei um 
das Problem der Richtungsableitung. 

Im. m-dimensionalen. euklidischen Raum. #, betrachten wir ein Gebiet 2, 
von dem. wir der Bestimmtheit halber annehmen wollen, daß es endlich ist 
und sein Rand J' eine reguläre Fläche darstellt. 

Wir betrachten jetzt eine gewisse Umgebung der Fläche /“. Jedem. Punkt x’ 
dieser Umgebung ordnen wir eine gewisse Richtung A = A(«’) zu; dabei wollen 
wir voraussetzen, daß A(a’) eine stetige Funktion von x’ ist. Wir stellen. fol- 
gendes Problem: Gesucht ist im Gebiet 2 eine Lösung der elliptischen Dif- 
ferentialgleichung 


ö ou u 
An) + Be + uf), (1) 
die die Randbedingung j 
im I — ya), zel, (&) 


erfüllt. 
Die Randwertaufgabe (i), (2) heißt Problem der Richtungsableitung. 
Wenn auf der Fläche / die Riehtungskosinus cos (A, x,) den Größen 


Ayr cos (v, 2;) 


proportional sind, wobei » die Normale an I’ bedeutet, dann geht das Problem 
der Richtungsableitung in das Nzumannssche Problem über. 
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' Das Problem der Richtungsableitung werden wir unter folgenden, äußerst 
speziellen Voraussetzungen lösen: Das Gebiet 2 ist das Kreisinnere 


a+m<l1 8) 


in der zweidimensionalen Ebene (im weiteren werden wir einfach von der 
„Ebene“ sprechen), und die Gleichung (1) ist die homogene LarLacr-Gleichung 


Aa=_+—=0. (4) 


0x 0x2 
Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen 
tig 2-0, i=y-1; 
wenn & = (&,, 5.) ein Punkt der Peripherie I des Kreises (3) ist, dann schreiben 
wir f 
Hrtih=l=e®. 
Offensichtlich ist d,!' = do, d,!' = dd. 

Die Randbedingung (2) formen wir etwas um: Wir setzen cos (A, ©.) — «(), 
c08 (A, #5) = b(#) und schreiben »(P) an Stelle von yw(w). Daun nimmt die 
Randbedinguns folgende Gestalt an (das Symbol für den Limes wollen. wir 
hier weglassen): 


E5 


= y). (5) 
zZ 


Die Funktionen «a(P) und 5(6) sind nach Voraussetzung 2 xr-periodisch und 
stetig, und zwischen ihnen besteht die Beziehung 


a6) +20) =1. | (6) 


Im. weiteren setzen wir voraus, daß diese Funktionen nach 0 stetig differenzier- 
bar sind. 


$ 2. Der HıLzzrtsche Operator 


Wir betrachten die Menge M der 2 x-periodischen und auf [—r, x] absolut 
stetigen Funktionen, die auf diesem Segment eine quadratisch summierbare 
Ableitung besitzen. Es sei p(P) e M. Wir Balmickeln die Funktion (6) in 
eine FOURIER-Reihe 


+ N 
U (1) 


Wie man leicht sieht, konvergiert die Reihe 


N ER 


i 3 nl, 2) 


n=— 00 
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und die Reihe (1) konvergiert folglich absolut und gleichmäßig. In der Tat, 
für nr #0 gilt 


m = 3 ‚[oe) eine do — 


= 5, | Ho) in K. in fr (0) eine do = 7, @) 


wobei 
IT 
1 5 ms 
=, [Fole no do 
_n 


den n-ten FourIER-Koeffizienten der Ableitung ’(w) bedeutet. Die Reihe 
+0 


2 \&nl? (4) 
Nn= X 
konvergiert auf Grund der Bzss#Lschen Ungleichung, und aus der Ungleichung 


<sz[a+ laß) 


| 


la] = 


ergibt sich die Konvergenz der Reihe (2). 

Auf der Menge M definieren wir jetzt auf folgende Weise einen linearen 
Operator P: Wenn: die Funktion p € M die Fourısr-Entwicklung (1) besitzt, 
dann setzen wir 


(Pop) =i Zn eh 5 Am ei". (5) 
n=—1l 
Der Operator P heißt Hiınzertscher Operator. 


Wenn die Funktion 9(#) reell ist, dann ist (Po)(#) ebenfalls eine reelle 
Funktion. In der Tat, in diesem Fall ist a_, = @, und folglich gilt 


U ee ER 


Lemma 19.21. AuspeM folgt PpeM. 
Beweis. Wir betrachten die Reihe 


inet) iD oneire, (6) 

n=1 n=—1 
wobei die Koeffizienten a, durch die Beziehung (3) definiert werden. Wegen 
der Konvergenz der Reihe (4) konvergiert die Reihe (6) in der Metrik des 
Raumes L,(—r, r), und ihre Summe, die wir mit o() bezeichnen wollen, ist 
eine quadratisch summierbare Funktion auf dem Segment [—r, z]. Indem 
wir die Reihe (6) gliedweise integrieren, erhalten wir, bis auf eine additive 
Konstante, die Reihe (5). 
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Somit ergibt sich 
8 
(Po) = [ow)do+C, CO = const; 
ö 


die Funktion (.P @)(P) ist folglich absolut stetig, und ihre Ableitung = (P o)(0) 
— c(0) ist quadratisch summierbar. Da die Glieder der Reihe (5) 2 z-periodisch 
sind, so ist auch die Funktion (P 9)(6) 2 z-periodisch. Das Lemma ist damit 
bewiesen. 

Lemma 19.2.2. Es gilt die Formel 


(PO) = — 98) +55, | Mo) dm. 0) 


Beweis. Es sei pe M. Nach dem vorangegangenen Lemma ist dann 
PyoeM, und folglich läßt sich auf die Funktion P @ der Operator P anwenden. 
Nach der Formel (5) erhalten wir 


(P? »)(0) REN 5 On eine _ 5 An ein® PR: 


n=1 n=--1 


PM) +0 = - 20) +5, [Mo)do, 


was zu beweisen war. 

Es sei jetzt F(2) = U(&,, 2) + ? Vz, x,) eine im Kreis |2] < 1 holomorphe 
Funktion, die im abgeschlossenen Kreis |z| = 1 stetig ist. Wir nehmen an, 
daß der Wert dieser Funktion auf der Kreisperipherie |2| = 1 ein Element der 
Menge M ergibt, 

Fle)eM, (8) 


und F(0) eine reelle Größe ist: 
Im F(0) = V(0,0)=0. (9) 
Aus der Inklusion (8) folgt, daß die TAytorR-Reihe der Funktion F(z) im 


abgeschlossenen Kreis |2| = 1 absolut und gleichmäßig konvergiert.. In der 
Tat, sei 


Fo) SA. (10) 


Die Koeffizienten A, lassen sich nach der bekannten Formel 


ı (F® if 
An = [2% = de = I [re et) gr er’r® do 


Zi 
Te 


bestimmen; dabei bedeutet I‘, die Kreisperipherie ?| = oe <1. 
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Für O<e=sl1 ist der Integrand als Funktion der zwei Veränderlichen o 
und & stetig. Folglich können wir für o > 1 den Grenzübergang unter dem 
Integral ausführen und erhalten als Ergebnis 


1 “ 5 3 
An= [re 0) e-ine de. 


Indem wir die am Anfang dieses Paragraphen benutzten Überlegungen wieder- 


holen, überzeugen wir uns davon, daß die Reihe % |A„| konvergiert und folg- 
n=0 
lich die Reihe (10) für |2| = 1 absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Wir bemerken ferner, daß der Koeffizient A, reell ist. Wenn wir F(e‘°) = 


= (0) -- i x(0) setzen, dann ergibt sich 
(6) — U, %g)\y=ei0 ’ x(0) = Ver, %g)\a=.i® . 


Offensichtlich ist 9e M und ge M. Dabei gilt 
+0 


9) = FE) + FEN I me? N 
mit 
B Ay n>0, 
In =} As; n—=0, (12) 
E An. ni, 
und 
20) = „; [Fle') — Fey] = 
= -i;i San eine 5 ER er? = — (Po). (13) 


In der Formel (13) kommt eine äußerst wichtige Eigenschaft des HILBERT- 
schen Operators zum Ausdruck, die wir im folgenden Satz formulieren wollen. 

Satz 19.2.1. Die im Kreis |2| < 1 harmonische Funktion U(x,, x) nehme auf 
der Kreisperipherie 2= e'’, -— an <9<mn, den Wer g(0)e M an. V(x,,%) 
sei die zu Ü(x,, %s) konjugierte harmonische Funktion, die für z = 0 verschwindet. 
Dann gilt 

| Va So) = — (PP). (14) 

Als Folgerung ergeben sich aus dem soeben formulierten Satz folgende zwei 
Eigenschaften des HıLBeErrschen Operators. 

1. Wenn pe M ist, dann stellt die Funktion 


2) — AP 90) (5) 


den Randwert für 2 = e® einer im Kreis |e| < 1 holomorphen Funktion f*(z) 
‘dar. Dabei ist f*(0) ein reeller Wert, wenn die Funktion (P) reell ist. 
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- In der Tat, wenn die Funktion (6) durch die Reihe (1) dargestellt wird, 
dann gilt 
DO) — PP) = 00 +2 Dame? 
Die ums dieser Reihe ist der Wert der Funktion. 
Fe = = +2 Di An (16) 


für z= e'®. Offensichtlich ist die Funktion (16) im Kreis |z| < 1 holomorph. 
Ist nun g(9) eine reelle Funktion, dann ist auch die Zahl 


FO = m = 3; | ro) do 


reell. 
2. Unter derselben Voraussetzung @ € M stellt die Funktion 


9) + i{P 90) a7) 
den Randwert für z = e’ einer im Außengebiet |z| > 1 des Kreises holomorphen 
Funktion f(z) dar; dabei silt 

Fo) =). (18) 


In der Tat, die Funktion (17) läßt sich in die Reihe 


PO) + UPON) = +2 Zei” 
n=-1 

entwickeln. Die Summe der letzten Reihe ist der Wert der im Gebiet |2| > 1 
holomorphen Funktion 

Fo=@+22 m. (19) 

n-1 * 
auf dem Binheitskreis. Dabei ist f*(00) = a, = f+(0). 
Wir erwähnen schließlich noch die folgenden Beziehungen, die sich unmittel- 

bar aus den oben bewiesenen Formeln ergeben: 


FO) = fe) + FW) 


(20) 
FON = U -@); 
dabei ist 2 = «®. 
Im weiteren werden mit hochgestellten Indizes + und — stets solche Rai 
tionen bezeichnet, die entsprechend innerhalb bzw. außerhalb des Einheits- 
kreises holomorph sind. 
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Bemerkung 1. Die Menge M läßt sich leicht in einen vollständigen normierten Raum 
verwandeln: Wenn die Funktion 9 € M durch die Reihe (1) dargestellt wird, dann setzen wir 


| 40 15 
| |” 
n=—© 
wobei die a, durch die Formel (3) definiert werden. 
Offensichtlich ist in diesem Raum die Norm des Hırsertschen Operators gleich Eins. 
Bemerkung 2. Die Norm des Hıngerrschen Operators ist auch im Raum L,(—n, x} 
gleich Eins, wenn man den Operator auf diesem Raum durch dieselben Formeln (1) und (5) 
definiert. Die Beschränktheit des HiLsErtschen Operators läßt sich auch im Raum 
Ip(-2,7),1<2< 0, beweisen. 
Bemerkung 3. Der HiLserrsche Operator läßt sich als sogenanntes singuläres Integral 


darstellen: 
TE 


Bo) = | pto) cos ® 


0-8 Ei 
. 1 — 9 „1 98 , 
— lim (? [ Ylw) cot ud 3 do 3% [oo cot ” 3 .) . (21) 


_r 6+e 


—6 


do = 


Die Formel (21) verdeutlicht den Zusammenhang zwischen dem HILBERTschen Operator 
und. der Theorie der singulären Integralgleichungen, die in der modernen Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen eine wichtige Rolle spielen. Eine ausführliche Darlegung 
(der Theorie der singulären Integralgleichungen findet man in [14] und [12]. 
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Wir betrachten die Gleichung 
ad) PO) +5) (PA) = g0). . d) 


Dabei sind «(9), 500), 4(0) vorgegebene und o(0) ist eine gesuchte Funktion 
der Klasse M. Wir setzen voraus, daß die Funktionen a(9) und 5b(0) 2 - 
periodisch und stetig differenzierbar sind. 

Gleichung (1)!}) werden wir unter der Voraussetzung lösen, daß die Koeffi- 
zienten a(P) und 5(0) die folgende Ungleichung erfüllen: 


a6) +0) 40, —n<d<ae. 2) 


Unter Benutzung der Formeln (2.20) läßt sich die Gleichung (1) auf die 
Gestalt 


n a(0) — 2 b(6) 50 ‘ 
ee ,or=e ) 
bringen; dabei ist g,(0) = en Die Eigenschaften der Funktionen 


fe) und f-(z) sind im vorangegangenen Paragraphen beschrieben worden. 


1) Die Gleichung (1) gehört zur Klasse der singulären Integralgleichungen, die am Schluß 
des vorhergehenden Paragraphen genannt wurden. 
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a{0) — i 5(0) 
aß) +: 5(0) 
das Argument dieser Funktion um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 2, 
wenn 0 das Intervall [—r, xx] von links nach rechts durchläuft. Es gilt also 


Senn - Dass, (4) 


Die Funktion ist stetig und 2 r-periodisch; folglich ändert sich 


a() + °b(6) 
wobei x eine gewisse ganze Zahl ist. 


Wir setzen j 
— In [er 9 359 
«(0) = In le en o 
Aus der Definition der Zahl x folgt, daß die Funktion «(9) 2 z-periodisch ist: 
a{—r) = an); offensichtlich ist diese Funktion, ebenso wie die Funktionen 
a(0) und (0), stetig differenzierbar. Dann ist aber xe M und. somit auch 
P&eM. 

Wir konstruieren jetzt Funktionen ß*(e) und (2), die in den Gebieten 
e| <1 bzw. |2| >1 holomorph sind und auf dem Einheitskreis !z| = 1 die 
Werte 

; 1 . 
B*(e®) == 516) ei ÜP &)(0)] $) : 
(6) 
; ı ! 
Be) = — 1x) + ÜPa)(6)] 
annehmen. 

Wie man aus den Formeln (2.16) und (2.19) ersieht, konvergiert die TAYLor- 
Reihe der Funktion ß*(2) im abgeschlossenen Kreis |e| <= 1 absolut und gleich- 
mäßig, und die LAURENT-Reihe der Funktion (2) konvergiert absolut und 
gleichmäßig im abgeschlossenen Gebiet |2| > 1. Daraus folgt, daß diese Funk- 
tionen beschränkt und folglich die Funktionen e##'® und e+P@ in den 
entsprechenden abgeschlossenen Gebieten beschränkt und verschieden von 
Null sind. 

Aus den Formeln (5) und (6) ergibt sich 


A) ZEN) _ ur, 
a{6) -+ © (9) 
Wir setzen diesen Ausdruck in Gleichung (3) ein und multiplizieren danach 


beide Seiten. dieser Gleichung mit e-?*®. Führt man nun noch die Bezeich- 
nungen 


2 = e® 


Fe) "9 = Dre), 
Fee =D, (7) 
EU) | 
ein, dann nimmt Gleichung (3) die folgende einfache Gestalt an: 


DH)+&rDk)=g0), zeit. (8) 
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Die weitere Untersuchung hängt von dem Wert der ganzen Zahl x ab. 
1. x=0. Gleichung (8) hat dann die Gestalt 
Ba) 4-5) = 0), ze. (9) 
Eine spezielle Lösung dieser Gleichung erhält man aus den Formeln 
Ei 1 a 
DE?) = cy [92(0) — üP 9)(9)] ; 


Pa: (10) 
Dre) = 519,(8) + ÜP )O)] 


durch analytische Fortsetzung der Funktionen © und ®7 mit Hilfe der 
TAYLoR- bzw. der Laurent-Reihe. Explizit kann man diese Lösung wie folgt 
angeben. Wir entwickeln die Funktion 9,(9) in die Fourızr-Reihe 


+0 ' 
gl) = I bneir?. (11) 
Nn=—Xo 
Dann ergibt sich 
; 1 = 2 1 2 bz 
Ha)=-—-b+ Tb", De)=—but+ 3 —. (12) 
= n=1 2 n=1 ® 


Um die allgemeine Lösung der Gleichung (9) zu finden, betrachten wir die 
entsprechende homogene Gleichung 


Se) + Dit, 2. (13) 
Auf Grund des RızmAnnschen Satzes über die analytische Fortsetzung durch 


eine Kurve!) ist jede der Funktionen ®}(z) und — ©, (z) die analytische Fort- 
setzung der anderen auf die gesamte z-Ebene. Aus dem Satz von LIOUVILLE 


folgt dann BI) = C und B, (e) = — (, wobei C eine gewisse Konstante ist. 
Die allgemeine Lösung der Gleichung (9) hat folglich die Gestalt 
| =D) +0, P)= Be) — 0; (14) 


dabei bedeutet ( eine beliebige Konstante und die Funktionen ®(2), D; (2) 
werden durch die Formeln (12) definiert. 

Da man jetzt ®*(z) und ©®(z) kennt, so lassen sich die Funktionen f*(2) 
und f*(z) auf Grund der Formeln (7) bestimmen. Dabei hat man die Kon- 
stante C so zu wählen, daß die Gleichung (2.18) erfüllt ist. Aus Formel (6) 
ergibt sich leicht 8"(00) = — ß*(0). Setzen wir jetzt ef’ = ö, dann erhalten 
wir für C die Gleichung 


13 b 1 
ji 0 
(5 | 5) (8 5)" (15) 
Wenn ö# +; ist, dann sind die Konstante C und damit auch die Funk- 
tionen f*(z) und f*(z) eindeutig definiert. Die Gleichung (1) besitzt in diesem. 


!) Siehe z. B. W. I. Smswow, Lehrgang der höheren. Mathematik, Teil IIL,, 2. Auflage, 
Berlin 1959, $ 24 (Übersetzung aus dem Russischen). 
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Fall eine und nur eine Lösung, und diese wird durch die erste der Formeln 
(2.20) gegeben: 


HN) = LE) + Fe]. 


Ist hingegen ö= + i, dann ist folgende Bedingung notwendig und hin- 
reichend für die Lösbarkeit der Gleichung (1): 


[an an =. (16) 


ao) + ib) 


Es ist auch offensichtlich, daß für 6 = -£ i die homogene Gleichung 
a) 9010) -+ 610) (P po)(0) = 0 1m) 


genau eine Inkar unabhängige Lösung besitzt. 

Der Fall x = 0 entspricht folglich der FrEpHOoLMschen Keale Ent- 
weder (für ö > -+ i) die homogene Gleichung hat nur die triviale Lösung, und 
die inhomogene Gleichung ist stets lösbar, oder (für ö6 = + i) die homogene 
Gleichung besitzt eine linear unabhängige Lösung, und die inhomogene Glei- 
chung ist dann und nur dann lösbar, wenn ihre rechte Seite g(9) einer Ortho- 
gonälitätsbedingung (16) genügt. 

2. x>0. Wir suchen eine solche Lösung der Gleichung (8), für die die 
LAURENT-Reihe der Funktion ®"(z) mit der Potenz 27” beginnt. Dann ist 
P-(2) = 2" B(g) eine im Außengebiet |2| > 1 des Kreises holomorphe Funk- 
tion. Setzen wir nun ®*(e) = Y*(2), dann gelangen wir zu der Gleichung 


FF) =n0), zeit, 


“die mit Gleichung (9) identisch ist; folglich hat eine der gesuchten Lösungen 
der Gleichung (8) auf dem Einheitskreis z = ei? die Gestalt 


Dre) = 119,6) — (P-9)0)], 
: (18) 
De?) = zn) + PO] Br; 


innerhalb bzw. außerhalb des Kreises |2| = 1 wird diese Lösung durch folgende 
Reihen definiert: 


BZ t+ Lin, 


n=1 
= b, SD 
De) = gr +2 FR 


Die Lösung (18) ist jedoch nicht eindeutig. Wir überzeugen uns davon, 
indem wir die homogene Gleichung 


H)+rd)=0, = (19) 


23 Michlin 
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betrachten. Jede der Funktionen ®%(z) und — 2“ ©(z) ist die analytische 
Fortsetzung der anderen auf die gesamte endliche Ebene. Da die Funktion 
®,(z) im Unendlichen beschränkt ist, so besitzt die Funktion 2* ®,(z) im Un- 
endlichen einen Pol von höchstens x-ter Ordnung. Nach dem Satz von Liov- 
VILLE ist dann 2” ®,(z) ein Polynom vom Grade <x; es sei 

"Dk)= —- (lo ta2 ++). 
Dann ergibt sich 

De) =o+42+ Be +u%, 


= -(A+ str). (20) 


zu au 
Die Formeln (20) liefern die allgemeine Lösung der Gleichung (19). Die 
allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (8) wird durch die Formeln 
Da)= Die) Ho tar ++, 


De) = a -2-— ERS ei (21) 


dargestellt; dabei sind ©®/(z) und (ze) durch die Gleichungen (18) definiert. 
Die Funktionen f*(z) und f(z) finden wir jetzt nach den Formeln (7); dabei 


müssen die willkürlichen Konstanten c,, 61, . - -, c„ die Bedingung (2.18) erfüllen. 
Wie man leicht sieht, führt diese Bedingung auf die Gleichung 
% 8,0 + 
We IR. (22) 


Mit Hilfe der Beziehung (22) läßt sich c, durch ce, ausdrücken; folglich ent- 
halten die Formeln (21) und. damit auch die Lösung der Gleichung (1) « will- 
kürliche Konstanten. Daraus folgt, daß die inhomogene Gleichung (1) im Falle 
x > 0 bei beliebiger rechter Seite lösbar ist und.eine unendliche Lösungsmenge 
besitzt, die von den willkürlichen Konstanten c,, &, ... ., c„abhängt. Die homo- 
gene Gleichung (17) besitzt genau % linear unabhängige Lösungen. 

Wie man. sieht, entspricht der Fall x > 0 nicht der FR£EpHoLnMschen Alter- 
native; diese hat also im vorliegenden Fall keine Gültigkeit. 

3. #2<0. Wir setzen k= — x, dann ist k>0. Für die Gleichung (8) er- 
gibt sich jetzt 
Dt(2) + 2% B(z) = 90) , = e®. (23) 

Die Funktion (2) = 27° ®"(z) ist holomorph im. Gebiet |2| > 1. Setzen 
wir nun B*(z) = Y*(2), so erhalten: wir die Gleichung 

Fe) F)=g0), 2=d®. 
Wie wir bereits gesehen haben, läßt sich die allgemeine Lösung dieser Glei- 
chung durch die Formeln - 


= 1 © b_n 
Pa-zdb+o+ int, a 


darstellen; letztere ergeben sich unmittelbar aus den Beziehungen (11), (12) 
und (14). 
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Offensichtlich ist W"(00) = 0 und folglich Ge —: Wir finden somit 


Dil) = Sb Pe = PR SER 


2 (24) 
Da aber die Funktion ®(z) im Unendlichen beschränkt sein muß, so liefern 
die Formeln (24) dann und nur dann eine Lösung der Gleichung (23), wenn in 
der Entwicklung (24) der Funktion ®"(z) keine positiven Potenzen von 2 auf- 

treten. Daraus ergeben sich für die rechte Seite der Gleichung (1) k — 1 Ortho- 
gonalitätsbedingungen der Gestalt 


b,=0,;, n=12,...,k—1l 
oder 


je ren) FT ' N— 1, 2, ER k—i. f (25) 
a{@) + ib(w) 


Eine weitere Orthogonalitätsbedingung liefert die Beziehung (2.18): 


Bann, 
ö--=0 


oder 
zT 


fe re ne) do=0. (26) 

Sind die Orthogonalitätsbedingungen (25) und (26) erfüllt, dann besitzt 
Gleichung (1) eine eindeutige Lösung; diese Lösung erhält man aus den For- 
meln (24), (7) und (2.20). 

Offensichtlich hat im Fall x <0 die FrepHouLmsche Alternative ebenfalls 
keine Gültigkeit. 

Wir führen jetzt die folgende Definition ein. Ein gewisses Problem bestehe 
in der Lösung der Gleichung 


Au=f, (27) 


wobei we X und fe Y ist; dabei seien X, Y BanwAcH-Räume und A sei ein 
linearer abgeschlossener Operator von X in Y. Das vorliegende Problem. heißt 
normal auflösbar, wenn für seine Lösbarkeit notwendig und hinreichend ist, 
daß die rechte Seite f gewissen. Orthogonalitätsbedingungen, d.h. Bedingungen 
der Gestalt 

(F,f)=09, j=1L2%... (28) 


genügt, wobei die F', lineare und in der Norm des Raumes Y beschränkte 
Funktionale sind. Dabei sei auch der Fall nicht ausgenommen, wo die An- 
zahl dieser Orthogonalitätsbedingungen gleich Null ist — in diesem Fall ist 
ein normal auflösbares Problem bei beliebiger rechter Seite lösbar. Im weiteren 
werden wir auch von der normalen Auflösbarkeit der Gleichung (27) bzw. des 
Operators A sprechen. 


23* 
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Fast alle in den vorangegangenen Paragraphen betrachteten Probleme sind 
in entsprechend gewählten Paaren von Räumen normal auflösbar, so die Glei- 
chungen mit vollstetigen Operatoren, die Diric#uetschen und NzumAansschen 
Probleme für die nicht entartete elliptische Gleichung im endlichen Gebiet 
bzw. für die homogene LaAPprAcz-Gleichung im endlichen oder unendlichen 
Gebiet. Wie im vorliegenden Paragraphen bewiesen wurde, ist die Gleichung 
(1) mit dem Hiınsertschen Operator normal auflösbar, wenn die Bedingung (2) 
erfüllt ist. 

Wir bemerken noch, ohne allerdings den Beweis anzugeben, daß die Gleichung (1) nicht 
normal auflösbar ist, wenn die Funktion a?(6) — °(0) endlich viele Nullstellen ganzzahliger 
Vielfachheiten besitzt. Ein anderes Beispiel eines nicht normal auflösbaren Problems ist 
das im Raum L,(2) betrachtete DiricaLetsche Problem — Au = f(x), ur = 0, wenn die 
endliche Fläche I’ ein unendliches Gebiet 2 berandet. 

Es sei A ein normal auflösbarer Operator, «{A) bedeute die Anzahl der 
linear unabhängigen Lösungen der homogenen Gleichung Au=0 und f(A) 
die Anzahl der für die Lösbarkeit der Gleichung (27) notwendigen und hin- 
reichenden Orthogonalitätsbedingungen (28). Wir nehmen an, daß wenigstens 
eine der Zahlen «(A) oder (4) endlich sei. Dann heißt die Differenz «(4) — ß(A) 
Index des Operators A bzw. des entsprechenden linearen Problems und wird 
mit Ind A bezeichnet: . 


Ind A =o(4) — (4). 


Wenn T. ein vollstetiger Operator und I der identische Operator ist, dann 
folgt aus der FrepHomschen Alternative Ind(/+T)=0. Es gilt auch 
allgemein: Wenn für ein gewisses Problem. die FrepHuorLmsche Alternative 
Gültigkeit hat, dann ist der Index dieses Problems gleich Null. Man überzeugt 
sich leicht davon, daß der Index der Gleichung (1) gleich x ist; dabei wird die 
Bedingung (2) als erfüllt angesehen. Der Index der übrigen oben genannten 
normal auflösbaren Probleme ist gleich Null. 


$4. Die Anzahl der Lösungen und der Index des Problems der Riehtungsableitung 
in der zweidimensionalen Ebene 


Wir kehren zum Problem der Richtungsableitung zurück, das im $1 formu- 


liert wurde: Gesucht sei eine Funktion u(&) = u&,, %), die im Kreis | < 1, 


2=% + i%,, harmonisch ist und die Randbedingung 


aß) == v(0) » (1) 


D) 0 
| + 
0%, |z=ei0 O%&g |2— et 


a>(0) + 520) = 1 2) 


erfüllt. 
Dabei ist a(#) = eos (A, x,), b(0) = cos (A, 25). Wie auch im $1 setzen wir 
voraus, daß die Funktionen a(ß) und b(8) stetig differenzierbar sind und ye M 
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ist; die Menge M wurde im $2 erklärt. Wir suchen eine solche Lösung, daß 
oe M mit 
pP) = — 62 


er zei 
gilt. 
Wenn u= Re (w(z)) und v = Im (w(z)) ist, wobei w(2) eine holomorphe 
Funktion bedeutet, dann ergibt sich 


B ou . 80 ou . 0% 
w’(z) Mi v ; 
0%, 0x, öx, Ö%, 
& ö Zr : R B 
Daraus folgt, daß — und _ — konjugierte harmonische Funktionen sind. 
x %p 
Setzen wir nun 
ou 
0) = — i= 4 
x) = Pi 0’ Du 0? (4) 


dann erhalten wir nach Satz 19.2.1 
x) = (PM) +. 5) 
Setzt man die Ausdrücke (3) und (5) in die Gleichung (1) ein, so nimmt diese 
folgende Gestalt an: 
a(0) 98) + 619) (PP) = YlP) — 1606). (6) 
Wir berechnen jetzt den Index der Gleichung (6); es gilt 


a0) — i0) 6(6) 
o = ° 0) FEB) 


oder, wenn man die Beziehung (2) benutzt, 


= — fe arg [a{0) — i 5(9) = ang ea) — 


FA 


dabei bedeutet das Symbol [{A, z,)}]r den. Zuwachs des Winkels (}, x,) bei ein- 
maligem Umlaufen des Einheitskreises J’in positiver Richtung. Wir bemerken, 
daß der Index der Gleichung (6) eine gerade Zahl ergibt. 

Wir bestimmen jetzt die Anzahl der Lösungen sowie den Index des Problems 
(1), (2). Dazu müssen wir einige Fälle unterscheiden. 

1.x=0,5# +. In diesem Fall hat die homogene Gleichung (6) nur die 
triviale Lösung, das homogene Problem (1), (2) besitzt.zwei linear unabhängige 
Lösungen: Die eine Lösung entsteht infolge der willkürlichen Größe l, die 
andere dadurch, daß man zu der Lösung u(®) eine beliebige additive Konstante 
hinzufügen kann, ohne dabei die Larzach#-Gleichung oder die Randbedingung 
(1) zu verletzen. Die zuletzt erwähnte Lösung haben wir auch in den nach- 
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folgenden Fällen zu berücksichtigen. Orthogonalitätsbedingungen treten nicht 
auf, und der Index des Problems (1), (2) ist im vorliegenden Fall gleich 2. 

2.2=0,6=-+i. Es liegen eine Orthogonalitätsbedingung — die Be- 
dingung (3.16) — sowie eine linear unabhängige Lösung der homogenen Glei- 
chung (6) vor. Wenn die Funktion 5($) die Bedingung (3.16) erfüllt, dann ist 
die :Größe ! willkürlich wählbar; in diesem Fall besitzt das homogene Problem 
(1), (2) drei linear unabhängige Lösungen, und für die Lösbarkeit des inhomo- 
genen Problems (1), (2) ist die Gültigkeit einer Orthogonalitätsbedingung not- 
wendig und hinreichend. Der Index dieses Problems ist gleich 2. Wenn 5(9) 
der Bedingung (3.16) nicht genügt, dann ist aus dieser Bedingung die Größe I 
zu bestimmen; in diesem Fall ist dann die Orthogonalitätsbedingung erfüllt 
und braucht folglich nicht weiter berücksichtigt zu werden, das homogene 
Problem (1), (2) besitzt zwei nicht triviale Lösungen. Der Index des Problems 

1), (2) ist wiederum gleich 2. i 

3.x2>0. Es treten keine Orthogonalitätsbedingungen auf; die homogene 
Gleichung (6) besitzt x linear unabhängige Lösungen. Das homogene Problem 
(1), (2) besitzt x + 2 Lösungen — zwei Lösungen kommen ähnlich wie im Fall 
hinzu. Der Index des Problems (1), (2) ist gleich «x + 2. 

4. x <.0. Die homogene Gleichung (6) besitzt nur die triviale Lösung, und 
für die inhomogene Gleichung (6) müssen die —x Orthogonalitätsbedingungen 
(3.25) und (3.26) erfüllt sein. Genügt die Funktion 5(0) diesen Bedingungen, 
dann ist I beliebig wählbar und das homogene Problem (1), (2) besitzt zwei 
linear unabhängige Lösungen; der Index des Problems (1), (2) ist dann gleich 
# +2. Erfüllt aber 5(0) nicht alle Orthogonalitätsbedingungen, dann ist aus 
diesen Bedingungen die Größe I zu bestimmen; in diesem Fall verringert sich 
die Anzahl der Orthogonalitätsbedingungen um 1 und ist folglich gleich — x — 1. 
Das homogene Problem (1), (2): besitzt dann nur eine nicht triviale Lösung, 
nämlich die Konstante, von der bereits im Falll die Rede war. Der Index 
des Problems (1), (2) ist auch hier gleich x + 2. 

Als Ergebnis der vorangegangenen Untersuchungen kann der folgende Satz 
formuliert werden. 

Satz 19.4.1. Der Index des Problems der Bug D nung für den Kreis 
ist gleich 

+2 —= a ar H2. 


T 


Beispiel. Beim NwumAanwsschen Problem für den Kreis stimmt die Richtung A mit der 
Richtung des Radiusvektors überein. Folglich gilt (A, x,) = 0 und damit [(A, «,)Ir = 2; 
der Index des NeumAnnschen Problems ist also gleich Null. 

Bemerkung. Der Satz 19.4.1 gilt nicht nur für den Kreis, sondern für ein beliebiges 
Gebiet, das durch endlich viele geschlossene reguläre Kurven ohne gemeinsame Punkte 
berandet wird. 

Für m > 2 gilt im m-dimensionalen. Raum die folgende Behauptung: Ein. Gebiet werde 
durch endlich viele geschlossene reguläre Flächen ohne gemeinsame Punkte berandet, und 
cos {A, &,) seien hinreichend glatte Funktionen (A bedeutet das im $ 1 eingeführte Richtungs- 
feld). Wenn die Richtung A den Rand dieses Gebietes nirgends berührt, dann ist der Index 
des Problems der Richtungsableitung gleich Null. 


Teil VI 


Nicht stationäre Gleichungen 


Im vorliegenden Teil werden Gleichungen vom parabolischen und hyper- 
bolischen Typ studiert. Es werden — genauer gesagt — zwei Klassen von Glei- 
chungen untersucht, die man als Verallgemeinerung der Wärmeleitungsglei- 
chung und der Wellengleichung auf den Fall von Medien mit komplizierten 
physikalischen Eigenschaften (inhomogene und anisotrope Medien) im Raume 
beliebiger Dimension betrachten kann. Wie in der Wärmeleitungsgleichung, 
so bedeutet auch in der Wellengleichung eine der unabhängigen Veränder- 
. lichen die Zeit, die anderen sind Raumkoordinaten. In diesem Zusammenhang 
benutzen wir folgende Bezeichnungen, die sich von den Bezeichnungen der 
Teile IV und V etwas unterscheiden. Die Anzahl der unabhängigen Veränder- 
lichen wird nicht mit m, sondern mit m + 1 bezeichnet; die ersten m Veränder- 
lichen werden mit x,,%, . - ., %m, die letzte Veränderliche mit i bezeichnet. 
Die Zahlen x,,%, ..., %m werden als cartesische Koordinaten eines gewissen 
Punktes betrachtet, der dem m-dimensionalen euklidischen Raum FE, angehört. 
Die in den vorangegangenen Teilen verwendete Schreibweise für eine Summe 
werden wir beibehalten: Wenn in einem eingliedrigen Ausdruck ein variabler 
Index, der sich in den Grenzen von 1 bis m ändert, doppelt auftritt, so wird 
über diesen Index in den Grenzen von 1 bis m summiert. 

Bisweilen werden wir der Einfachheit halber z,,,, statt # schreiben. 


KAPITEL 20 


DIE WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG 


$1. Die Wärmeleitungsgleichung und ihre Charakteristiken 


Wir betrachten die Differentialgleichung zweiter Ordnung mit m +1 unab- 
hängigen Veränderlichen 


ö PL ; 
Eile = + AK) u=fast), Ar Au. (1) 


öt 0x; 08% 
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Die Koeffizientenmatrix des Hauptteils hat die Gestalt 


Ai An rd 
—Ayı — Ag — Ad 0 
ZI ee 

{) 0...0 0 


Einer der Eigenwerte dieser Matrix ist gleich Null, die anderen unterscheiden 
sich nur durch das Vorzeichen von den Eigenwerten der Koeffizientenmatrix 
Azul. Wenn diese Eigenwerte alle das gleiche Vorzeichen haben, so gehört 
die Gleichung (1) zum Typ (m, 0,1) und ist folglich parabolisch. In diesem 
Falle nennen wir die Gleichung (1) Wärmeleitungsgleichung. 

Hierbei ist wichtig, daß der in die Wärmeleitungsgleichung eingehende 
Differentialausdruck 


0%u ou 
— Ay —— + Ar — 
IR 0x; 0% Fe 0x, = As # @) 
in den Veränderlichen x,, %, . . -, 2 elliptisch ist. 


Im folgenden setzen wir voraus, daß die Matrix der Koeffizienten A,, posi- 
tive Eigenwerte hat, d. h., daß diese Matrix positiv-definit ist. 

Wir ermitteln nun die Charakteristiken der Gleichung (1). Wenn o(z, t) = 
= const die Gleichung einer charakteristischen Fläche ist, so (s. $2, Kap. 10) 
genügt die Funktion » der Gleichung 


dw 6@ 
er 0% 


Da aber die Matrix all Hr positiv-definit ist, so gilt notwendigerweise 
—=0, k=1,2,...,m; die Funktion hängt also nur von ö ab, und die 


Gleichung der charakteristischen Fläche nimmt die Gestalt &(f) = const an. 
Wenn auf einem gewissen Intervall die Beziehung w’(f) = 0 erfüllt ist, so ist 
@ auf diesem. Intervall eine Konstante und die Gleichung & — const definiert 
keine Fläche. Ist jedoch w’ft) = 0, so kann man in einer Umgebung eines 
beliebigen Wertes £, für den »’(f) #0 erfüllt ist, die Gleichung wtf) = const 
nach t auflösen und findet 


t= const. (3) 


Somit sind die Charakteristiken der Wärmeleitungsgleichung m-dimensionale 
Ebenen, auf denen die t-Achse senkrecht steht. Im weiteren. betrachten wir die 
Wärmeleitungsgleichung unter folgenden enger gefaßten a nn 

1. Der elliptische Differentialausdruck (2) habe die Form, 

ö ö 
- (Ant), @ 


0%, 6% 
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so daß die Wärmeleitungsgleichung die Gestalt 
[77 ö ou 
(An) =f@ 0 &) 


Fa? 
annimmt. Gelegentlich werden wir voraussetzen, daß f(z, ) = 0 ist. In diesem, 
Falle betrachten wir die homogene Wärmeleitungsgleichung 


ou ö ou 
_ A =0. 
dt | & =) (6) 
2. Die Koeffizienten A;, hängen. nicht von t ab und sind nach &,, 2, . . ., Im 


stetig differenzierbar. 
3. Der elliptische Ausdruck (4) ist nicht entartet. 


$ 2. Das Maximumprinzip 


In der Ebene t = 0 (d.h. also im. m-dimensionalen euklidischen Raum. Z,„) 
betrachten wir ein endliches Gebiet 2 mit dem Rand I. Wir konstruieren die 
Zylinderfläche mit der Leitlinie J', deren Erzeugenden zur t-Achse parallel sind. 
Den zwischen den. Ebenen t = 0 und i = T eingeschlossenen Teil dieser Fläche 
nennen wir Br; hierbei ist 7’ eine positive Konstante. Ferner bezeichnen wir 
mit Qr die Projektion des Gebietes 2 auf die Ebene = 7 und mit Q, das 
Gebiet des Raumes (x, 23 . - - 2m, f) mit dem Rand Q u B„ u 2, (Abb. 36). 

Wir führen folgende Bezeichnung ein: Wenn 
D eine gewisse Menge im Raum der Veränder- 
lichen (x, &3, - - -, 2, $) ist, so werden wir die 
Klasse der Funktionen, die auf der Menge D 
stetige Ableitungen nach &,, 2, . . ., 2 der Ord- 
nung < p und stetige Ableitungen nach i der 
Ordnung <q haben, mit 0#®2(D) bezeichnen. 

Satz 20.2.1. Die Funktion ulz, t) gehöre dem 
Durchschnitt 


C(Qr) n 0@D (Qr u 2r) | 63) 


an und genüge in Qr der homogenen Wärme- 
leitungsgleichung (1.6). Dann nimmt die Funk- 


Abb. 36 


tion ua, t) im abgeschlossenen Gebiet Qy sowohl ihren größten als auch ihren 
kleinsien Wert auf 2 u B, an. 

Der Satz 20.2.1 heißt das Maximumprinzip für die Wärmeleitungsgleichung. 

Beweis. Es genügt, den Satz für den Fall des Maximums zu beweisen: 
Wenn die im Satz genannte Funktion w(z, t) in einem gewissen Punkt ihr 
Minimum erreicht, so nimmt in diesem Punkt die Funktion —w(x, t) ihr Maxi- 
mum an, und diese erfüllt ebenfalls die Bedingungen des Satzes. 

Wir führen die Bezeichnung 

M = max uz,i), a= max ul, t) 
(a, Nedr WD)EeQuBr 
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ein. Offensichtlich gilt «= M. Der Satz behauptet, daß a=M ist. Wir 


nehmen das Gegenteil an, d.h., es sei u < M. Dann nimmt die in Qr stetige 
Funktion (x, f) ihr Maximum in einem gewissen Punkt (x,, i,) an, der ent- 
weder in Qr oder auf 2, liegt: 


U&o; 85) -M » to b)E du: 


Für die weitere Beweisführung benötigen wir die Hilfsfunktion 


a) = u) N. 6) 


Wenn (z,1)e Qu Bz ist, so gilt , -t=14,=T und folglich auch 


Mou_ Mu 


2 2 ee 


ver, Be, HeQuBr <uH 


Andererseits gilt 
VL db) = Ur, ti)=M. 


Somit existiert außerhalb von Q u B, ein Punkt, in dem die Funktion v 
den Wert M annimmt, währenddessen die Werte von v auf’Q u B„ streng 
kleiner M sind. Daraus folgt, daß v(x, it) auf Qr das Maximum in einem Punkt 
annimmt, der entweder zu Q, oder zu Qr gehört. Wir bezeichnen mit (x°, 1°) 
den Punkt, in dem die Funktion v(z, i) das Maximum annimmt. Zuerst nehmen 
wir an, daß (2°, 19) € Qr ist. Bei beliebiger Wahl der orthogonalen Koordinaten- 
achsen 02,02, ..., 0%. sind im Punkte (x, 2%) die notwendigen Bedingungen 
für das Maximum erfüllt: 


2 
De 2 Ve, beide ” 


Der Kürze halber bezeichnen wir mit ZL den Differentialausdruck auf der 
linken Seite der Wärmeleitungsgleichung (6). Wir bestimmen nun den Wert 
von Lv im Punkt (x, 19): 


öv Az; vo 0°V 0% 
ik en Ay ——— . 
öt 08; 0% 0%, 0% Ka, 1%) 0%; O8 \(0°, 19) 


L Ola, ) | 


Nunmehr wählen wir die Richtung der Koordinatenachsen 0 x, derart, daß die 
Matrix All er im. Punkte x° die Diagonalform annimmt; dies ist möglich, 
da die Matrix symmetrisch ist. Sie ist außerdem noch positiv-definit, und 
folglich haben im oben gewählten Koordinatensystem die Beziehungen 


Ayla) >0, Aya)=0, jAk 
und 
02V 
u 
; 0x7 Ir, 0) 


m 
Lv = —- 3A 


(a, 1) 3-1 


>0 
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Gültigkeit. Andererseits finden wir 


Ivo=lbur tik ne ze<o, 


und aus dem erhaltenen Widerspruch folgt, daß (x°, 1%) « Qr ist. Sei jetzt 
(20, #0) e Or; dies bedeutet, daß #9 = T, x%e 2 gilt. Dann ist i% Randpunkt 
des Intervalls (0, 7) und x° innerer Punkt des Gebietes @. Die notwendigen 
Bedingungen für das Maximum im Punkte (z°, 1%) haben die Gestalt 


öv oV 0° 
—azd, ——0, cs 
öt Ö0% dx} 


k=1,2,...,m. 


Nach wie vor gilt 


6V 
Lv 


IC 7; 


ML 62 
iA >d. 
we) ji=ı 9% as, 


Ändererseits ist, wie auch oben, Lv < 0. Dieser neue Widerspruch zeigt, daß 
(#9, 19) € Or. 

Folglich liegt der Punkt (x°, {%), der der Vereinigung Qr U 2, angehören 
soll, weder in Qr noch in Q,. Aus diesem Widerspruch schließen wir, daß die 
Annahme u. < M falsch ist, mithin also u = M güt. Der Satz ist damit be- 
wiesen. 

Aus der Beweisführung ergibt sich, daß der Beweis für den Fall des Maxi- 
mums auch dann seine Gültigkeit behält, wenn die Gleichung Lu = 0 durch 
die Ungleichung Lu = 0 ersetzt wird. Deshalb gilt das folgende verschärfte . 
Maximumprinzip: 

: Satz 20.2.2. Die Funktion ulz, ti) gehöre dem Durchschnitt (1) an. Wenn 
Lu 0 überall in Q ist, so nimmt die Funktion u(x, i) ihr Maximum auf Q u Br 
an. Wenn aber Lu = 0 überall in Q ist, so nimmt die Funktion ux, t) ihr Mini- 
mum auf Q v Br an. 


$ 3. Das Caucnvsche Problem und die gemischte Aufgabe 


'In $2, Kap. 10, wurde gezeigt, daß man für die Wärmeleitungsgleichung nur 
einen der CaucHvschen Anfangswerte vorzugeben braucht. Das CAucHvsche 
Problem für die Wärmeleitungsgleichung (1.5) wird deshalb wie folgt gestellt: 
Es ist die Lösung dieser Gleichung für beliebige x e E„ und beliebiges t > 0 
zu finden, wenn der Wert dieser Lösung für t= 0 


u = PR), XEEm (1) 
bekannt ist. 

Das Caucthvsche Problem gestattet eine einfache physikalische Interpretation. 
Nehmen wir an, daß das. wärmeleitende Medium (welches im, allgemeinen in- 
homogen und anisotrop ist) den ganzen Raum ausfüllt. Weiter nehmen wir 
an, daß in diesem Medium Wärmequellen von der Intensität (bei geeigneter 
Wahl der Maßeinheiten) f(x, t) verteilt sind; die Intensität f(x, t) wird als be- 
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kannt vorausgesetzt. Schließlich sei zum Zeitpunkt # = 0 die Temperatur des 
Mediums in jedem Punkt bekannt. Das Cauc#vsche Problem besteht darin, 
die Temperatur in einem beliebigen Punkt des Mediums zu einem beliebigen 
Zeitpunkt, der auf den Anfangszeitpunkt folgt, zu bestimmen. 

Eine wichtige Rolle spielen die sogenannten gemischten Aufgaben, die wie 
folgt formuliert werden. 

Es sei 2 ein Gebiet des euklidischen Raumes F„ 
(Abb. 37), I’ sei sein Rand und B die Zylinderfläche 
mit der Leitlinie I, deren Erzeugenden zur t-Achse 
parallel sind; genauer gesagt, bezeichnen wir mit B 
den Teil dieser Fläche, für den # > 0 gilt. Die ge- 
mischte Aufgabe für die Gleichung (1.5) wird folgen- 
dermaßen. gestellt: Gesucht ist die Lösung dieser 
Gleichung, die im halbbeschränkten Gebiet des Rau- 

Abb. 37 mes der Veränderlichen &,, %,..., 2%, mit dem 
Band Q u B definiert ist; für Z = 0 soll diese 
Lösung der Cauc#Yschen Anfangsbedingung 


u = pa), vEeQ (2) 


und auf der Zylinderfläche B dieser oder jener Randbedingung genügen. 
Verschiedene Arten von Randbedingungen führen zu verschiedenen ge- 
mischten Aufgaben. 
Von größtem Interesse sind die folgenden drei Typen von Randbedingungen: 
1. die Randbedingung der ersten Randwertaufgabe 


us = y@ 8); (3) 
2. die Randbedingung der zweiten Randwertaufgabe 
ou i i 
Er GE cos (n, |, = ya, 8); (4) 
3. die Randbedingung der dritten Randwertaufgabe 
[4 ES c08 (N,%) + o(z, }) «| = ol, ). (5) 
0%, B 


In den Bedingungen (3) bis (5) sind y, x, w, o auf B vorgegebene und etwa 
stetige Funktionen; # ist die Normale zu [im Punkt «. 

Die hier aufgeführten gemischten Aufgaben gestatten eine physikalische 
Interpretation. In allen drei Fällen geht es um ein wärmeleitendes Medium, 
das im Raum ein Gebiet 2 ausfüllt. In diesem Medium sind Wärmequellen 
von der gegebenen Intensität f(x, £) verteilt; außerdem ist die Temperatur in 
jedem Punkt des Mediums zum Zeitpunkt t = 0 gegeben. Ferner wird eine 
gewisse Information über das Zusammenwirken des wärmeleitenden Mediums 
mit dem dieses umgebenden Medium als bekannt vorausgesetzt. Dieses Zu- 
sammenwirken wird durch die Oberfläche /' verwirklicht; die Information 
darüber wird in Gestalt einer Randbedingung formuliert. 
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Die Bedingung (3) bedeutet, daß die Temperatur in jedem Punkt des Randes I’ 
zu jedem beliebigen Zeitpunkt bekannt ist, der auf den Anfangszeitpunkt folgt. 
Eine solche Information kann man im Prinzip dann erhalten, wenn der Rand 
des wärmeleitenden Mediums für Beobachtungen zugängig ist. 

. Die linke Seite der Gleichung (4) ist der Intensität des Wärmeflusses durch 
eine kleine Umgebung des Punktes x €e I zum. Zeitpunkt t proportional. Somit 
bedeutet die Bedingung der zweiten Randwertaufgabe, daß in jedem Zeit- 
punkt, der auf den Anfangszeitpunkt folgt, der Wärmefluß durch den Rand 
des wärmeleitenden Mediums bekannt ist. 

In der Bedingung (5) der dritten Randwertaufgabe ist die Funktion w(z, t) 
der Temperatur des umgebenden Mediums im Punkt x zum Zeitpunkt i pro- 
portional; diese Bedingung beschreibt den Prozeß des Wärmeaustausches mit 
dem umgebenden Medium unter der Voraussetzung, daß die Temperatur des 
umgebenden Mediums bekannt ist. 

Die physikalische Seite der Aufgaben, die mit der Wärmeleitungsgleichung 
in Zusammenhang stehen, ist ausführlicher in [8] beleuchtet. 

Im weiteren werden wir nur eine der gemischten Aufgaben betrachten, und 
zwar die erste [Randbedingung (3)]. 


$ 4. Eindeuiigkeitssätze 


Satz 20.4.1. Die gemischte Aufgabe für die Wärmeleitungsgleichung 
(An )\= 18) ) 


Far?" 


hat unter den Anfangs- und Randbedingungen 


“lo m oz) ’ ve 2; ug — vlz, f) (2) 
in der Klasse 


C(2xI[0, ©0)) n 0&D(QxX(0, o0)) 08) 


höchstens eine Lösung. 

Beweis. Wir nehmen an, daß zwei Lösungen der Aufgabe (1), (2) existieren. 
Die Differenz w(x, it) dieser Lösungen genügt der homogenen Wärmeleitungs- 
gleichung (1.6) und gehört der Klasse (3) an. Nach dem Maximumprinzip 
nimmt die Funktion w(z, t) sowohl ihren größten als auch ihren kleinsten. Wert 
entweder in. Q oder auf der Zylinderfläche B an. Die Funktion w genügt aber 
noch den homogenen Anfangs- und Randbedingungen. 


wo=0, wel; w=0. 


Daraus folgt, daß sowohl der größte als auch der kleinste Wert der Funktion 
w(z, ti) gleich Null ist. Somit gilt in diesem Falle w(x, t) = 0, und beide Lö- 
sungen der Aufgabe (1), (2) stimmen überein. Damit ist der Satz bewiesen. 
Die Eindeutigkeit der Lösung des CavcHayschen Problems untersuchen wir 
für den einfachsten Fall, wo A,r = Ööj. ist, so daß der elliptische Ausdruck, 
der in die Wärmeleitungsgleichung eingeht, in den LArLAacr-Operator übergeht.’ 
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Satz 20.4.2. Die Gleichung 


Lu= —Au=fa, t) (4) 
besitzt in der Klasse 
C (Em x[0, 00)) n C®2 (E„x(0, 00)) (5) 


höchstens eine beschränkte Lösung, die der CaucHY-Bedingung 
uno = PR) 
mit der gegebenen Funktion (x) genügt. 


Beweis. Wenn zwei derartige Lösungen existieren, so genügt ihre Differenz 
o(x,t) dem homogenen CAucHYschen Problem 


EL, (6) 
öt 


wo = 0 M 


und gehört der Klasse (5) an. Sie ist beschränkt als Differenz zweier beschränk- 
ter Funktionen; möge jw(z, t)| < M sein. In der Ebene t = 0 (d.h. im eukli- 
dischen Raum Z,„) betrachten wir die Kugel D, mit dem Radius R und dem 
Mittelpunkt im Koordinatenursprung; die Kugeloberfläche dieser Kugel be- 
zeichnen. wir mit $;. Nunmehr konstruieren wir die Zylinderfläche mit der 
Leitlinie S;, deren Erzeugenden zur t-Achse parallel sind; den Teil der Zy- 
linderfläche, auf dem t > 0 gilt, bezeichnen wir mit B. Das Gebiet des Raumes 


(&, %9 - - -, %m, f) mit dem Rand D, uB bezeichnen wir wit Q@'). 
In unsere Betrachtungen führen wir die Hilfsfunktion 
eher ER we ya (8) 
R\") RB: 3m ’ ee k 


ein. Man überzeugt sich leicht davon, daß die Funktion v5 der homogenen 
Wärmeleitungsgleichung genügt. Weiter gilt 


2Mx«* 


m zZ 


Urlı-o = 
aus der Gleichung (7) folgt 
Url Z lwl l=o- 


Schließlich hat noch die Beziehung 
Gl tree M > |w||s 
Gültigkeit. Die letzten beiden Beziehungen bedeuten, daß 
vrlpzur Z \w| IDzuB 


gilt; folglich ist jede der Größen vr + w und vr — w auf Du B nicht negativ. 
Außerdem erfüllt jede dieser Größen die Gleichung (6). Nach dem Maximum- 


1) Die hier beschriebene Konstruktion entspricht der Abb. 37 (8. 350) für 2 = D,. 
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prinzip nimmt dann sowohl die Summe v; + w als auch die Differenz v; — w 
im abgeschlossenen Gebiet Q,, in dem x € 0,0 <t<T,T = const ist (Abb.'36), 
ihr Minimum auf D, u B an; außerdem sind. diese Minima nicht negativ. 

. Daraus folgt die Gültigkeit von 


„RR F-W>I, mR-w20, asSR, :>0. 


Somit wird für = R®, t>0 die Ungleichung — 9, Sw= vg oder, ‚was 
dasselbe ist, die Ungleichung 
2Mm|[ 
te a (a +) 

erfüllt. 

Wir fixieren beliebig x und ?, weiterhin strebe R— co. Aus der letzten 
Ungleichung folgt dann die Beziehung [w(, t)| = 0, d.h. wie, t) = 0. Damit 
ist der Satz bewiesen. " 


$5. Abstrakte Funktionen einer reellen Veränderlichen 


Wir sagen, daß auf einer Menge E der Zahlengeraden eine abstrakie Funktion 
u(t) mit Werten im. Raume X definiert ist, wenn jeder Zahl te E nach einer 
gewissen Vorschrift ein und nur ein Element «(t) e X zugeordnet wird. Im fol- 
genden werden wir voraussetzen, daß der Raum X ein BanacH-Raum ist. 

Im BanaAcha-Raum existieren zwei Arten von Konvergenz: die starke 
oder Normkonvergenz und die schwache Konvergenz. Dementsprechend 
kann man für abstrakte Funktionen einer reellen Veränderlichen den Begriff 
der starken und schwachen Stetigkeit, der starken und schwachen Ableitung 
usw. einführen. Unter Berücksichtigung der späteren Anwendungen beschrän- 
ken wir uns auf die Betrachtung der starken Stetigkeit und der starken Ab- 
leitung; das Wort „starke“ werden wir im folgenden weglassen. 

Eine abstrakte Funktion u(f) ist im Punkt t = t, stetig, wenn 

nn lat) — uto)lix — 0 
ist; sie ist stetig auf einer gewissen Menge von Werten i, wenn sie in jedem 
Punkt dieser Menge stetig ist. 
Eine abstrakte Funktion u(t) besitzt im Punkt t die Ableitung «‘(t), wenn 


utc+ ” _ ” wi) 


= 0 
B4 


lim 
h>0 


ist. Eine Funktion, die in einem gewissen Punkt eine Ableitung besitzt, heißt, 
wie üblich, differenzierbar in diesem Punkt. Es ist offensichtlich, daß eine in 
einem gewissen Punkt differenzierbare Funktion in diesem Punkt stetig ist. 
Auf natürliche Weise werden auch die höheren Ableitungen einer abstrakten 
Funktion definiert. 
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Im weiteren. spielt die Formel der Differentiation des Skalarproduktes eine 
wichtige Rolle: Wenn «{t) und v(t) abstrakte Funktionen mit Werten im HILBERT- 
Raum sind und wenn diese Funktionen im Punkt # differenzierbar sind, so gilt 


(u), v0) = (WO), vn) + (u, v@) - (a) 
In der Tat, wir erhalten 


(ut), 00) = lim — (u (& + A), v(e + R)) — (ul), v)] = 


h>0 h 
= im (+9 ZN 2) | (ui), erh )|; 


wenn wir zum Grenzwert unter dem. Zeichen des Skalarproduktes übergehen, 
so finden wir die Formel (1). 

Auf natürliche Weise wird auch der Begriff des Integrals einer abstrakten 
Funktion eingeführt. j 

Weiter unten werden wir uns folgender Bezeichnungen bedienen. Wir be- 
trachten abstrakte Funktionen, deren Werte einer gewissen Klasse von Objek- 
ten fl angehören, und diese Funktionen mögen auf der Menge E von Werten 
der Veränderlichen i stetig sein. Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir 
mit C(E; &). Wenn die genannten Funktionen auf E kmal stetig differenzier- 
bar sind, so werden wir die Menge dieser Funktionen mit C®(E, $) bezeichnen. 


$ 6. Die verallgemeinerte Lösung der gemischten Aufgabe 


Wir betrachten die gemischte Aufgabe für die 'Wärmeleitungsgleichung 


ou ö ou : 
e (Ane)=fnD, weQ, 1>0 a) 
mit der homogenen Randbedingung 


und der im allgemeinen inhomogenen Anfangsbedingung 
uo= pa), wel. (8) 


Das Gebiet Q werden wir als endlich, seinen Rand I’ als stückweise glatt vor- 
aussetzen. 

Wir nehmen an, daß die gesuchte Lösung u(x, #) der Klasse Ü (2 x[0, oo))n 

n O&D(Dx(0, &)) angehört. Bei festem ti > 0 bedeutet die Bedingung (2), daß 

uUr=0 (4) 

gilt, und man kann u(x, t) bei festem t als Element des Definitionsbereiches 


D(2) des Operators U des DieicrLerschen Problems für den elliptischen Diffe- 


rentialausdruck 
2 (4 2% ) xzeQ 
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auffassen. Um so mehr kann man es als Element des entsprechenden ener- 
getischen Raumes Hy auffassen. 

Die oben gestellte gemischte Aufgabe kann man auch anders formulieren, 
wenn man den Begriff der abstrakten Funktion benutzt. Die Funktion f(x, t) 
betrachten wir als abstrakte Funktion f(i) mit Werten in /,(2), die Funktion 
o(z) als Element des Raumes L,(2). Die gesuchte Funktion u(z, t) fassen wir 
schließlich als abstrakte Funktion (if) mit Werten in D(X) auf; die Werte dieser 
Funktion sind folglich gleichzeitig Elemente der beiden Räume L,(2) und Ay. 
Die Aufgabe (1)—-(3) ist damit auf folgendes abstrakte Cavcavsche Problem 
zurückgeführt worden: 

Es ist die abstrakte gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 


= +Xu=fl), 1>0 (5) 


mit der Anfangsbedingung 
ulm = P (6) 
zu integrieren. 

Nehmen wir an, daß die Gleichung (5), (6) eine Lösung besitzt. Wir wählen 
eine beliebige abstrakte Funktion n(£) mit Werten in //,, und multiplizieren beide 
Seiten der Gleichung (5) skalar (im Sinne der Metrik von L,(Q) mit n(t). Unter 
Benutzung der Definition des energetischen Produkts erhalten wir 


(F 2 ae 7) 


das Symbol X an. dem energetischen Produkt oder an der Norm lassen wir hier 
und im folgenden weg. 

.. Wenn umgekehrt u € O®’((0, 0); D(W)) gilt und diese Funktion die Gleichung 
(7) erfüllt, so genügt sie auch der Gleichung (5). In der Tat, wenn u € DA) ist, 
so gilt [u,n] = Au, n), und der Gleichung (7) kann man die Gestalt 


(+ Wu -2n)=0, VneHy 


geben. Weil die Elemente des Raumes Hy, eine in L,(Q2) dichte Menge bilden, 
finden wir 


du 


Die abstrakte Funktion u(t) werden. wir verallgemeinerte Lösung der gemisch- 
ten Aufgabe (1)—(3) nennen, wenn sie folgende Forderungen erfüllt: 

1. u(t) gehört den Klassen O(f0, 0); Z,(2)), C([0, ©); Hy) und O®((0, 00); 
L;(2)) gleichzeitig an, d.h., diese Funktion ist für {> 0 stetig und für 1 > 0 
stetig differenzierbar als abstrakte Funktion mit Werten in L,(2); gleichzeitig 
ist sie für # > 0 stetig als abstrakte Funktion mit Werten in Ay; 

2. u(t) genügt der Gleichung (7) für beliebiges 5 >> 0 und für eine beliebige 
abstrakte Funktion n(f) mit Werten in Ay; 
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3. u(i) genügt der Anfangsbedingung (6). 
Die letzte Forderung ist in folgendem Sinne zu verstehen: 


lim || 6) Bu) 0. 


i>0 


FACE 


Aus dem oben. Bewiesenen folgt, daß die verallgemeinerte Lösung u(f) auch 
gewöhnliche Lösung ist, wenn für beliebiges t > 0 die Funktion «(f) Element 
von D(X) ist und wenn u(z, t) — o(x) nieht nur in der Metrik von 2,(2), sondern 

t>0 


auch noch gleichmäßig konvergiert. 

Satz 20.6.1. Die verallgemeinerte Lösung der gemischten Aufgabe für die 
Wärmeleitungsgleichung ist eindeutig. 

Beweis. Es mögen zwei Funktionen existieren, die der Gleichung (7) und 
der Anfangsbedingung (6) genügen. Ihre Differenz, die wir mit w(t) bezeichnen, 
genügt der Gleichung 


d 
(Fn)- bo, n] = 0 (8) 

und der Anfangsbedingung 
ul. 9) 


Nachdem wir in der Gleichung (8) n = w gesetzt haben, erhalten wir unter 
Benutzung der Formel (5.1) die Beziehung 


al? +2]oPp=0- 


Daraus ist ersichtlich, daß - eo) = 0 ist; folglich nimmt die reelle Funktion 


fw(t)||? bei wachsendem # nicht zu. Aber nach der Beziehung (9) finden wir 
[w(0)|? = 0. Daraus ergibt sich |[w(i)]? = 0 für 1>0. Damit ist der Satz 
bewiesen. 


KAPITEL 21 


DIE WELLENGLEICHUNG 


$1. Der Begriif der Wellengleichung 


Wellengleichung nennt man eine Gleichung zweiter Ordnung der Gestalt 
u u öu 
a A,r(t, £) Gay den + Ayla, i) EI +Aßt)u=fle,i), (1) 
“ für die die Matrix der Koeffizienten A,, positiv-definit ist. Die Koeffizienten- 
matrix des Hauptteils der Gleichung (1) hat die Gestalt 


Ar wre ne ee 

— Ay — Ay E As 0 
re (2) 

An reig na ei 
0 3) ei 0 l 


Einer der Eigenwerte der Matrix (2) ist gleich 1, die anderen stimmen mit den 
Eigenwerten der Matrix — ||A;.|| überein und sind folglich negativ. Daraus 
folgt, daß die Wellengleichung zum T’yp (m, 1, 0), d. h. zum hyperbolischen Typ 
gehört. 

Die Charakteristikengleichung der Wellengleichung hat die Gestalt ' 

80\2 00 do ; 
Emo. & 
Gleichung (1) besitzt wie jede andere hyperbolische Gleichung auch reelle 
Charakteristiken. Wie man leicht nachweisen kann, genügt die Funktion 
oz, ) = # nicht der Gleichung (3). Deshalb sind die Ebenen t = const keine 
tharakteristischen Flächen der Wellengleichung, und man kann folglich für 
t = const beide CaucHvYschen Anfangswerte vorgeben. 

Wir betrachten weiter unten die etwas speziellere Wellengleichung 


u P] ou 
j EZ 02, (An ee) iz, 2) : . (4) 


Physikalisch gesehen beschreibt die Gleichung (4) kleine Schwingungen eines 
Mediums unter Einwirkung stetig verteilter Quellen, deren Intensität der Größe 
fi, ) proportional ist. Im allgemeinen Fall ist das schwingende Medium inho- 
mogen und anisotrop, und seine physikalischen Eigenschaften ändern sich mit 
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der Zeit. Wenn die Eigenschaften des Mediums in der Zeit unveränderlich sind, 
dann hängen die Koeffizienten A,, nicht von tab. Im weiteren werden wir nur 
diesen Fall betrachten. Wenn das Medium homogen ist, so gilt A,, = const. 

- In diesem Fall kann man die Matrix ||A, „|| durch eine geeignete affine Koordi- 
natentransformation in die Einheitsmatrix überführen. Wir erhalten dann die 
einfachste Gestalt einer Wellengleichung 


= — Au fle,i). (5) 


Für physikalische Anwendungen ist die etwas kompliziertere Gleichung 


= — a? Au = fie, i) a? — const , (6) 
von großem Interesse. 

Wir weisen darauf hin, daß die Gleichung (6) die Gestalt (5) annimmt, wenn | 
man die Zeiteinheit ändert, d.h., wenn man die Transformation # = at vor- 
nimmt. 

Wie bereits bemerkt, nehmen wir an, daß in Gleichung (4) die Koeffizienten 
A;» nicht von der Zeit abhängen. Außerdem setzen wir voraus, daß diese 
Koeffizienten stetig differenzierbar sind und die Matrix ||A;.|| nicht entartet. 


$ 2. Die gemischte Aufgabe und ihre veraligemeinerte Lösung 


Die Problemstellung der gemischten Aufgabe für die Wellengleichung ist 
mit der der gemischten Aufgabe für die Wärmeleitungsgleichung eng verwandt. 

“Wir formulieren diese Aufgabe ausführlicher. In der Ebene t = 0 (d.h. im 
Raume E,„) ist ein endliches Gebiet 2 mit dem stückweise glatten Rand I' 
gegeben. Im Gebiet Q der Abb. 37 (Seite 350) ist die Lösung der Wellenglei- 
chung 


ie (An) E) — fa, (Ü) 


Far 77 d 


zu ermitteln, die den Anfangsbedingungen 
ö 
DEE IC nt To @) 


und einer der unten aufgezählten Randbedingungen genügt: 


ua=yei) _ (3) 
(erste Aufgabe) ; 
[An cos (n, 2] = la, i) (4) 
0% B 
(zweite Aufgabe); \ 
(Are cos (n, %) + ol, i) 2 — w(®, 7) (5) 
0% B 
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(dritte ati, Es sind. natürlich auch andere Arten von Randbedingungen 
möglich. 
Im folgenden beschränken wir uns auf den Fall der ersten Aufgabe mit der 
homogenen Randbedingung 
uz=0. (6) 


Wie für die Wärmeleitungsgleichung kann man die gemischte Aufgabe für die 
Wellengleichung ebenfalls in Operatorform formulieren. Vorläufig nehmen wir 
an, daß die Lösung (x, t) der gemischten Aufgabe der Klasse 


(2x0, &)) n 0®2 (Q x (0, oo)) 


angehört. Dann kann man diese Lösung als abstrakte Funktion «(f) mit Werten 
in D(W) auffassen, wobei X der Operator des Dricnuetschen Problems ist; 
diese Funktion hat zwei stetige Ableitungen im Intervall (0, 00). Die Funktion 
{z, t) betrachten wir als abstrakte Funktion mit Werten in L,(2). Schließlich 
nehmen wir an, daß die Funktion o,(x) ein Element p, des energetischen Raumes 
Hy und die Funktion o,(z) ein Element o, des Raumes L,(2) ist. Jetzt kann 
man die gemischte Aufgabe für die Gleichung (1) mit den Anfangsbedingungen 
(2) und der Randbedingung (6) als CaucHvsches Problem für die abstrakte 
gewöhnliche a zweiter Ordnung 


MM +Uu=fl) 0) 
mit den Anfangsbedingungen 
u) = 9; Wwl0) = Q (8) 
auffassen. 
Es sei »(t) eine beliebige Funktion, die dem Durchschnitt 
K = C((0, 00); Hy) n C®((0, 00); Lx(2)) (9) 


angehört. Beide Seiten der Gleichung (7) multiplizieren wir skalar (in der Metrik 
von L,(2)) mit der Funktion n(t) 


(0) + Out), mo) = (10.7 0) 


und erhalten dann?) 


d’u(t) 
% 


70) + [un] = (fm), ner. (10) 


Die Identität (10) könnte für die Definition der verallgemeinerten Lösung 
benutzt werden. Dies ist jedoch nicht zweckmäßig, da eine solche verallge- 
meinerte Lösung eine zweite Ableitung nach i besitzen müßte. Deshalb ver- 
fahren wir folgendermaßen. Wir wählen einen beliebigen Zeitpunkt T>0 
und fordern, daß n(T) = 0 ist. Nunmehr integrieren wir beide Seiten der 


1) Das Symbol X an dem energetischen Produkt oder an ı der Norm lassen wir hier und 
im folgenden weg. 
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Beziehung (10) nach t über das Intervall (0, 7). Nach der Formel (5.1) von 
Kap. 20 gilt die Beziehung 


Buft) 4 [duft) _f du) dnk) 
( di? 7) = dt 7) ( di’ d )- 


.n Benutzung der euer r(T) = 0 und w’(0) = o, finden wir 
T 


-f (m a + i [ud mn] dt — (p 10) = [ IO.W) dt, ne Kr. 
0) 1) (13) 


Mit Kr, bezeichnen wir hier die Klasse der Funktionen y(t) eK mit (7) =0. 


Beziehung (11) benutzen wir nun, um den Begriff der verallgemeinerten Lösung 
einzuführen. 


Wir nennen die abstrakte Funktion u(t) verallgemeinerte Lösung der ge- 
mischten Aufgabe (1), (2), (6), wenn gilt: 
1.vweK; 
2. u(0) = 9, wobei diese Gleichheit in folgendem Sinne zu verstehen ist: 
lim [u(f) — Q0| = 0; 
{0 
3. u(f) genügt der Beziehung (11), in der n(t) eine beliebige Funktion der 
Klasse K, ist. 
Man überzeugt sich leicht davon, daß eine dem Durchschnitt 
cd (fO, 00); DM) n C@((0, 0); DW) 
angehörende verallgemeinerte Lösung auch eine gewöhnliche Lösung der ge- 
mischten Aufgabe für die Wellengleichung ist. 


Satz 21.2.1. Die gemischte Aufgabe für die Wellengleichung hat höchstens 
eine verallgemeimerte Lösung. 


Beweis. Die Differenz w(t) zweier genen Lösungen ein und der- 


selben gemischten Aufgabe für die Wellengleichung (1) ist ein Element der 
Klasse K, das der Beziehung 


T 
aa f Wen@ld=0, VneKn (12) 


und der Kinn 


w(0) = 0 (13) 
genügt. In der Beziehung (12) setzen wir 
. 
nt) = [ wie) de. (14) 
t 
Dies ist möglich, weil dabei offensichtlich »; e Kr gilt. Aus Formel (14) folgt 
vl)= — u ‚und wir erhalten 


T T ; 
nt) dnt) dnkt) = 
is | a | 2 20] di =0. (15) 
0 0 
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Weiter ergibt sich 


(FB et a e\_ | _ 1 d IhetIi? 
da ’ d 2 d\d’ d 2 | d 2 di ’ 
dat) Be: _1d 
I ICE 20 


Wenn wir diese Ausdrücke in (15) einsetzen, so finden. wir 
It — toi? — Im) P + mod P = 0. 
Aus w(0) = 0, n(T) = 0 folgt dann die Gültigkeit der Beziehung 
oz? + ]7OP=0- 


Somit gilt w(T) — 0. Da T beliebig gewählt worden war, ist die Behauptung 
bewiesen. 


$3. Die Wellengleichung mit konstanten Koeffizienten. 
Das CaucHvsche Problem. Der charakteristische Kegel 


Im vorliegenden Kapitel betrachten wir im weiteren die Wellengleichung in. 

ihrer einfachsten Gestalt 
u 
= Au=fie,). Ü) 

Wie wir im Paragraphen 1 gefunden haben, ist die Fläche # = 0 für die Glei- 
chung (1) keine charakteristische Fläche. Das CAvcaysche Problem für diese 
Gleichung wird wie folgt gestellt: Für beliebiges x € E„ und beliebiges # > 0 ist 
die Lösung der Gleichung (1) zu ermitteln, die den Anfangsbedingungen 

up, | pe) ) 
i=0 
genügt. 

Ein wichtiges Instrument für die Untersuchung und die Lösung des CAUCHY- 
schen Problems für die Wellengleichung ist der sogenannte charakteristische 
Kegel. 

Wir nehmen einen gewissen Punkt (z,,i,) und betrachten die durch die 
Gleichung 

u-i=r, r=®— il (8) 
definierte Fläche. Es ist der untere Mantel des Doppelkegels mit der Spitze 
im Punkte (x,, i,), dessen Achse zur $-Achse parallel ist. Man erkennt leicht, 
daß die Fläche (3) eine charakteristische Fläche für die Wellengleichung (1) 
ist. In der Tat, wenn wir o(&, t) = ig — I — r setzen, so können wir die Gleichung 
(3) in der Gestalt o(z, it) = 0 schreiben. Die Charakteristikengleichung für die 
Gleichung (1) hat die Gestalt 
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Im gegebenen Falle erhalten wir zunächst 


Im 1 80... or _ % — po 
öt ’ da 0% r 


wobei &;, die k-te Koordinate des Punktes x, ist. Nunmehr ergibt sich offenbar 


8@\2 "om \2 1, 8 
BB] innen 


B=ı \ 0% 


Der Kegel (3) heißt charakteristischer Kegel der Wellengleichung. 

Wir ermitteln jetzt die Richtung der äußeren Normalen n des charakteristi- 
schen Kegels (Abb. 38). Die äußere Normale bildet mit der t-Achse einen spitzen 
Winkel, und der Kosinüs dieses Winkels ist positiv. Eine 
bekannte Formel aus der Differentialgeometrie liefert :: 


alt ig} 


00 


cos (n, f) = = - _ (6) 


er 


Daraus folgt noch eine weitere Beziehung: 


Ki 
I cos?(n,&%) = 1 — co? (n,d) = 2. 
Abb. 38 k=1 2 


(6) 


$4. Der Eindeutigkeitssatz für das Cauckvsche Problem. 
Das Abhängigkeitsgebiet. 


Satz 21.4.1. In einer gewissen abgeschlossenen Kugel x — s? = des 
Raumes E,„ mögen die Anfangswerte zweier CaucHYscher Probleme für die Wellen- 
gleichung (3.1) zusammenfallen. Wenn beide Probleme Lösungen besitzen, die 
zusammen mü ihren Ableitungen ersier und zweiter Ordnung stefig sind, dann 
stimmen diese Lösungen für > 0 im Inneren und auf dem Rand des charak- 
teristischen Kegels mit der Spitze in (&,, I) überein. 

Beweis. Die Differenz w(x, t) der Lösungen der beiden im Satz erwähnten 
CAvcHvschen Probleme genügt der homogenen Wellengleichung 

02 


a du 0 (1) 


sowie Anfangsbedingungen der Gestalt 


PX) 


2 =09, k-nlSh. (2) 


i=0 


w|-o =6, 


Die Werte von w|;_, und | außerhalb der Kugel | — xz,?=% sind für 
t=0 


die weiteren Überlegungen nicht von Interesse. 


7 
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Wir betrachten. das Gebiet. D des Raumes (&, %, - - - , u, ), das durch die 
Ebene £ = 0 und den charakteristischen Kegel i, — ti = |a® — x,| begrenzt wird 
(Abb. 39). Innerhalb oder auf dem. Rand dieses Gebietes fixieren wir einen 
beliebigen Punkt (&, i) und konstruieren einen neuen. alzptr} 
charakteristischen Kegel t — i=|® —z|. Mit D be- 
zeichnen. wir das durch die Ebene t = 0 und den neuen 
Kegel begrenzte Gebiet. Der Wichtigkeit halber sei 
bemerkt, daß das Gebiet D in der Ebene t = 0 durch 
die Kugel |x — 2 s Z begrenzt wird, die ein Teil 
der ursprünglichen Kugel |e — x, =t, ist. Daraus 
folgt für die neue Kugel die Gültigkeit der Beziehun- 
gen (2). 

Beide Seiten der Gleichung (1) multiplizieren wir mit 


und integrieren das Ergebnis über das Gebiet D. 


Unter Benutzung der offensichtlichen Identitäten 
re sw dw d (& =) le 


ö et 0x 0x \ O6 88% 


ot 08° 2.0 


sowie des Gaussschen Integralsatzes erhalten wir 


Je) )ea-3 l() 2 +2 (Ge) |» = 


D SUK 


“dw dw 
—2 z a cos (n, zo) dS=0. (3) 


Mit 8 bezeichnen wir hier die Kugel |e — 2] s t, mit K den charakteristischen 
Kegel i — ti = |ve — &| und mit dS das Flächenelement auf dem Rand SU K 
des Gebietes D. Infolge der Bedingungen (2) sind in der Kugel $ die Gleichungen 


= =0unddw=0 erfüllt. es die letzte Gleichung nach x, differenziert, 
so erhält man außerdem noch =0,k=1,2, ‚m. Im mittleren Glied 
E77 


der Gleichung (3) verschwindet en Integral über $, und es ergibt sich die ein- 
Tachere Gleichung 


Ow \2 now now dw 
Ale) +2 ( Io (n,t) — 2 Zu 3 cos (n, 2) dS=0. 
& 


Wir mutliplizieren nun beide Seiten der letzten Gleichung mit der Konstanten 


= cos (n, i) und schreiben diese unter das Integralzeichen. Unter Be- 


nutzung der Beziehung (3.6) finden wir 


jı 5 e Co8 (N, 2) — — cos (n, of dsS=d. 
Z ke il 
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Hieraus folgt die Gültigkeit von 
ow [Ü c 
a) nt, k=1,2,...,m, 


auf dem Kegel K; somit gilt 

27 sw ow 

Ge :c08 (n,,) = +: a : 008 (N, Im) = : cos (n, £) 
Diese Gleichungen bedeuten, daß auf dem Kegel K der Vektor grad w zur 
Normalen parallel ist. 

Es sei (x, t) ein beliebiger Punkt auf dem Kegel X und l eine Erzeugende, die 

durch (z, t) hindurchgeht. Offensichtlich steht der Vektor grad w senkrecht auf. 
In diesem Falle gilt 


I- = Pyngradw=0. 


Folglich ist w — const längs jeder beliebigen Erzeugenden des Kegels K. Insbe- 
sondere fällt der Wert von w in der Spitze (%, D) mit dem Wert von w in dem 
Punkt der Erzeugenden zusammen, der in der Ebene i = 0 liegt. Nach den 
Bedingungen (2) ist in diesem Punkt w = 0. Daraus folgt w(x, i) = 0. Da der 
Punkt (#, t) in D beliebig gewählt worden war, ergibt sich w&, ) = 0, (w,t) e D. 
Somit ist der Satz bewiesen. 
Der Satz 21.4.1 bleibt auch dann richtig, wenn zwei Wellengleichungen der 
Gestalt (1) betrachtet werden, deren rechte Seiten im Gebiet D übereinstimmen. 
Es sei u(z, t) die Lösung des CavcHvschen Problems für die Gleichung (1); 
die rechte Seite f(x, t) dieser Gleichung sei fest. Wie aus dem Satz des vor- 
liegenden Paragraphen hervorgeht, wird. der Wert der Funktion u in einem 
beliebigen Punkt (x,, i,) allein durch die Werte der Anfangsfunktionen in der 
Kugel |® — &,| Zt, bestimmt. Diese Kugel wird das Abhängigkeitsgebiet für 
den Punkt (x,, i,) genannt. 
Wenn man statt der Gleichung (1) die Gleichung 
u 
a2 
betrachtet, dann ist die Kugel |x — x,| Sat, das Abhängigkeitsgebiet für den 
Punkt (x, bo)- 


— a2 Au = fie, i) 


$5. Die Erscheinung der Wellenausbreitung 


Aus dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Eindeutigkeitssatz ergeben 
sich einige Folgerungen physikalischen Charakters, die wir hier kurz streifen 
wollen. 

Wir betrachten die homogene Wellengleichung 

02u 


a PAu=0, a = const, (03) 
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mit den Anfangsbedingungen 
ul=o = PR) ; = = al), wEeEn. (2) 
1=0 
Wir nehmen an, daß die Anfangswerte g,(x) und @,(x) außerhalb eines gewissen 
endlichen Gebietes D < E,„ verschwinden (Abb. 40); im Inneren dieses Gebietes 
werden die Anfangswerte im allgemeinen als von Null verschieden vorausgesetzt. 
Weiter nehmen wir an, daß das hier gestellte Cauchvsche Problem lösbar ist. 
Wir fixieren einen beliebigen Punkt x, € Em, der außerhalb des Gebietes D ‚liegt. 
Im. Anfangsmoment ist, wie aus den Anfangs- 
bedingungen ersichtlich, der Wert von u im 
Punkt x, gleich Null; in diesem Moment 
befindet sich der Punkt x, im Ruhezustand. 
Nun betrachten wir einen zum Anfangs- 
moment genügend nahen Zeitpunkt t,, und 
zwar sei 


{) 
Oz 
wobei ö die kürzeste Entfernung.des Punktes 
%, zum. Rand des Gebietes D ist. Das Ab- 
hängigkeitsgebiet für den Punkt x, zum 
Zeitpunkt t, — die Kugel vom. Radius a ti, mit dem Mittelpunkt in x, — und 
das Gebiet D sind durchschnittsfremd. In diesem Falle verschwinden also die 
Anfangswerte im Abhängigkeitsgebiet des Punktes x,. Nach dem Satz des vorigen 
Paragraphen ist w(z,, £,) = 0, und der Punkt x, verbleibt zum Zeitpunkt i, im 


Ruhezustand, solange i, < > gilt. 


Es sei nun i, > an Der Durchschnitt des Abhängigkeitsgebietes mit dem. 


Gebiet .D ist nicht leer (in Abb. 41 ist dieser Durchschnitt schraffiert dargestellt); 
in diesem Gebiet sind die Anfangswerte von 
‘Null verschieden, und es gilt im allgemeinen 
U bo) #0. Somit kann man den Zeitpunkt 


= 2 als den Zeitpunkt ansehen, in dem die 


Erregung den Punkt x, erreicht. Bis zu diesem 
Zeitpunkt befindet sich der erwähnte Punkt im 
Ruhezustand, nach diesem im Zustand der Er- 
regung. 

Ohne große Schwierigkeiten kann man auch 
auf folgende Frage antworten: Welche Gebiete 
befinden sich zu einem gegebenen Zeitpunkt t,, 
im Zustand der Ruhe bzw. der Erregung ? 

Sei I’ der Rand des Gebietes D, in dem die Erregung im. Anfangsmoment her- 
vorgerufen wurde. Um jeden Punkt des Randes I’ beschreiben wir eine Kugel 


Abb. 41 
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mit dem Radius at,. Die Einhüllende 7, dieser Kugeln (genauer gesagt, der 

geometrische Ort aller Punkte, die außerhalb D liegen und deren Abstand zu I' 

@ t, beträgt) grenzt das sich im Ruhezustand befindliche Gebiet von dem Gebiet 

ab, dessen Punkte sich im. allgemeinen im Zustand 

Tin der Erregung befinden (Abb. 42). Die Fläche I), nennt 

man vordere Wellenfront. Welle nennt man den Prozeß 

der Erregungsausbreitung. Offensichtlich breitet sich 

die Erregung mit der Geschwindigkeit a in Richtung 
der Normalen von I’ aus. 

Bemerkung. Wenn die Dimension des Raumes ungerade 
und größer Eins ist, dann. wird im homogenen Medium unter 
gewissen Bedingungen die sogenannte hintere Wellenfrönt 
beobachtet: Die Erregung verschwindet in jedem Punkt 


Abb. 42 nach einer gewissen Zeit. Wir kehren zu dieser Frage in 
Kap. 24 zurück. 


$ 6. Die verallgemeinerte Lösung des Caucavschen Problems 


Die in $3 formulierte Aufgabenstellung für das Cavcavsche Problem der Wellenglei- 
chung setzt voraus, daß für. die gesuchte Funktion. wenigstens jene Ableitungen existieren, 
die in die Differentialgleichung eingehen. Unter bekannten Voraussetzungen tritt. dieser 
Fall auch tatsächlich ein. S. L. SoBoLzw zeigte, daß die Lösung des Cavorvschen Pro- 
blems für die homogene Wellengleichung zusammen mit ihren Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung einschließlich stetig ist, wenn der Anfangswert p,(x) zusammen mit seinen ‘Ablei- 


tungen bis zur Ordnung 5 -+ 3 einschließlich und die Funktion o,(z) zusammen mitihren 


Ableitungen bis zur Ordnung > + 2 einschließlich stetig sind. Wenn m = 5 ist, dann 


können die erwähnten Anzahlen der existierenden Ableitungen für p,(x) und 9,(&) im allge- 
meinen nicht verringert werden. Für m = 1, 2, 3 kann man diese Regularitätsforderungen 
für die Anfangsfunktionen abschwächen. So kann man sich leicht davon überzeugen, daß 
die Funktion!) 


1 
ux, ti) = rc, Bat) — N] 6) 
Lösung des Cauc#Hyschen Problems für die Saitenschwingungsgleichung 
j j ou u 
zen il 2 
08? 00° er 
mit den Anfangsbedingungen 
OU 
a0 =p@), —| =0 8) 
% \i=0 


ist. 

Offenbar ist in. diesem Fall die Lösung (x, i) zusammen mit ihren Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung stetig, wenn die zweite Ableitung 9”(x) existiert. Aus physikalischen 
Betrachtungen folgt allerdings die Forderung nach der Existenz der zweiten Ableitung (x) 
nicht. In der Tat, die Bedingungen (3) bedeuten, daß die Saite im Anfangsmoment aus dem 


!) Ausführlicher s. $ 7, Kap. 24. 
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Gleichgewicht gebracht wurde, nachdem man ihr eine anfängliche Abweichung 9,(x), 
jedoch keine Anfangsgeschwindigkeit erteilt hatte. Die Graphik der Funktion u = 9,2) 
gibt die Gestalt der Saite im Anfangsmoment wieder. 

Nehmen wir an, daß die Graphik der Funktion p,(x) durch den in Abb. 43 dargestellten 
Polygonzug gegeben wird. Diese Funktion besitzt in den drei Punkten x = —1, 0, 1 nicht 
einmal die ersten Ableitungen. Ungeachtet dessen ist die Aufgabenstellung über die Schwin- 
gungen der Saite mit einer derartigen anfänglichen Gestalt sinnvoll, und die Lösung dieser 
Aufgabe wird durch dieselbe Formel (1) gegeben: Die Gestalt der Saite zu Zeitpunkten, 
deren Abstände zum Anfangsmoment nicht allzu klein sind, wirdin Abb. 44 veranschaulicht. 


0 
Abb. 43 Abb. 44 
Offenbar existieren für die Funktion (1) in Werten der Veränderlichen, die durch die 
Beziehungen e +t= —1,0,1 verknüpft sind, weder die zweiten noch die ersten Ablei- 
tungen. 


. „Es entsteht also die Notwendigkeit, die verallgemeinerte Lösung des Cauc#vschen Pro- 
blems in die Betrachtung einzuführen. Mit derartigen Verallgemeinerungen sind: wir 
bisher in diesem Buch nicht nur einmal in Berührung gekommen. Zunächst geben wir die 
"Definition der verallgemeinerten Lösung einer Differentialgleichung. 

Es sei L ein linearer Differentialausdruck, etwa zweiter Ordnung, und M der u L 
formal adjungierte Differentialausdruck. 

Die Funktion u e CO(Q) genüge im endlichen Gebiet Q der Gleichung 


Lu=fle), (4) 


mit x ist hier die Gesamtheit aller unabhängigen Veränderlichen bezeichnet. Ferner gelte 
Dia) e MD) ($ 1, Kap. 2). Aufdie Funktionen u(x) und ®(x) wenden wir die GREENsche 
Formel an (Formel (6.4) von Kap. 10). Dabei verschwindet das Integral über die Ober- 
fläche, da die Funktion ®(x) zusammen mit ihren Ableitungen auf dem Rand des Gebietes 2 
gleich Null ist, und wir erhalten die Beziehung 


SuM Bdx= Sfdde, VDEMUR). (5) 
Q2 2 


Man weist leicht nach, daß eine Funktion v € C@(2), die die Beziehung (5) erfüllt, auch 
der Gleichung (4) genügt. 

Wir führen folgende Definition ein: Die Funktion u(x), die in Q summierbar ist und der 
Gleichung (5) genügt, nennt man verallgemeinerte Lösung der Gleichung (4). 

Man überzeugt sich leicht davon, daß die in diesem Buch früher eingeführten Begriffe 
der verallgemeinerten Lösungen für verschiedene Aufgaben mit der eben gegebenen 
Definition in Einklang stehen. Entsprechend dieser Definition. nennen wir die Funktion 
u(x, t) verallgemeinerte Lösung der Wellengleichung 


ou 


Du Adu= fa) (6) 
im Halbraum t > 0, wenn in jedem endlichen Gebiet D, das die Variablen x,,... ; 2, & 
durchlaufen, diese Funktion summierbar ist und die Beziehung 
Se U Bdad= SfDdaedt, DEMEID) (7) 
D D 


erfüllt. 
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Jetzt führen. wir den Begriff der verallgemeinerten Lösung für das CAucHysche Problem 
ein. Neben Gleichung (6) seien.noch die Anfangsbedingungen 


ulm, | pie) (s) 
i t=0 
gegeben. 
Die Funktion (x, t) nennen wir verallgemeinerte Lösung des CavcHYschen Problems (6), 
(8), wenn diese Funktion 
1. verallgemeinerte Lösung der Gleichung (6) ist; 
2. quadratisch summierbar ist und in jedem endlichen Gebiet, das die Veränderlichen 


%s.:+>%m, durchlaufen, quadratisch summierbare verallgemeinerte erste Ableitungen 
besitzt; 
3. in jedem endlichen Gebiet 2, das die Variablen &,, 2, . . - , &m, durchlaufen, der Grenz- 
wertbeziehung : 
F ” T oule, £) dp, 12 oulz, t) 2 
lim ul, t 2 4 ! 63 da = 0 9 
Im [ Itu, - mr + 2 [9 - el + ne] har @) 
2 
genügt. 


In der hier gegebenen Definition muß man noch fordern, daß in jedem endlichen Gebiet 
Qc Em die Anfangswerte p,(x) und 9,(x) quadratisch summierbar sind und die Funktion 
Y(2) quadratisch summierbare verallgemeinerte erste Ableitungen besitzt. 

Ausführlicher kann man über die verallgemeinerte Lösung der Wellengleichung in dem 
Buch von 8. L. SopoLew [7] nachlesen. Die Definition der verallgemeinerten Lösung für 
eine Randwertaufgabe wurde in dem Buch von O. A. LADYSHENSKAJA [3] gegeben. 


KAPITEL 22 


DIE FOURIERSCHE METHODE 


Ihrem Wesen nach ist die Fourzersche Methode eine Lösungsmethode für 
gemischte Aufgaben und CauoHvsche Probleme, die sich auf die Benutzung 
von Spektraleigenschaften des in die Gleichung eingehenden elliptischen Opera- 
tors stützt. In den klassischen Arbeiten von FOURIER und seinen Nachfolgern 
wurde die Fovrisrsche Methode mit der Trennung der Variablen in der Diffe- 
rentialgleichung in Zusammenhang gebracht; letztere Methode wurde in 83, 
Kap. 15, benutzt. In diesem Kapitel wird auf der Grundlage der Fourrerschen 
Methode die Lösung der gemischten Aufgaben für die Wärmeleitungs- und 
Wellengleichung gegeben. 


$1. Die Fourıersche Methode für die Wärmeleitungsgleiehung 


Im vorliegenden Paragraphen wird eine Methode zur Konstruktion der verall- 
gemeinerten Lösung für die gemischte Aufgabe der Wärmeleitungsgleichung 
gegeben; daraus erhalten wir als Folgerung den Beweis für die Existenz dieser 
Lösung. Der Begriff der verallgemeinerten Lösung und der Beweis ihrer Ein- 
deutigkeit wurde in $ 6, Kap. 20, gegeben. Wir erinnern, daß die verallgemeinerte 
Lösung im vorliegenden Fall eine abstrakte Funktion von t der Klasse 

©(f0, 00); Lx(2)) n C((0, 00), Hy) n C®((0, 0); L,(2)) 


ist, die der Beziehung 
(mo) ) + Lade) Melle = (ft, 00) @ 
und der Anfangsbedingung - 
10) = p (2) 
genügt. 

Hierbei ist U der Operator des DIRICHLETschen. Problems (vgl. $2, Kap. 14) 
für das endliche Gebiet 2 c E,„ mit einem stückweise glatten Rand TI’; n(t) ist 
eine beliebige abstrakte Funktion von # mit Werten im energetischen Raum Ay 
und p ein Element des Raumes 2,(2). Die Funktion. f({f) ist. schließlich eine 
abstrakte Funktion von # mit Werten in ZL,(2); wir nehmen an, daß sie zur 
Klasse C®([0, 00); L,(Q)) gehört. 
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Es existiere die Lösung uff) = u(z, t) der Aufgabe (1), (2). Für beliebiges 
> 0 ist diese ein Element des Raumes Z2,(2), und man kann sie nach jedem 
in Z,(2) vollständigen und orthonormierten System in eine Fovrızr-Reihe 
entwickeln, d. h. also auch nach dem System der Eigenelemente des Operators U. 
Wir bezeichnen diese Elemente mit u, = u„(x), die ihnen entsprechenden Eigen- 
. werte mit A,„. Wenn wir die Bezeichnung 


(u), %n) = cl) (3) 


vornehmen, so ergibt sich 
ul) = % lt) un - (4) 
n=1 


Die Aufgabe wird somit auf die Berechnung der Koeffizienten c,„(t) zurückge- 
führt. Dazu setzen wir in der Beziehung (1) y(t) = u,.. Das Element «, hängt 
nicht von t ab, und nach der Formel s 1) aus Kap. 20 finden wir 


u) Lu), u) = ci. 


Nach Definition der eg Eigenfunktion (vgl. Formel (3.2), 
Kap. 6) gilt 


(SC), u) = Falk) (5) 


Indem wir 


setzen, erhalten wir schließlich 
ct) + An cut) = Fall) . (6) 


Das ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit reellwertigen 
Funktionen: der gegebenen Funktion f;(f) und der gesuchten Funktion c,(t). Das 
allgemeine Integral dieser Gleichung hat die Gestalt 


[7 
ft) = er! [% + f etw? fur) ir ; 0, = const. 
ö 


Aus den Formeln (2) und (3) ergibt sich für die Gleichung (6) die Anfangsbedin- 
gung 

j (0) = (9, un) . 
Daraus folgt 0, = (9, u,) und 


er) = (p; un) er + f ee Fulr) de. (7) 
I) 


Es genügt jetzt (7) in die Formel (4) einzusetzen, und wir kommen zu folgen- 
dem Schluß: Wenn die gemischte Aufgabe (1), (2) für die Wärmeleitungs- 
gleichung eine verallgemeinerte Lösung besitzt, so ist diese als Reibe 

co [e >} e 
uw, i) = 3 (P, Un) en’ una) + Unla) [ent m fake) dr (8) 
n=1 n=1 6 
darstellbar. 
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Daraus erhalten wir, nebenbei bemerkt, noch einmal die bereits in $6, 
Kap. 20, bewiesene Eindeutigkeit der verallgemeinerten Lösung. 


$ 2. Die Begründung der Methode 


Wir zeigen jetzt, daß die Reihe (1.8) wirklich die verallgemeinerte Lösung der 
Wärmeleitungsgleichung darstellt. Der Beweis wird auf die Überprüfung der 
unten formulierten Behauptungen zurückgeführt. 

. a) Die Reihe (1.8) konvergiert in der Metzik von L,(2) gleichmäßig bezüglich £ 
auf einem beliebigen Intervall [0, 7]. 

Beweis. Die Reihe (1.8) ist eine Orthogonalreihe in L,{Q2). Es genügt also 
zu zeigen, daß auf dem Intervall [0, 7] die Reihe aus den Quadraten der Koeffi- 
zienten 


5 I un) en! + f ent f,(T) “) = 
0 


[e) oo 2 
<2 3 (0, wen 2 5% Mi e men Fr) a (i) 
nl n=1 [0 


gleichmäßig konvergiert. 

Die abstrakte Funktion f{t) ist für > 0 stetig; daraus folgt die Stetigkeit 
der Größe |}f(t)|| auf dem Intervall [0, 7]. Nunmehr zeigt man leicht, daß die 
zweite Reihe auf der rechten Seite in (1) gleichmäßig konvergiert. In der Tat, 
unter Benutzung der CavcHY-BUNJAKkowsgıschen Ungleichung ergibt sich 


| f ent F,(r) ie! = H en dr } e)d= 
ö 


al an 


el Take) dr < zn uf Fat) d @) 


Indem wir hier die Größe A, durch ihren kleinsten Wert A, ersetzen, finden wir 
für das allgemeine Glied der oben erwähnten Reihe die Abschätzung 


: 
1 2 
Er EL CLE 
5 j 
Die Identität 
2 Fe) = I\fE)I? (3) 


zeigt, daß die Reihe (3) mit nicht negativen stetigen Gliedern konvergiert und 
ihre Summe stetig ist. Nach einem bekannten Satz von Diwı konvergiert die 
‚Reihe (3) gleichmäßig auf dem Intervall [0, 7] für beliebiges 7 >0. Somit 
konvergiert auch die zweite Reihe auf der rechten Seite in (1). 
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Einfacher kann man die Kotivergenz der ersten Reihe in (1) nachweisen. Es 
gilt 

2 (0, a 29, Un)? ; 
und die Reihe 2 5, (p, w„)? konvergiert nach der Besseschen Ungleichung. 
n=1 
Aus dem Bewiesenen folgt für die Summe der Reihe (1.8) die Beziehung 
u, t) = uft) € C([0, 00); L,(2)) . 


b) Die Reihe (1.8) konvergiert in der Metrik von Hy gleichmäßig bezüglich t 
auf einem beliebigen Intervall [#, 7], wbi 0 << T< oogilt. 


Beweis. In der Metrik Ay sind die Funktionen —_ orthonormiert. Die 


Reihe (1.8) kann man in der Gestalt ; An 
ulz, i) Z Vin (9, u.) ent + fe-mt-n 5 (7) | Unl®) n 
. | ö / am 


darstellen. Es genügt wiederum nachzuweisen, daß die Reihe aus den Quadraten 
der Koeffizienten gleichmäßig konvergiert. Die letzteren schätzen wir ab. Es 
gilt 


En e 
Yan ern = -— Anbei < —— maxrze” — et (5) 


tan EVA v eV, 


Nunmehr finden wir 


t x "\2 
An ca) 2 Vin eAntir (p, Un)? +2 „(f et fake) ir) < 


= 


Er + Fila) de ; | (6) 
dabei benutzten wir die Abschätzung (2). Die Reihe mit dem allgemeinen 
Glied (6) konvergiert gleichmäßig, und damit ist die Behauptung b) bewiesen. 
Aus ihr folgt die Beziehung 


ux, t) = ult) € O((0, 00); Hy) . 
c) Die Reibe, die wir erhalten, indem wir die Reihe (1.8) nach t differenzieren, 
konvergiert in der Metrik von L,(2) gleichmäßig nach t auf einem. beliebigen 
Intervall fi, 7], wbi Oo <t< T< oogilt. 


Beweis. Wenn wir die Reihe (1.8) nach £ differenzieren, so Baer wir die 
folgende Reihe: 


5 3 |- An(P; Un) ent + fall) = Auf ent I falr raue) 
n=1 


oder, wenn wir partiell integrieren, die Reihe 


oo 


D5 |- Anl®, Un) en! + Fn(0) en! + f einen) f(e) a Url). (7) 
0 Ä 


n=1 


$2. Die Begründung der Methode. 373 


Das ist ebenfalls eine Reihenentwieklung nach dem in Z,(2) vollständigen ortbo- 
normierten System {u„(x)}. Wir schätzen nun ihre Koeffizienten ab. Nach der 
Cavc#yschen Ungleichung übersteigt in der Reihe (7) das ae des zu u,(&) 
gehörenden Koeffizienten nicht die Größe 


i E 2 
3 (Ay e-Ant)2 (gs up)? + 3,f2(0) e-2Ant +3 | f e-nte=n far) dr) < 
0 


<.® un)? +30) + = ao)? dr. (8) 


Aus den für die Funktionen o(x) und f(x, t) formulierten Voraussetzungen 
folgt, daß die Reihe mit dem allgemeinen Glied (8) konvergiert. Somit konvergiert 


- die Reihe (7) in der Metrik von L,(Q2) gleichmäßig auf dem, Intervall [, 7]. Die 
Behauptung ce) ist bewiesen. Aus ihr folgt die Gültigkeit der Beziehung 


ux, ti) = ult) e CW((0, 00); L(9)). 
d) Die Summe der Reihe (1.8) genügt der Anfangsbedingung (1.2). 


Beweis. In der Tat, aus dem im Punkt a) Bewiesenem folgt, daß man in 
dieser Reihe für i — 0 gliedweise zum Grenzwert übergehen kann. Deshalb gilt 


lim ||u6) — llı, = || & (9; Un) Un — P 
i>0 n=1 


Ex 


e) Die Summe der Reihe (1.8) erfüllt die Integralbeziehung (1.1). 


Beweis. Es sei n(f) eine beliebige abstrakte Funktion von & (0 < #<{ co) mit 
Werten in Hy. Wir differenzieren beide Seiten der Reihe (1.8) nach t und multi- 
plizieren das Ergebnis skalar (in der Metrik von L.(2)) mit nl): 


(a, 0) - > ent?) (un nl) - 


Wenn wir für c,(f) den sich aus der Formel (1.6) ergebenden Wert einsetzen, 
finden wir 


(2m) = 3 Fate (um md) — 2 An ct) (um nt) = 
n=1 n=1 R 


= (Zu) — 2, 0 Lan 1 (100) - 


= | > Cn(t) Um, | = (ft), nl)) — [utt), nl) 


Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
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374 22. Die Fourızgsche Methode 
$ 3. Über die Existenz der klassischen Lösung. Ein Spezialfall 


Nachdem. unter ziemlich allgemeinen Bedingungen die Existenz der verallge- 
meinerten Lösung für die gemischte Aufgabe der Wärmeleitung bewiesen wurde, 
ist es an der Zeit, folgende Frage zu stellen: Welche Bedingungen hat man an die 
Vorgaben zu stellen, damit sich eine ‚klassische‘ Lösung ergibt; darunter ver- 
stehen wir, daß diese Lösung in Q u Bu 2 (Abb. 37) stetig ist und in Q eine 
stetige erste Ableitung nach t sowie stetige zweite Ableitungen nach der Raum- 
koordinaten besitzt. Die Lösung dieser Frage geben wir für den einfachsten 
Fall an, wo m = 1, das Gebiet Q das Intervall (0, 1) der x-Achse ist und die 
Wärmeleitungsgleichung die Gestalt 


am m 


annimmt. Für die Anfangs- und die Randbedingung gilt dann 


uw,0)=oRa), 9Sası (2) 
und 
wo) =uli)=0; ..@) 


die Lösung ist auf dem. Halbstreifen (Abb. 45) definiert. 
a die Lösung unserer Aufgabe im. Halbstreifen 
L 0zse <s1,:> 0 stetig ist, so muß notwendigerweise 
erst einmal p(x) stetig sein. Ferner muß die Funktion 
uz, t) in den Punkten = 0,1!=0und«=11:1=0 
stetig sein. In jedem dieser Punkte kann man die Werte 
von u(z, t) berechnen, wobei man sowohl von der Anfangs- 
bedingung als auch von den Randbedingungen (3) aus- 


. Fe gehen kann. Beide Möglichkeiten müssen ein und das- 

Abb. 45 selbe Resultat liefern. Folglich muß die Funktion (x) 
notwendigerweise den Verträglichkeitsbedingungen 

EN (4) 

genügen. 


Jetzt können wir die Antwort auf die oben gestellte Frage formulieren: Die 
verallgemeinerte Lösung der Aufgabe (1)—(3) ist auch klassische Lösung dieser 
Aufgabe, wenn der Anfangswert o(x) auf dem Intervall [0, 1] absolut steirg ist, 
seine Ableitung g' dem Raume L.(0, 1) angehört und die Verträglichkeitsbedingun- 
gen (4) erfüllt sind. 

Beweis. Im gegebenen Fall wirkt der Operator X nach der Formel 
Yu=— "und ist auf den Funktionen der Klasse 0%(0, 1) definiert, die für 
x—=0 undxz= 1 verschwinden. Aus den Formeln (8.3) und (8.4a) des Kap. 6 
erhalten wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators X: 


MeEnm, la) =y2sinnne. 
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Die Formel (1.8) liefert 


ad) I be ttsinnne, (8) 
n=i 
wobei 
1 i 
= 2 /ole)sinnnade (6) 
v 


gesetzt ist. 
Wir zeigen zu Beginn, daß für O0 <z<s1,120 die Reihe (5) gleichmäßig 
konvergiert. Dazu integrieren wir das Integral (6) partiell. Unter Beachtung der 


Bedingung (4) ergibt sich b, = Pr , wobei 
Rn 
j 1 ö > $ 
In = jr® cosnn de 
I 
0 


der n-te FOURIeR-Koeffizient der Funktion rn Y'(x) ist, wenn wir diese nach 


gen orthonormierten System {y2 cosnn a} in eine Reihe entwickeln. Die Reihe 


> pr, konvergiert; somit könvergiert nach der ne 1b.) = 4m ) 
nl 


auch die Reihe 
5a: ir 
Nn=1 ; $ 


Nun stellt die Reihe (7) eine Majorante für die Reihe (5) dar, welche deshalb 
absolut und gleichmäßig konvergiert. Da die Glieder der Reihe (5) stetig sind, 
so ist die Summe dieser Reihe für < x =<'1,:> 0 ebenfalls stetig. 

Wir zeigen jetzt, daß die Funktion u(z, t) als die Summe der Reihe (5) für 
t > 0 Ableitungen beliebiger Ordnung nach & und t besitzt: Dafür genügt && zu 
zeigen, daß die Reihe, die. wir erhalten, indem wir die Reihe (5) beliebig ‘oft 
nach i und x differenzieren, für 0 <zx<1,t>t gleichmäßig konvergiert; dabei 
ist t eine beliebige positive Konstante. Indem wir die Reihe (5) p-mal nach x 
und g-mal nach t differenzieren, erhalten wir die Reihe 


(8 5 mP+24 zB +24 b)e-"=t sin (n nc-+ »35) f (8) 
n=i E He 


Die Fourizr-Koeffizienten b, sind offenbar beschränkt, und für die Reihe (8) 
ist die Reihe 


x i 
CE net, O=cont, 25 >p+4+2%g, s= const 


n=1 


eine Majorante. 
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Weiter gilt 
mas 2s+ 2)! 


25 „nen 
n“°e < — ’ 
= 25+2 
Itmmit.. mir 3 REM 
(2s +2)! 


und man kann somit die noch bessere Majorante 


C, = const 


angeben, die offensichtlich konvergiert. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Wie aus der Beweisführung ersichtlich ist, konnten wir die Existenz der 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung für # > 0 unter der einzigen Voraussetzung 
nachweisen, daß o € L(0, 1) ist. Die zusätzlichen Bedingungen, die der Funktion 
o(x) auferlegt wurden, benötigten wir nur für den Beweis der Stetigkeit der 
Lösung im Punkte i = 0. 


$ 4. Die Fourıersche Methode für die Wellengleichung 
Die verallgemeinerte Lösung u(x, t) = u{f) der gemischten Aufgabe für die 


Wellengleichung (vgl. $2, Kap. 21) ist eine abstrakte Funktion von i, die der 
Klasse K [Formel (2.9), ne 21] angehört und. die die an 


-[\ 


sowie die Anfangsbedingung 


=. 3a 4 [tun.nna - (91, n(0)) -[unana. ner. 
a) 


u0) = 9 2) 
erfüllt. 

Dabei gilt @, € Hy, 9, € Za(2). Wir setzen voraus, daß f{t) = f{z, t) eine ab- 
strakte Funktion der Klasse O([0, 00); L,(2)) ist. Die Bedingung (2) ist im 
Sinne des Grenzübergangs in der energetischen Metıik 

lim [ut) — po] = 0 
zu verstehen. 

Wir nehmen an, daß die Lösung der Aufgabe (1), (2) existiert. Wir ent- 
wickeln sie in der Metrik von L,(2) in eine Reihe nach dem System der Eigen-: 
elemente des Operators %: 


u)= 3 Gl) Un; Cal) = (Uli), u). (3) 
n=1 
Dieselbe Reihe, geschrieben in der Gestalt 


ul) = 3 Van En() 2® 


Si 
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stellt die Reihenentwicklung der Lösung u(t) in der Metrik von Hy nach dem 


vollständigen orthonormierten System Yn_dar. 


In der Beziehung (1) setzen wir nl) = (T — t) w„. Unter Benutzung von 
[u(), un] = A,(ult), %n) = An Cn(t) 


erhalten wir die folgende Gleichung für den unbekannten Koeffizienten c,(): 


T T T 
J ct) di — Tor, un) + inf (T— 8) on(t) di Zn — 8) fult) de, (4) 


wobei 
fu) = (FO, %n) (5) 

ist. 
Gleichung (4) differenzieren wir nach 7 und schreiben statt T und i ent- 
sprechend t und r: 


t i 
rl) — (Pr Un) + da] c„(r) dr = Ile) de. (6) 


Aus Gleichung (6) ersieht man, daß die zweite Ableitung o,(f) existiert. 
Indem wir differenzieren, stellen wir fest, daß c(#) der gewöhnlichen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


d?c„t) 


+ Am onlt) = Fakt) e) 


genügt; die Anfangsbedingungen für diese Gleichung 
(0) = (90; Un) ; (0) = (Pi, %n) (8) 


erhalten wir aus den Beziehungen (2) und (6). Die Lösung dieser Aufgabe hat 
die Gestalt 


Ent) = (Po, Un) COS Van + sin Y. Int 25 
i 
1 


[em e nn. (9) 


1 


+ 


Daraus ergibt sich 


us, t) -2 (Po, Un) C08 Van t + en sin Yan a 


nn 


1 


€ ” 
a2 [erraten teren). (10) 
e 0 


Va 
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Wenn also die vexrallgemeinerte Lösung der gemischten Aufgabe für die 
Wellengleichung existiert, so hat diese notwendigerweise die Gestalt (10). Wie 
auch für die Wärmeleitungsgleichung folgt daraus die Eindeutigkeit der ver- 
allgemeinerten Lösung. 

Die Formel (10) ist etwas unhandlich, deshalb führen wir ihre Beerüindwag 
auf die folgende Weise durch. Die Funktionen v(z, 25 und w(z, t) seien. ver- 
allgemeinerte Lösungen folgender Aufgaben: 
der homogenen Wellengleichung mit inhomogenen Anfangsbedingungen 


dv 


Zar irel, vo = Po» 7 en (1) 

bzw. der er Wellengleichung mit homogenen Anfangsbedingungen 
dw | 

.- —+Mv=ft), wlı-0 = 0; a (12) 


Dann gilt offensichtlich v=v + w. Die allgemeine Formel (10) liefert für v 
und w die Formeln 


va, 8) = 2 | un) cos YA, t I, sin Yan du Unlx) , (13) 
t ; F . 
wi, t) = 2 | sin YA End. | 1) 


In den folgenden zwei Paragraphen führen wir die Begründung der FOURIER- 
schen Methode für jede der Aufgaben (11) und (12) getrennt durch. 


$5. Die Begründung der Methode für die homogene Gleichung 


Wie auch im Falle der Wärmeleitungsgleichung ($ 3) wird die Begründung 
der Fourterschen Methode auf die Überprüfung einiger Behauptungen zurück- 
geführt. 

a) Die Reihe (4.13) konvergiert in der Metrik von Hy Blecheis bezüglich 
it auf der ganzen Zahlengeraden. 

Beweis. Wir schreiben die Reihe (4.13) in der Gestalt 


rt — > A 3 N Ant > N i ni me 
vlz, f) zZ fy (9 un) cos / + (9, un) sin I 


= 2 II" jo Van it (Pr Un) sin Yan 1m. (d) 


N 


Diese Formel ist eine Reihenentwicklung nach dem in der Metrik von Ay ortho- 


normierten Funktionensystem . Es genügt somit die gleichmäßige Kon- 


N 
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vergenz bezüglich t für die Reihe aus den Quadraten der Koeffizienten. . 


S 2 
U —— ” nur, 
2 I. ; | cos Van + (9, U) sin. Van ı | & @) 
nachzuweisen. 
Die Summe dieser Reihe übersteigt nicht die Größe 
x 2 Bl 
2 i Un ee 
2 Ir = nn 91 Un) 


Nach der Bussewschen Ungleichung konvergieren beide Reiben. Ihre Glieder 
hängen nicht von 5 ab, und nach einem Satz von WEIERSTRASS konvergiert 
die Reihe (2) gleichmäßig. 

Daß die Reihe (4.13) gleichmäßig nach i in der Metrik von 2,(2) konver- 
giert, folgt unmittelbar aus der Ungleichung der positiven Definitheit [Un- 
gleichung (3.3), Kap. 5)]. 

Aus der Behauptung dieses Punktes folgt außerdem noch. 

v(x, t) = vlt) € O([0, 0), Hy). 
Der Punkt a) ist somit bewiesen. 
b) Die Reihe 


55 je Yan (Po %n) sin Van t + (91, Un) C08 Van ı} Unlx) = 
n=1 


= 2 1 Io» = sin. Far + (91; Un) C08 Van N Unl&) ; 8) 


die wir erhalten, wenn wir die Reihe (4.13) nach £ differenzieren, konvergiert 
gleichmäßig bezüglich t in der Metrik von Z,(2). 
Es genügt jetzt, die Ungleichung 


= Kr vn Ju Van t+ (0 ir cos Yan Y <2 9; Vin 


aufzuschreiben und sich genau wie im Punkte a) auf die Bussursche.. un 
gleickung und auf den Satz von WEIERSTRASS zu berufen. 
Aus dem in Punkt a) und b) Bewiesenen ergibt sich 


vz, t) = vlt) e C(fO, 00); Ze(2)) , 


= + 2 (91 er 


folglich gilt vlt) eK. 
c) Die Summe der Reihe (4. 13) genügt den Ansehen (4.11). 


Beweis. Wie aus Punkt a) folgt, können wir in der Reihe (1) den Grenz- 
übergang (in der Metrik von Hy) für t— 0 gliedweise vollziehen. Folglich 
erhalten wir 


lim |v(t) — o,| = £ =» 0. 
im | (b) 9| = |: ic | m | 
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Nach dem im Punkt b) Bewiesenen ist die Summe der Reihe (3) gleich — nn 


und in dieser Reihe kann man ebenfalls für i -— 0 gliedweise zum a, 
übergehen, d.h. 


dvft) _ 


lim, =). 


i>0 


d) Die Summe der Reihe (4.13) erfüllt die Gleichung 


-/& do a > )a+ j [ut), nd] dt — (Pi, 7(0)) = 


VneKr, (4) 
die sich aus der Beziehung (4.1) für f = 0 ergibt. 


Beweis. Der Kürze halber bezeichnen wir die Koeffizienten der Reihe (4.13) 
mit 


2 (Pr Un) Um — 9% 


Ynlt) = (Po, Un) cos YAn + in sinYA t. 
Somit können wir 


ot, 1) = ot) = 3 Yalt) un 


schreiben. 
Die Koeffizienten y,„(t) genügen der Differentialgleichung (4.7), wenn wir 
in dieser f„(f) = 0 setzen: 
Ynkt) +Ahyl)=0. (5) 
Es gilt 


T T 
dt ” nel F 
0 0 


Die gliedweise Integration ist gestattet, da die Reihe (3) gleichmäßig bezüglich 
ti konvergiert. Wenn wir partiell integrieren, erhalten wir 


T T 
— [ra (un ar = [yilt) (um m) dt — Yt) (u m) = = 
0 0 


T 
. = [ru (%n, n()) dt + (91, Un) (%,, n(0)) . 


Daraus ergibt sich 


BR 1 ( en, j N) di = z fin Yal) (Um, nle)) di + 2 (O1 %n) (Un, n(0)) - 


0 


$6. Methode für homogene Anfangsbedingungen 381 


Die Parsevausche Gleichung liefert 


I (91 %n) (dm 70) = (9, 7(0)) ; 


und folglich gilt 
7 


fir. 2)a = 35.0 a0) at no). @ 


0 


Somit ist 


T [e>} o T 
i [u(t), ul ze 2 f Ynl&) [un nd] de = a2 Sn a ya) (Um, nl) de. MM 


Wenn man jetzt die Gleichungen (6) und (7) unter Benutzung der Gleichung 
(5) addiert, so erhält man die Beziehung (4). 
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 


8 6. Die Begründung der Methode für homogene Anfangsbedingungen 


Wir beweisen jetzt, daß die Summe der Reihe (4.14) die verallgemeinerte 
Lösung der Aufgabe (4.12) ist. Unter dieser Zielstellung zeigen wir, daß für 
die Reihe (4.14) alle Behauptungen a) —d) des vorangegangenen Paragraphen 
gelten, allerdings mit dem Unterschied, daß die gleichmäßige Konvergenz nicht 
auf der gesamten Zahlengeraden ti vorliegt, sondern nur auf einem beliebigen 
Intervall [0, #], # = const > 0. 

Für den Beweis der Bedingung a) genügt es zu überprüfen, ob die Reihe 


5 | S sin ya en fuQ) u N) 
r—=1 0 


auf dem Intervall [0, £] gleichmäßig konvergiert. Nach der CauchvY-Bunsa- 
Kowskıschen Ungleichung finden wir 


t = 2 ı 
| Sin fan e- faule) il < | Fit Je <ifAidd. @ 
ö ' ö 
Die Parsevarsche Gleichung liefert 


3.fie) = (Ifte)lI? (3) 


Die Reihe (3) mit stetigen und nicht negativen Gliedern konvergiert gegen eine 
stetige Funktion. Nach einem Satz von Din konvergiert die Reihe (3) gleich- 
mäßig. Dann konvergiert aber auch die integrierte Reihe gleichmäßig. Aus 
der Ungleichung (2) folgt jetzt, daß die Beihe (1) ebenfalls gleichmäßig kon- 
vergiert. 
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Aus dem Bewiesenen ergibt sich, daß die Reihe (4.14) auf dem Intervall 
[0, ji in der Metrik von Z,( 2) gleichmäßig konvergiert und außerdem w(z, 0) = 0 
ist. 

Wir wenden uns jetzt der Behauptung b) zu. Wenn wir die Reihe (4. 14) 
formal nach t differenzieren, so erhalten wir die neue Reihe 


BR (z) Foos Y tr) far) 


r=1 


Wir beweisen die gleichmäßige Konvergenz dieser Reihe in der Metrik \ von 
L;(2), indem wir die gleichmäßige Konvergenz der Reihe 


2 [fen Van ( — Tr) fuer) a 


auf dem. Intervall [O, ] nachweisen. Dieser Beweis wird aber Eedau> wie im 
Punkt a) geführt. Nunmehr ist klar, daß ’ 


re Zunte ] cos An (E — 7) Falr) dr 
und : 
dut)|  _ 
di R 


gilt. ‚Die Behauptungen: des Punktes. c) wurden gleichzeitig mit bewiesen. .ı 
Wir gehen nun zum Punkt d) über. Wir zeigen, daß w(x, £) der 
(4:1) welche im Fall die Gestalt } 


j r)a | f old), nlO1dt — f (fon) di, neKr: (4) 
1) 0 0 ; 


annimmt. Es gilt 


m Wil * 

"f fänl  Anl = End ZA un 
far n)a- 3 [er nl/oeme- anne 
fi 0 


Das äußere Integral integrieren wir partiell: 


Lu 

fr Ant) I cos Yan (E — r) fa(e) a! di = 
di ö i 

e 


T=7 


= | (en n()) F cos VA, it — r)Jalr) | = 
r 


i=0 


Be) 110 Vai er) ir) di 
8 0 
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Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet, da y(7) = ist. Unter 
Benutzung von j 


3 Fake) Un = fl) 


und 


Van (Um ld) = - 


m [ün, 7] 


ermitteln wir 


j (ee a = P (FO, tn) de + I [ult), n()] di. 
1) 


Damit ist die Beziehung (4) bewiesen. 


$7. Die Saitenschwingungsgleichung, Bedingungen für die Existenz der 
klassischen Lösung 


Die Frage, unter welchen Bedingungen die verallgemeinerte Lösung der 
gemischten Aufgabe für die Wellengleichung gleichzeitig auch klassische Lö- 
sung ist, untersuchen wir nur für den einfachsten Fall der Saitenschwingungs- 
gleichung?) 

u ou 


=), 0Sasl, ım0. eD) 


Wir lösen. diese Gleichung unter den Randbedingungen 
we,Hd = ul))=0 . (2) 
und den Anfangsbedingungen 


ou 


ul=o = Pol®), Fr 


=). (8) 
0 % 


Im vorliegenden Fall ist A, = n?n2, u„(&) = Y2 sin nnx. Nach'der allge- 
meinen Formel (4.13) hat die verallgemeinerte Lösung die Gestalt 


un) = 2 (moonnt+ = sinnzi)sinnnz, ' (4) 
n=1 RT 
wobei 
1 
m=2 [ ya) sinnnade, 
= (6) 
b, = 2 [ pıla) sinn x de 
ö 


ist, 


4) Für den allgemeinen Fall sei auf [3] verwiesen. 
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Die Lösung (4) nennen wir klassisch, wenn sie für Oosr s1,:>0.m- 
sammen mit ihren Ableitungen bis einschließlich zur zweiten Ordnung stetig 
ist. Das wird dann der Fall sein, wenn die Reihe (4) und die Reihen, die sich 
aus ihr durch einmalige bzw. zweimalige Differentation ergeben, gleichmäßig 
konvergieren. 

Wir zeigen, daß eine derartige gleichmäßige Konvergenz auftritt, wenn 


folgende Bedingungen erfüllt sind: 
1. Die Funktionen 


px), k=0,1,2; ex) , k=0,1 


sind auf dem Intervall [0, 1] absolut stetig. 
2. Es gilt 
®0 € Ls(0, 1), 91 € Lx(0, 1). 


3. Die Verträglichkeitsbedingungen 
HN) ==, AM) =0, 0) = Al) = 0 (6) 


sind erfüllt. 

Wir bemerken, daß die Verträglichkeitsbedingungen notwendig sind, damit 
die Lösung (4) eine klassische Lösung ist. Die ersten beiden Bedingungen (6) 
folgen aus der Stetigkeit der Funktion u(w, it) in den Punkten = 0, = 0 
und x = 1, i = 0; die beiden mittleren Bedingungen (6) ergeben sich aus der 


Stetigkeit der Ableitung © in denselben Punkten. Das dritte Paar von Be- 


dingungen kann man wie folgt erhalten. Wir setzen in Gleichung (I) = 0 
und erhalten 
u 


u 9) = 0. 


t=0 
Wenn wir die Beziehung (2) differenzieren, so finden wir 
u! u 
02 20 8? 


=0. 


«=L1 

Setzen wir hier t = 0 und in der vorangegangenen Beziehunge = 0und« =1, 
so ergibt sich das dritte Paar der Bedingungen (6). 

Durch partielle Integration formen wir die Formeln für die Koeffizienten @, 
und db, um: 


Pr 2 g,(2) con“ 


NT 


1 1 
1 2 , 2 ‚ 
ae x) cos ns de = — x)cosnnzde = 
ri - 
ö ö 


1.. 


1 
[2 » 2 F A 
LA - z.[ Hola) sin na a.da = = 
T 
m 


1 
= [eie sinnsxde= 


n2 7 
6 


n? m f} 


1 
1 2 


0 n? 7° 


__. 2pola) cosnn® 


im 


1 
vr 2 

fr (2) cosnnaede = | Po (x) cosnnade. 

ö ö 


n? n® 
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Genauso findet man 
1 
2 n 2 
= — u | Pie) sinnnzde. 
nm 
Ö 
Wenn wir die Bezeichnungen 
1 1 
EZ 2 [2 . 
we x)cosnnzde, ee (2) sinn x de 
73 9% 73 P 
ö 6 


einführen, erhalten wir 


Ent 


n? 


On 
An =—5 n 7 
W 


Die Größen &„ und P, sind die Fourizr-Koeffizienten der Funktionen — je x 
IT 


x 90 (x) und — In - 91(x), die dem Raum L,(0, 1) angehören. Daraus folgt die 
T co oo 
Konvergenz der Reihen 3 «, und $ ß}. Die Formel (4) nimmt die Gestalt 
n=1 n=1 


1 


2 
m? 


uUr,)= D —(,eosnrt+ Pnsionri)sinnnx (7) 
n=1 

an. Für die Reihe (7) und die Reihen ihrer ersten und zweiten Ableitungen 

stellen die Reihen 


pP 
n=1 


5 al au. „eo 5 ln! + Bl „or F lan + IBnl s 
L n=1 n n=1 2 
0,0’ = const 
Majoranten dar, die sämtlich konvergieren. Somit folgt, daß die Summe der 


Reihe (4) — die Funktion u(&,t) — zusammen mit ihren Ableitungen bis ein- 
schließlich zur zweiten Ordnung stetig ist, was auch zu beweisen war. 


KAPITEL 23 


. DAS CAUCHYSCHE PROBLEM 
FÜR DIE WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG 


$1. Einige Eigenschaften der Fourızr-Transiormation R 
In. diesem Paragraphen werden die einfachsten Eigenschaften der mehr- 
dimensionalen FOURIRR-Transformation dargelegt. Der Begriff der eindimen- 
sionalen FourIeR-Transformation und seine Haupteigenschaften werden als be- 
kannt vorausgesetzt. 
Wir betrachten eine Funktion u e L(E„), d. h., es gilt 


f ua)! de < oo. 
Em 
Die FOURIER-Transformation dieser Funktion definieren wir durch die Formel 


(Fau)e) = ur) = (&m)” Ef e-"em uly) dy. a) 


En 
Mit (x, y) ist hier das Skalarprodukt 


(®, Y) — I: Yr 
im Raum E„ bezeichnet. 
Die Funktion % ist in jedem Punkt x < Z,„ definiert und stetig, da das Inte- 
gral (1) absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Die mehrfache Fourıer-Transformation kann man erhalten, wenn man die 
eindimensionale Foukzzr-Transformation sukzessiv anwendet: Wenn man die 
Funktionenfolge 


i1 +0 
Ya.) = An) ? f WR, % - - +» Im 1 Ym) end Dym ; 
— © 
Ulak, Kar». +; Em) = 
„AR 
— (2 r) 2 f Una, Ha). Ym-1 Im) eT' m-19m—ı1 Iym-ı ar 
00 
+00 -}+00 
= @ 2 i ua, Dr + +3 Ym-1> Ym) e = am — 19m 1m Ym) Iym-ı dym 3 


er Tr Tr Tr Tr Tr rer rm Tr nn rn Tr Tr. re re 
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fer 


+9 


Um U. m) = (an) ? -f Um-ı Y Ya - - in) e ardy, = 
ee IR 
= (2n) ? ui BR: 1 ya Ya: +; Yn) e RN tan te tan) Ay, Ay... . dYym 
(2) 
aufstellt, dann gilt offenbar un(®, 2, . . ., m) = WR). 


Satz 23.1.1. Wenn k eine natürliche Zahl und das Produkt (1 + |x|") u(«) 
in Em summierbar ist, dann besitzt die FOURIER-Transformierte der Funktion u(x) 
überall in E„ stetige Ableitungen bis zur k-ten Ordnung einschließlich. 

Beweis. Da |u@)! Ss (1 + |e/”) |u(@)| ist, so gehört die Funktion v dem 
Raume L(E„) an, und die FOURIEr-Transformierte (x) existiert und ist in 
En stetig. z 


Wir differenzieren formal das Integral (1) I\-mal nach x,,.. ., „mal nach 
m; es sei 
I, | I, Be "=isk. 
Wir erhalten das Integral 
Br 
(Nam) ° ee ya... ya ul) e=ten dy. 
B 


Ei 


Dieses Integral konvergiert absolut und gleichmäßig, da 


3 
ya leg 
gilt. Folglich erhalten wir für hinreichend große |y| 
leid ya... Yin uy)l S Iyl lu) SA + lit) up). 


Die Majorante hängt nicht von x ab und ist sümmierbar. Deshalb ist die 
Differentation unter dem. Integralzeichen gestattet 


ölu . Sn e 
En Ne ° fa y...ymeiwdu)dy, (8) 
öyr öyo ...öyn es | 


und die Ableitungen, deren. Ordnung % nicht übersteigt, sind stetig. Damit ist 
die Behauptung bewiesen. 

Satz 23.1.2. Die Funktion u(z) sei in jedem beliebigen Punkt x & E„ k-mal 
stetig differenzierbar. ‚Weiterhin sollen die Funktion u(x) und sämtliche ihrer 
Ableitungen, deren Ordnung k nicht übersteigt, in E,„ summierbar sein und im 
Unendlichen verschwinden. Dann gilt für hinreichend große Werte |e| die Be- 
ziehung 


ur) = (Fu)e) = Ola). 


26 Michlin 
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Beweis. Wir betrachten irgend einen Punkt ze E, und bezeichnen mit 5 
den Index derjenigen seiner Koordinaten, die dem Betrage.nach am größten 
ist. Das Integral (1) unterziehen wir k-mal der partiellen Integration bezüglich 
%;. Dabei verschwinden alle integralfreien Glieder, und es ergibt sich 

BR Ok 
uU) = (an) "lat |) Zetandy. 
Wir schätzen %(x): dem. Betrag nach ab: 


5 
m < 2 _k bu 
Mo <(en) * ll —\dy. 
| m 199 
Die Koordinate x, ist dem Betrage nach die größte, deshalb gilt 
1 Im 


— 
el = 2 < m —s— 
= YES" A 
und schließlich 
le) <_- 
iS 


wobei man zum Beispiel 
ruly) 


k, k k 
dyr 0y2 ... 


em ime | S 


Em 


wählen kann. Die Summation erstreckt sich dabei über alle Tupel nicht nega- 
tiver Indizes (k,,..., %„) derart, daß kl, ++ km =k gilt. Der Satz ist 
somit bewiesen. 

Unter gewissen Bedingungen, die der Funktion u(x) auferlegt werden können, 
gilt für die Fougier-Transformation die folgende Umkehrformel: 


ur) = (2) 3 f üly) e®n day. (4) 


Die Funktion % ist im allgemeinen nicht summierbar in E„. Deshalb besteht 
die Notwendigkeit, jedes Mal aufzuzeigen, in welchem Sinne das Integral (4) 
zu verstehen ist. Es versteht sich natürlich von selbst, daß dieses Integral im 
gewöhnlichen Sinn verstanden werden kann, wenn % in E,„ summierbar ist. 
Es gilt zum. Beispiel folgender Satz. 

Satz 23.1.3. Die Funktion u(x) sei nur in einem gewissen endlichen Gebiet 
verschieden von Null und besitze im gesamten Raum sietige erste Ableitungen. 
Dann gilt für die FOuRIER-Transformation die Umkehrformel (4), in der das 
Integral im folgenden Sinne zu verstehen ist: 


Nm N m 
Say) 9 dy= lim f | ‚im f | im Si) a iu tx 


Ey Nn?% Nm N > —N, IN>© —N, . 


x el Ay... | elemym Ay. (5) 
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Beweis. Das endliche Gebiet, in dem die Funktion u(x) von Null verschieden 
ist, befindet sich im Inneren eines gewissen Würfels. Es möge dies der Würfel 


— = 5a, k=1,2,...,m 
sein. 

Offensichtlich ist die Funktion uf(z) bezüglich x, bei fixierten Werten der 
restlichen Argumente summierbar und besitzt in jedem Punkt des Raumes die 
Ableitung nach &,„. Indem wir den Satz über die Invertierbarkeit der eindimen- 
sionalen FOURIER-Transformation auf die Funktion w, [Formel (2)] anwenden, 
erhalten wir 


_ 1 Im . 
u) = lim (2 ) z f ul, %p, BERN mi ’ Ym) e’myın dym » 
Nn>% Nm 
. Weiter gilt 
f KACZR By er rn Immo Zm)| den-ı = 
-F.00 a ı +00 
= [ 2) ? [war By: 5 Em-ı Ym) em Im Ay \dam-ı Z 
, ex ı +0 +0 
Zen) * | [ az. 2-1 Ym)l dm ı dm = 
Be‘ @ & Ma 
= (27) - f f ur, 2... m 1, Ym)| dam ı dyYm Z V%n’ 
-a -a 


dabei ist mit M die obere Grenze der Funktionswerte von % bezeichnet. Somit 
ist die Funktion la. . ., &m-ı, %m) bezüglich &,„,_, bei beliebigen Werten 
der restlichen Argumente summierbar. 


Wir zeigen jetzt, daß die Ableitung „_ 
stellen «, in der Gestalt 


in jedem Punkt existiert. Wir 
m-—1 


1 
la, Go. Im Km) Ze (2 r) 2 f ua, Ye, Um Ym) e'2myın Ay 
6 
dar. Rechts steht das Integral einer stetig differenzierbaren Funktion, welches 
sich über ein endliches Intervall erstreckt. Ein derartiges Integral besitzt 
stetige Ableitungen nach sämtlichen Argumenten, von denen es abhängt, da- 
mit auch nach x„_:- 

Dieselbe Umkehrformel für die eindimensionale FOURIER- Transformation 
liefert jetzt 


Url, %py +, Km Cm) = 
a e3 Nm-ı } 
=(2n) ® im  f Uolaı, Las: > 5 Ymı: Im) rm -19m-1 Aym_ı ; 


Nn-1>7% N ni 


26* 
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demnach gilt 


Nm Nm-ı 
ux) = (Ar) im f | lim [ Wlan % - - - Ym-1» Ym) X 


Nm>o Nm Nm-17%© Nm 


x elam-— 19m—1 Ay | elamdYym Iym . 


Wenn wir diesen Prozeß fortsetzen, erhalten wir nach einer endlichen Anzahl 
von Schritten die Formel (5) %). 


$ 2. Die Herleitung der Poıssonschen Formel 


Wir betrachten die homogene Wärmeleitungsgleichung 


ou 

a Au = ) 
mit der Randbedingung 

ul = PR). 2) 


Wir setzen voraus, daß alle im weiteren auszuführenden Operationen erlaubt 
sind; unter diesen Voraussetzungen leiten wir die Formel für die Lösung des 
Cavcuvschen Problems (1), (2) her. 

Beide Seiten der Gleichung (1) unterziehen wir der FOURIER-Transformation 

bezüglich & 


(2 nr [Be ie dy — (Am)” IE 3 eo ee y—=0. (8) 


m Em 


Da die Integration bezüglich y und die Differentiation nach i unabhängig 
voneinander sind, so können wir im ersten Summanden die Reihenfolge dieser 
Operationen vertauschen und erhalten als Ergebnis 


(An) 7 i) ee, y) dy = (2 ar 23 uly, ) ed) Ay = an > 


m Em 


wobei &(x, t) die Fouzıer-Transformierte der Funktion (x, #) 


ur,t) = (2a) Ef ug t) er» 9 dy 
Em 


ist. 
Jedes Integral im zweiten Summanden von (3) lösen wir partiell 


eufly, t ; _m ; BR $ 
2m)” 2[ ah y—=— (Any [ uly,t)e "N dy= -—- un, t). 
m Em 


1) Ein! allgemeinerer Satz wurde in [9] bewiesen; dort sind auch andere Sätze angeführt, 
die unter verschiedenen Bedingungen die Gültigkeit der Umkehrformel (4) behaupten. 
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Die Gleichung (3) nimmt dann die Gestalt 
OU a 
+ RP —0 (4) 


an. Das ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit der 
unabhängigen Veränderlichen #; die Koordinaten &,,..., &" übernehmen die 
Rolle von Parametern. 

Wir integrieren die Gleichung (4) und finden 


ux,t) = Ola) erteltt, 
Wenn wir hier t = 0 setzen, so erhalten wir 
C(&) = u, 0). 
Somit ist die Funktion O(x) die Fovaıer-Transformierte des Anfangswertes der 
Funktion w(z, #). Nach Bedingung (2) gilt u(x, 0) = o(x), folglich auch 
j er | 
Ola) = Ya) = (an) 2 Soly) er” m dy 


und 
ux,t) = Ha) eria®t, 


Die Umkehrformel (1.4) der FOURIER-Transformation liefert 
ER u 
ur,t) = (2m) I e Wirren y) dy. 
En } 


Hierin ersetzen wir $%(y) durch den entsprechenden Integralausdruck und 
ändern danach die Reihenfolge der Integration 


ul, t) = (27) [P@ [,/ BE -2, 4 dz. | (5) 


Nunmehr nehmen wir die Berechnung des inneren Integrals in der Formel 
(5) vor. Es gilt 


+00 +89 
mM 
Z [-vaitilan—2E)YR 
aa N dy Bi , Sec 5 ns dyp.. . dym = 
Em — 00 co R 
m oo & 
— f eV HrÜRE ZEN Ay. (6) 
k=1 —o 


Im Integral auf der rechten Seite ist y eine reelle Veränderliche, die in den 
Grenzen — ©<y< + © variiert. Wir greifen den k-ten Faktor im Pro- 
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dukt (6) heraus und führen der Kürze halber die Bezeichnung %, — 4 = «& 
ein. Die Aufgabe wird also auf die Berechnung des Integrals 


+0 +00 
«2 ia\? 
I) = [ereties dy = ee fe dy 


zurückgeführt. 

Wir betrachten die komplexe Ebene der Ver- 
änderlichen © = y-+ in. Der Bestimmtheit halber 
six >0. Wir konstruieren das in Abb. 46 dar- 
gestellte Rechteck, das durch die Randkurve L 
begrenzt wird. Der CAuoaYsche Integralsatz liefert 


fe? at = 
i 
Abb. 46 
oder ausführlicher geschrieben, 
+N (v- e) 0 N 0 
ee f EN Hit — f ey — fertmrsan =: 
= —-N & 


Er m 
Es strebe nun N — oo. Dabei konvergiert das zweite und vierte Integral gegen 
Null. In der Tat, es gilt 


{Ü 0 
Serien; fe em) = en!" j e” din —d. 
& & N>o 
7 E77 & = 
Daraus folgt 
+0 _, Be a +0 
f e | =) dy= f etdy. 
oo _o© 


Es ist leicht einzusehen, daß sich im Falle x < 0 das gleiche Ergebnis ergibt. 
Die Substitution y- Yt = s liefert weiterkin 


+00 1 +0 
e!v’ dy = — e" ds = / 
/ 3 n 
000 0 
Nunmehr gilt 
Kal +00 we re _ rn? 
# :( Y: 4 
e e ae -YZe i 


und es erweist sich, daß das Integral (6) gleich der Größe 
j m 


m - 
z 2: (pp)? a _rn 
CH e -()e®, =, 


ist. 
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Indem wir dieses Resultat in die Formel (5) einsetzen, erhalten wir die 
sogenannte Poıssoxsche Formel. 


g® 


1 
uls, ti) = elaım [eo e “de. (7) 


Em 


$ 3. Die Begründung der Poıssonsehen Formel 


Wir versuchen hier nicht, die Gesetzmäßigkeit der im vorhergehenden Para- 


graphen ausgeführten Operationen zu beweisen. Statt dessen weisen wir un- _ 


mittelbar nach, daß durch die Poıssowsche Formel eine beschränkte Lösung 
des CauchYschen Problems für die Wärmeleitungsgleichung (2.1) geliefert wird 
unter der einzigen Voraussetzung, daß die Anfangsfunktion p(&) im Raum Z„ 
stetig und beschränkt ist. Zuerst zeigen wir, daß die Poıssonsche Formel eine 
Funktion definiert, die für t > 0 stetig ist. 


Im (m + 1)-dimensionalen Raum der Veränderlichen ©,,%, ...,%m, 5 be- 
trachten wir ein Gebiet, das durch die Ungleichungen 
mrea,> VDEeReT (1) 


definiert wird, wobei a und 7 positive Konstanten sind. Wir zeigen, daß das 
in die Poıssoxsche Formel eingehende Integral 


I oe R [Fr 2) 


im. Gebiet (1) gleichmäßig bezüglich x und i konvergiert. Wir nehmen eine 
hinreichende große Zahl R und schätzen das Integral 


ab. 
Die Funktion (2) ist beschränkt; es sei |p(l@)| S M = const. Weiter gilt 
= —2|>|e — |e| > |e| — a. Wir nehmen an, daß k > 2 aist. Dann ergibt 


sich «.< E < el und r> a . Nunmehr gilt 


Be lee 
& 167 
e < 
und folglich 
BR _ a? PTR 
[o@e "RI<M fe "RM fe "ort. 
pl>R zi>R R 


Da das Integral 
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konvergiert, so ist das Integral auf der rechten Seite in (3) beliebig klein bei 
hinreichend großem R. Da es weder von x, noch von i abhängt, konvergiert 
das Integral (2) gleichmäßig. Daraus folgt, daß die durch die Poıssonsche 
Formel definierte Funktion für t > 0 stetig ist. 

Wir zeigen, daß für £ > 0 die Funktion «{z, t) nach t und nach den Koordi- 
naten des Punktes x beliebig oft differenzierbar ist und daß man alle Ablei- 
tungen erhalten kann, indem man die Poıssonsche Formel unter dem Integral- 
zeichen differenziert. 


Wir betrachten zum Beispiel die Ableitung a . Wenn man die rechte Seite 


der Poıssoxschen Formel formal nach t differenziert, so ergibt sich der Ausdruck 


r? y2 


m ran 1 Br 
ee (2) e dz + EEE: r? o(z) e dz.. (4) 
mia”? Pe 
Em Em 


Wie wir bereits sahen, konvergiert das erste Integral gleichmäßig. im Gebiet 
(1). Genauso überprüft man, daß in diesem Gebiet auch das zweite Integral 
gleichmäßig konvergiert. Wie üblich folgert man nun, daß die Ableitung 
existiert, stetig ist und mit dem Ausdruck (4) übereinstimmt. Die Existenz 
der übrigen Ableitungen wird analog nachgewiesen. 

Durch unmittelbare Differentiation wird bewiesen, daß die durch die Po1s- 
sonsche Formel gelieferte Funktion der Wärmeleitungsgleichung (2.1) genügt. 

Abschließend zeigen wir, daß die Funktion «(x, t) beschränkt ist und die 
Anfangsbedingung (2.2) 


i>0 i>0 


: ® 
lim u, i) = lim mm [ ol2) e "di = (x) 
Em 


erfüllt. Nach der Variablensubstitution 2 = x Ey, Vt & erhält die Poıssoxsche 
Formel die Gestalt 


ut) —n Ez FR; (+ 2 yrE)e-ll’dE. (5) 
Beka antlich gilt = | 
in erde =Vn. 
Nunmehr ergibt sich leicht e 
2 ER 2 ei’ dei. (6) 
Em 


Aus Formel (5) folgt jetzt 
ae 
2 


ud) <Mn ? fet’d—=M 


Em 
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die Funktion «(z, t) ist somit beschränkt. Nach den Formeln (5) und (6) finden 
wir 


ux,t) - ela)=n 


vw|s 


Rn Ip (we +2 fr &) — pla@)le"de. (7) 


Das Integral in der Formel (7) zerlegen wir in zwei Integrale, deren Inte- 
grationsbereiche die Gebiete |E| > R und |[EI< R sind; hierbei ist R eine ge- 
wisse Konstante. Wir erhalten 


vw|s 


7 [Ip +2yıd -pallerttası< 
liI>R 


Mm. 


[etdg—=2 Mr °|S| f erterede. 
>R R 


_m 
2 


<s2Mn 


Das Integral 
art erede 


konvergiert, und man kann ein R,(e) so auswählen, daß für R > R,(e) 
oo _m 
2Mr ° 


SI fomtetd<e 
RE 


gilt. Wir fixieren irgendein R > R,(e). Dann kann man ein i,(e) finden, so daß 
für 0 <#<t,(e) und für beliebiges £&, |$| = R, die Beziehung 


p@+2h9) - pw <Z 


Gültigkeit hat. 
. Somit ergibt sich 


ae 
2 


7 f [p (© +2 VE) — pla)]e-l’ de 


EI<R 


SE 


€ 2 | 
sfewa=; 


Em 


<a 


und 
wet) - pa) <e, 0<t<ide). 


Damit ist die Begründung der Poıssoxschen Formel beendet. 
Wenn die Integration der inhomogenen Wärmeleitungsgleichung 


= _ Mu =f,) ®) 


unter der Cauouvschen Anfangsbedingung (2.2) vorgenommen werden soll, so 
kann man nach koordinatenweiser Anwendung der FouURIER-Transformation die 
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Differentialgleichung 
Era fe, t) . (9) 
und die Anfangsbedingung 
ux, 0) = Hl) (10) 


‚erhalten, wobei in Gleichung (9) 
Pi 1 FE 
Re) = ou FW een ay 
Em 


gesetzt ist. 
Den Gleichungen (9) und (10) genügt die Funktion 


& e 
Ü@,t) = et Ha) + fer#t-n fan) dr. 
0) 


Indem wir auf diese Funktion die inverse Fourıze-Transformation an- 
wenden, erhalten wir für die gesuchte Funktion schließlich den Ausdruck 
pi 
BETEN 


y3 [4 
ae 1 gr 1 
us, ti) = las Vene , o(2) e det f j ft, ?) Ore Ben € de dr, 
Ne 


Em 


r=e—ıl. 


$ 4. Die unendliche Geschwindigkeit der Wärmeübertragung 


Aus der Poıssowschen Formel folgt, daß sich die Wärme mit unendlich 
großer Geschwindigkeit ausbreitet. In der Tat, stellen wir uns vor, daß das 
wärmeabgebende Medium den ganzen Raum EZ, ausfüllt. Im Anfangszeitpunkt 
habe das gesamte Medium, mit Ausnahme eines gewissen endlichen Gebietes D, 
die Temperatur Null (p(x) = 0), die Punkte des Gebietes D hingegen seien 
auf die Temperatur g(x) > 0 erhitzt. In einem beliebigen Punkt ze E,„ wird 
zu einem beliebigen Zeitpunkt 2 > 0 die Temperatur des Mediums u(z, i) durch 
die Poıssoxsche Formel 

er 
us) = @laim eh o@)e "de (1) 


D 


gegeben. Das Integral über Z„\.D verschwindet, da in diesem Gebiet p(x) = 0 
ist. Aus der Formel (1) geht hervor, daß u(z, t) > O ist. Somit gelangt im Zeit- 
raum t Wärme aus dem Gebiet D in den Punkt x, wie klein t und wie weit x 


$4. Die unendliche Geschwindigkeit der Wärmeübertragung 397 


von D auch immer entfernt sein mögen. Das bedeutet aber, daß sich die Wärme 
mit unendlich großer Geschwindigkeit ausbreitet. 

Dieses physikalisch widersprüchliche Ergebnis führt in der Praxis nicht zu 
Komplikationen. Wenn |x| groß, aber i klein ist, so ist in der Formel (1) der 


; 
negative Exponene — er dem Betrag nach groß, und der Wert der Temperatur 


uflx, t) ist derartt klin, daß er vernachlässigt werden kann. Praktisch liefert 
also die Poıssowsche Formel (bis auf zu vernachlässigende kleine Größen) eine 
gewisse endliche Geschwindigkeit der Wärmeausbreitung. 


KAPITEL 24 


DAS CAUCHYSCHE PROBLEM 
FUR DIE WELLENGLEICHUNG 


$1. Die Anwendung der Fourier-Transformation 


Wir suchen die Lösung der Wellengleichung 

u 

Freue Au=0 (1) 
im gesamten Raum #„ und zum Zeitpunkt {>0. Die gesuchte Funktion 
genüge den Anfangsbedingungen 


= 9l®). (2) 


Wir nehmen an, daß alle unten ausgeführten Operationen gesetzmäßig sind. 
Auf beide Seiten der Gleichungen (1) und (2) wenden wir die FouRTER-Trans- 
formation an. Wenn wir genauso wie im Fall der Wärmeleitungsgleichung 
verfahren, so erhalten wir das folgende CAuvcHYsche Problem für eine gewöhn- 
liche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi- 
zienten 


ö 
al,_n = 9X Re 
le-0 = Pl) , öl, 


+ erü=0, (8) 


= du = 
ae, re (@) 
hierbei bedeutet das Symbol die FouURIER-Transformation. 
Das allgemeine Integral der Gleichung (3) hat die Gestalt 
uz,t) = Al(&) cos |e|t + B(e) sin |@|t. 
Für ?= 0 finden wir 
Pla) = Al), Fila) = el Bio), 
und wir erhalten die Lösung der Aufgabe (3), (4) 
sin |e|t 
. 5 
rm (5) 
Nach Anwendung der inversen FOURIER-Transformation ergibt sich folgende 
Formel für die gesuchte Lösung: 


u, t) = Pol®) cos |e| E -+ Fıl®) 


ua) = (an) ® f [üs) cos |yl 6 + Gy) u] ey. (6) 


Em 
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Die Begründung der Formel (6) nehmen wir unter folgenden. Annahmen vor: 
Wir setzen voraus, daß die Funktion p,(x) im gesamten Raum E,„ stetige Ab- 
leitungen bis zur Ordnung m + 3 einschließlich und die Funktion 9,(x) stetige 
Ableitungen bis zur Ordnung m + 2 einschließlich besitzt. Weiter nehmen wir 
an, daß die Anfangsfunktionen nebst ihren Ableitungen der soeben erwähnten. 
Ordnungen nur in einem gewissen endlichen Gebiet des Raumes Z„ von Null 
verschieden sind. 

Aus dem, Satz 23.1.2 folgt für genügend große |x| die Gültigkeit der Ab- 
schätzungen 


Gola) = Ola"), Aa) = Ole"). 


In diesem Falle besitzt der Integrand in (6) im. Unendlichen die Abschätzung 
O(ly[=”°), die ersten und zweiten Ableitungen des Integranden nach x,,... ‚2,6 
besitzen die Abschätzungen O(|y|*-2) und O(jy|="=1) entsprechend. In allen 
Fällen gelten diese Abschätzungen gleichmäßig bezüglich x und ti. Daraus 
folgt, daß sowohl das Integral (6) als auch die Integrale, die aus diesem durch 
einmalige bzw. zweimalige Differentiation hervorgehen, gleichmäßig bezüglich 
x und 3 konvergieren. In diesem Falle ist aber die Funktion (6) stetig und 
zweimal stetig differenzierbar nach den Raumkoordinaten und der Zeit; außer- 
dem kann man diese Ableitungen durch Differentiation unter dem Integral- 
zeichen erhalten. 

Nunmehr zeigt man ohne Schwierigkeiten, daß die Funktion (6) den Anfangs- 
bedingungen (2) und der Wellengleiehung (1) genügt. Wenn wir in (6):=0 
setzen, so finden wir 


m 
ur 


uw, 0) = (27) Pi Fly) N dy = por); 


man sieht unschwer ein, daß die Bedingungen des Satzes 23.1.3 im vorliegenden 
Fall erfüllt sind. Wenn wir die Formel (6) nach t differenzieren und t = 0 
setzen, dann finden wir außerdem 


oulz,t) 
öt 


(ar) ® Jr y) RO Ay = gule). 


Em 


i=0 
Weiterhin ergibt sich 


ou 


(am Ei ME für y) cos |ylt + d1y) ® u Kundy, 


Au= — (27) fur [#6 eos |ylE + dıly ed) dy— a 


Die Funktion (6) genügt folglich der Wellengleichung. 
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Die gleiche Methode, nämlich die Zurückführung auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung mit Hilfe der FOURIER-Transformation, kann man auch 
auf die inhomogene Wellengleichung 

2. 
5 du = fat) M) 
anwenden. 

Es sei für diese Gleichung das CAvoHysche Problem. mit den Anfangsbedin- 
gungen (2) gestellt. Wir wenden die FOURIER-Transformation. koordinatenweise 
an. Indem wir die Bezeichnung 


r 1 —ÜX 
je) = go [IWD e"“r Ay 
En 


einführen, erhalten wir 

Br 24 — : 

= Set «a = fix, t) B &) 
Die ne dieser Gleichung, die den Bedingungen (4) genügt, ist die Funktion 


sin - t 


ux, t) = Por) cos || + 9) + [fe 7) sin il AL N gr i (9) 

Wenn die Funktionen g,(@), px) und f(x, t) eine genügende Anzahl von Ab- 
.leitungen besitzen und nur in nn endlichen Gebiet, das die unabhängigen 
Veränderlichen durchlaufen, von Null verschieden sind!), so liefert die auf die 
Funktion (9) angewandte inverse FOURIER-Transformation die Lösung des 
Cavc#vschen Problems für die inhomogene Wellengleichung. 


$2. Die Umformung der Lösung 


Die Formel (1.6), welche die Lösung des CavcHhYschen Problems für die 
Wellengleichung liefert, kann. noch verbessert werden. Vor allem erhält man 
2 m-fache Integrale, wenn man die Funktionen #,(y) und 9,(y) durch ihre Aus- 
drücke in Gestalt der Fovrızr-Transformationen von 9, und @, ersetzt; in 
Wirklichkeit kommt man mit Integralen wesentlich niedriger Vielfachheit aus. 
Weiterhin mußten wir für die Begründung der Formel (1.6) die Existenz einer 
übermäßig großen Anzahl von Ableitungen fordern. Überflüssig ist außerdem. 
auch die Forderung, daß diese Funktionen nur in einem endlichen Gebiet 
verschieden von Null sind. Schließlich ist aus der Gestalt der Formel (1.6) 
nicht unmittelbar ersichtlich, daß der Wert u(w, t) nur durch die Werte der 
Anfangsfunktionen im Abhängigkeitsgebiet bestimmt wird (s. $4, Kap. 21). 

Wir versuchen, die Formel (1.6) so umzuformen, daß sie für eine Analyse 
zugänglicher wird. Die endgültigen Formeln werden im nächsten Paragraphen 


1) Diese Forderungen lassen sich wesentlich abschwächen. 
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für den Fallm = 3 hergeleitet. Hier werden einige vorbereitende Umformungen 
für den allgemeinen Fall vorgenommen. 
Wir führen zunächst die Bezeichnung 


Tat) = (am) fe a denay (a) 


ein. Wenn die Differentiation unter dan Integralzeichen erlaubt ist, so gilt 


m 
Tl = am) * [Oty) eier cos Iyliay, 
Em 


und Formel (1.6) kann in der etwas bequemeren Gestalt 


ur, t) = - T,&) + T,®, ı) (2) 


geschrieben werden. 
Unsere Aufgabe wird darin bestehen, en Ausdruck T,(&, t) eine nach 
Möglichkeit einfache Gestalt zu verleihen. Indem wir @(y) durch a Ausdruck 


Mm 
o{y) —= (2 7) 2 fo eu) de 
Em 
ersetzen, finden wir 


Ted) =(an) un ey) | IEQ ei 2) “= dy. 


By 5 
Die Integrationsreihenfolge kann hier nicht geändert werden, da wir anderen- 
falls ein divergentes Integral erhielten. Um. diese Schwierigkeit zu umgehen, 
führen wir die neue Größe 


m 


Tot) =en) ® IE öly) ea rn ee »iy, A>0 8 


m 
in die Betrachtung ein. 

Die Funktion o(x) erfülle die gleichen Bedingungen, wie auch 9,(x) (siehe $ 1). 
Aus diesen Bedingungen und aus dem Satz 23.1.2 folgt © € L(E„). Nunmehr 
durchlaufe # das Intervall [0, it = const > 0. Aus der Ungleichung |sin«| < |a| 
schließen wir, daß der Integrand in (3) die summierbare Majorante E lo(y)! 
besitzt, welche nicht von x, # und A abhängt. Daraus folgt die gleichmäßige 
Konvergenz 

Tote, t,i) > Tols, i) (4) 
4>0 


bezüglich & und t, wenn x den Raum #,„ und i ein beliebiges endliches Intervall 
durchläuft. 
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Im Integral 
Tat) = (An)-" j REEL EIG | ii (2) e-1e a y (0) 


gl 
En M 


kann man die Integrationsreihenfolge ändern und erhält 


7 (® 1,1) = (An)-” olz) | [ da. 


m m 


Das innere Integral konvergiert. Wir werden es berechnen. 
Dazu führen wir die Bezeichnungen < — 2=p und 


B(p, 1,4) = , Zn 2 (6) 
Bm j 


ein. Dann findet man 


ah )) = eAlyl+Kp,Y) cos |ylidy: j (7) 


Em 


dabei ist aus der Formel (6) ersichtlich, daß B|,_, = 0 ist. Es sei bemerkt, daß 


an 190,11 a 2 B,(p, — 1,4) (8) 
gilt, wobei ; 
©,(p, t, 4) a ep {A —it)yl +, y)} dy (9) 


ist. Wir führen Kugelkoordinaten mit dem Mittelpunkt im Koordinaten- 
ursprung ein und bezeichnen diese mit 0,9, - - ., !n_2 Im _., so dab yl =. 
gilt. Dabei ist dy = 0”?! do dS,. Weiterhin bezeichnen wir mit r den Ab- 
stand zwischen den Punkten z und 2, r = |x — z| = |p|, und mit y den Winkel 
zwischen den Vektoren p und y. Dann gilt 


(p,y)=rocosy. 
Nunmehr erhalten wir 


En —(A—it--ir cosy)e „m—1 ! Be 
0 


ER 
(10) 
Wir wählen die cartesischen Koordinaten derart, daß die Koordinaten- 
achse O y, längs des Vektors p gerichtet ist. Die anderen Koordinatenachsen 
kann man beliebig wählen, allerdings so, daß das System ein rechtwinkliges 


bleibt. Bei einer derartigen Koordinatenwahl gilt »„ =y. Der allgemeinen 
Formel 


S, 


ds, = sin® 29, sin"? ,,...sinv,_. dv, dvg. . - dvm-ı 
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kann man dann die Gestalt 
dS, = sin®=2 y dy do, 
verleihen, wobei 
do, = sin" "°9,...siny„_a dv... dn_ı 
das Oberflächenelement der Einheitskugel im. (m — 1)-dimensionalen Raum 
ist. Indem wir diesen Ausdruck in Formel (10) einsetzen, erhalten. wir 


sin®—2 ydy 
— 11: — ir cosy)® 


D,(p; t, 4) ax (m 3 1)! leil 
r 


oder, da im (m — 1)-dimensionalen Raum der Flächeninhalt der Oberfläche 
für die Einheitskugel gleich 


m—1 
2 2 
lol = £ 
I Kusel 
os 
ist, 
m—i $ 
_ 2m—1n 2 sinm-2 ydy 
Pılp,uA) E = 2 (A — it — iroosym' (1) 
2 


Das letzte ist ein Elementarintegral und kann leicht gelöst werden. Im 
allgemeinen Fall allerdings ist das Resultat etwas unhandlich, deshalb be- 
schränken wir uns im weiteren nur auf den Fall m = 3. 


$3. Der Fall des dreidimensionalen Raumes 


Wenn m = 3 ist, so gilt r(® - ) = (1) =1, und Formel (2.11) liefert 


sin ydy _ 7. | 1 1 | 
( 


sn =tul, Ai im A-itrim| 
0 


A—4b— ir cos y)® 


Nach Formel (2.8) finden wir 

in 1 1 1 1 

dt le it —-ir® A-ittir® (Atit-in - nr] 

Da Öl, = 0 ist, ergibt sich 
Ö(p,t,}) = 


8nt) 
RHE-NIRHEHNN 
Daraus erhalten wir nach Formel (2.5) 


Awf2) de 
rs ELITE zer, 
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und schließlich 
A oz) dz 
in = we; 7 RR +d- 2] +64? 


a) 


Es sei erwähnt, daß für A— 0 der Integrand gegen Null konvergiert, wenn 
r=#tist. 

Wir führen Kugelkoordinaten mit dem. Mittelpunkt im Punkte x ein. Eine 
dieser Koordinaten ist r; dabei gilt de = r?dr dS, und 


A oz) r? dr 
Bel alles: Ganz | A: ” 


Den Grenzübergang im Integral (2) führen wir nicht streng durch, also ohne 
die nötige Begründung. Das ist auch nicht erforderlich, da die strenge Be- 
gründung später für die endgültige Formel (die sogenannte KırcHHorrsche 
Formel) gegeben wird. 

Im inneren Integral zerlegen wir den Integrationsbereich in drei Intervalle 


0,0)= (0,8 —-ö)uli —d,:+6ö]u(t +6,00); 


dabei ist ö eine Konstante, für die 0 <6<(t gilt. Die Formel (2) nimmt 
dann die Gestalt 


A o(z) r? dr 
Tal, om RE rNIR+(H+r et 


T+6 
Aolz) r? dr 
+/| Kine + | | 
t 


Sı —6 
e A ol2) r? dr 
H | J [2 +] + | = @2) 
S, Li+ö } 


an. In den Intervallen (0,5 — 6) und (+6, co) gilt Ir — {| >6, und in 
diesen Intervallen konvergiert der Integrand gegen Null, wenn A — 0 kon- 
“vergiert. Wir nehmen an, ohne dies zu beweisen, daß der erste und dritte 
Summand in der Formel (2a) ebenfalls zusammen mit A gegen Null konvergieren. 
Wir erhalten dann für T (x, t) den einfacheren Ausdruck 


T-+ö 
_1m Ale) ri dr 
Bee m [J Fre NR LE: mi EL: 8) 


Wir bezeichnen die oben eingeführten Kugelkoordinaten des Punktes 2 mit 
r,d, o und. schreiben 


ol) =w(x + r®), 
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wobei 6.der Punkt auf der Oberfläche der Einheitskugel mit den Winkelkoordi- 
naten 9 und p ist. Den Integranden in (3) stellen wir als Produkt zweier Fak- 
toren 
2 o(2) r? 
Arten Arte 


dar. 

Wenn die Größe ö hinreichend klein ist, so unterscheidet sich im Integral (3) 
r nur wenig von t; bei hinreichend kleinen A und ö unterscheidet sich der zweite 
der oben angegebenen. Faktoren wenig von +0 (x +0). Deshalb ersetzen 


wir den zweiten Faktor durch die erwähnte Größe und nehmen an, daß die 
Beziehung 


® t-+6 
Ds 58 Adr 
Ta, = zzlim [0 @ +19) | ji | ds, (4) 
Gültigkeit hat. 
Weiter gilt 
Pa ö 
r 
Ir 
i—-6 


und folglich 


. m Zn 
Ta) = [ow +09 =, [| ow+9Hsindanap. (6) 
00 


Diesem Integral kann man auch eine etwas andere Gestalt verleihen. Die 
Gleichung r = 1 ist die Gleichung der Oberfläche 8, für die Kugel vom Radius t 
mit dem. Mittelpunkt im Punkte x; dabei gilt dS, = ?? dS,, und die Formel (5) 
nimmt die Gestalt 
I 
= r 
Pa) = olz) dS, (6) 
$, 

an. Nunmehr erhalten wir nach der Formel (2.2) die Lösung des CaAuvouvschen 
Problems für die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum in der Gestalt 


ao ı 1 i 
u + [ae a8 m 
S % 


hierbei ist, wie bereits oben erwähnt, 8, die Kugeloberfläche ® — x! =1t. Die 
Formel (7) heißt KırcanHorrsche Formel. 


$ 4. Die Begründung der Kırcuuorrschen Formel 


Wir zeigen, daß die KırcaHorrsche Formel die Lösung des CauvoHyschen 


Problems für die Wellengleichung liefert, wenn in jedem Punkt des Raumes E, 


die Funktion @,(z) stetige Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschließlich 


27* 
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und die Funktion o,(z) stetige Ableitungen der ersten und zweiten Ordnung 
besitzt. Es ist dabei nicht notwendig, dem Verhalten der Anfangswerte und 
ihrer Ableitungen im Unendlichen irgendwelche Beschränkungen aufzuerlegen. 

Es sei (2) eine Funktion, die in jedem Punkt des Raumes stetige erste und 
zweite Ableitungen besitzt. Wir betrachten die Funktion 


unla, i) = Pafa, i) = - ih (2) AS, . a) 
$; 


Wenn man die Formel (3.5) benutzt, so kann man die Funktion u,(z, £) auch 
in der Gestalt 


n 2 


4 
ut) = — | | we + Hi)sind dd dp (2) 
N) 


schreiben. Offenbar gilt 
(8, 0) = ur, dl = 0. (8) 


Nunmehr bestimmen wir die Ableitung : 


w 2 n ar 


au _ 1 N i (7%) R j 
u, [[ew+ınsndaap+ [| Zu rsin dad. (4) 
06 06 


Wie üblich wird über den sich wiederholenden Index k summiert, dieses Mal 
in den Grenzen von 1 bis 3. Mit 9, bezeichnen wir die Komponenten des 
Vektors 0. Ihre Werte sind 


I, =cad, =sindcosp, 0, = sindsino. 
Wenn wir in der Formel (4) # = 0 setzen, so finden wir 


n 2% 


- 29) (sind dd dp = ol). (5) 
N 


ou, 


öt 


t=0 4 


Somit genügt also die Funktion u,(, i) den Anfangsbedingungen (3) und (5). 
Wir zeigen noch, daß u,(z, t) der Wellengleichung genügt. 
Die Formel (4) formen wir wie folgt um: 


du) _ ul, 8) 1 dw(z) j _ 
a: 4 + de Bas. BEE 
N 


i 


Wir bemerken, daß 0, = cos (r, 2,)= c08 (v, %,) gilt, wobei v die äußere 
Normale zur Kugeloberfläche 8, ist. Der GAvss-OsTRogrADsKIsche Integralsatz 
liefert 


du,(®, £) En: ul, }) 1 ur Ul®, &) I(&, £) 
Fa + | Ar eg (6) 
D; 
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Hierbei ist D, die Kugel vom Radius # mit dem Mittelpunkt im Punkte z, und 


es wurde: 
Is, i) = [ A,o de (7) 
D} 


gesetzt. Wenn wir noch einmal nach # differenzieren und die Formel (6) anwen- 
den, erhalten wir 


eh _ 1 all, t) (8) 
ör? Ant oa 


Indem. wir die Formel (7) in der Gestalt 
t rn 2n 
Ia,t) = ff Sr? As sin d dr dd do 
0060 


darstellen und noch einmal nach i differenzieren, finden wir 
rn An 
ei) _ [fr 4esn® dd dp = [Awäß,. 
606 5, 


Wenn wir andererseits die Formel (2) nach den Raumkoordinsten differenzieren, 


so erhalten wir 
nı 2 


Aue = | [ Awsin 8 0 .ap = z.,; [Aw a8, 2=@ +10, (9) 
00 Er 


und aus den Formeln (8) und (9) folgt 


= — An =0. (10) 


Nunmehr nehmen wir an, daß die Funktion o(z) stetige Ableitungen bis zur 
dritten Ordnung einschließlich besitzt. Wir betrachten die Funktion 


8 OU 
ne) = Te). can) 


Man. sieht leicht ein, daß die Funktion u, stetige zweite Ableitungen besitzt. 
Sie genügt der Wellengleichung 


Ou, 0 Our (0%, ER 
u Au dA | 08 — Am) Zi vr 
Die Formel (5) liefert 
U, to = @lR) . (13) 
Weiter gilt 
OU, Pur Bu an 
al = bs — Al = Aul®, 0), 


und der Ausdruck auf der rechten Seite ist infolge der Beziehung (3) gleich Null. 
Somit ergibt sich 
om, 


| =: (14) 


t=0 


408 24. Das Cavc#vsche Problem für die Wellengleichung 


Wenn wir jetzt das eine Mal » = @,, das andere Mal » = 9, setzen und die 
Beziehungen (3), (5), (13) und (14) sowie die Gleichungen (10) und (12) benutzen, 
dann überzeugen wir uns davon, daß die durch die KırcaHorrsche Formel 
gelieferte Funktion sowohl der Wellengleichung als auch den Anfangsbedin- 
gungen 
| u re 
genügt. 


$ 5. Die hintere Wellenfrent 


Die KırckHorrsche Formel gestattet es, eine interessante Besonderheit der 
Erscheinung der Wellenausbreitung im. dreidimensionalen Raum aufzudecken, 
nämlich die Entstehung der sogenannten hinteren Wellenfront. Diese Besonder- 
heit kann man unschwer aufklären, wenn man davon ausgeht, daß in der KırcH- 
Horrschen Formel nur: über die Oberfläche einer Kugel von. veränderlichem 
Radius integriert wird. 

Es ist offensichtlich, daß in der Kırcanorrschen Formel uf, ) —=0 silt, 
wenn 9,2) = 0 und yı(2) = 0 für ze 8, ist. Wir nehmen jetzt an, daß die An- 
fangsfunktionen nur in einem gewissen Gebiet D des Raumes E, von Null 
verschieden sind (Abb. 47). Der Punkt x befinde sich zum Beispiel außerhalb 
des Gebietes D. Mit ö und ö, bezeichnen wir 
entsprechend die kleinste bzw. größte Entfer- 
nung des Punktes x zu den Punkten des Randes 
von D. 

Zu Zeitpunkten, die dem Anfangszeitpunkt 
nahe sind, nämlich solange © <ö gilt, ist der 
Durchschnitt der Kugeloberfläche 8, mit dem 
Gebiet D leer (s. die Kugeloberfläche 8,, in 
Abb. 47). Auf dieser Kugeloberfläche sind die 
Anfangswerte gleich Null und u(e, t) = 0. Gilt 
dagegen ö6 <t<{ ö,, so ist der Durchschnitt der 
Kugeloberfläche 8, mit dem. Gebiet .D. nicht 
leer (s. die Kugeloberfläche 8,, in Abb. 47). Auf dem Teil der Kugeloberfläche 
S,, der innerhalb von D liegt, sind die Anfangswerte von Null verschieden, 
und es gilt im allgemeinen u(x, t) = 0. Diese beiden Fälle hatten wir im $ 5, 
Kap. 21, für die Wellengleichung im Raum beliebiger Dimension aufge- 
deckt. 

Es sei nun # > ö,. Die Kugeloberfläche 8, schneidet sich nicht mit dem. Gebiet 
D (s. die Kugeloberfläche 8,, in Abb. 47), und wiederum gilt u(x, 1) = 0. Der 
- Punkt x befand sich während des Zeitintervalls d < t < ö, im Erregungszustand 
und kehrte danach in den Ruhezustand zurück. 

Wenn wir das schwingende Medium zu einem Zeitpunkt betrachten, der dem 
Anfangszeitpunkt nicht allzu nahe ist, so stellen wir in diesem Medium Punkte 
dreier Typen fest: Die einen Punkte befinden sich im Ruhezustand, da die Erre- 


Abb. 47 
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gung sie noch nicht erreicht hat, andere Punkte befinden sich im. Erregungs- 
zustand, dritte Punkte befinden sich wieder im. Ruhezustand, da die Erregung 
durch diese schon hindurchgegangen ist. Die vordere Wellenfront (siehe $ 5, 
Kap. 21) grenzt das Gebiet, bis zu dem die Erregung noch nicht vorgedrungen 
ist, von dem Gebiet ab, das sich im Erregungszustand befindet. Die Oberfläche, 
die das sich in Erregung befindliche Gebiet von dem Gebiet abgrenzt, durch 
das die Erregung schon hindurchgegangen ist, nennt man hintere Wellenfront. 
Wenn man, wie wir das oben bereits getan. haben, mit ö, die größte Entfernung 
des Punktes x zum Rand des Gebietes .D bezeichnet, so geht die hintere Wellen- 
front im Zeitpunkt t = ö, durch den Punkt & hindurch. 
Wenn die Wellengleichung in der Gestalt 
u 
at* 


-—aAu=0, 4d= const 


vorliegt, so behält alles in diesem Paragraphen Gesagte seine Gültigkeit, wenn 
man t durch «4 ersetzt. 


$ 6. Der Fall m — 2 (die Membransehwingungsgleichung) 


Die Lösung des CaucHvschen Problems für die Membranschwingungsgleichung 


ou u Mu u 


Tee FE Sn 
ulı=o = Pol®) = Polkı, 22) ; 
& \ 2 
— = 9®) = Pılaı, 2%) o 
i=0 


kann man aus der KırcHHorrschen Formel gewinnen, wenn man annimmt, daB 
in dieser Formel die Anfangswerte p, und o, von der Koordinate x, nicht ab- 
hängen. 

Wir betrachten die Funktion 


und setzen voraus, daß (2) von der dritten Koordinate 2, nicht abhängt, d.h. 
o(2) = wl2,, 23). 

Die Kugeloberfläche $,; zerlegen wir durch die Ebene, die zur %,, &;-Ebene 
parallel ist und den Punkt x enthält, in zwei Halbsphären. Auf die erwähnte 
Ebene wird jede dieser Halbsphären in Gestalt eines Kreises vom Radius t mit 
dem. Mittelpunkt im Punkte (x,, x,) projiziert. Diesen Kreis bezeichnen wir 
mit C,. Da w(z) von z, nicht abhängt, sind beide Integrale über die erwähnten 
:Halbsphären gleich, und jedes von ihnen kann man durch ein Integral: über 
den Kreis ersetzen, wenn man berücksichtigt, daß 

_ _ Ger de, 
eos w,2o)| 
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gilt, wobei v die äußere Normale zur Kugeloberfläche 8, ist. Somit finden wir 


@(Z1; 29) 
Ta, i Sl ee 


Die Normale zur Kugeloberfläche er die gleiche Richtung wie der Radius, 
deshalb gilt 


cos (», 2;)| = 


1 f @{215 22) dz, de 
Ta, = iu _ 13 22) 02, 0%, . 
\ an Ve (21 — 2)? — (25 — 2)? 
[7 


Jetzt geht die KızRcHHuorrsche Formel in die Formel 


j Pol2ı: 22) dei dez 
u DdD= EX E- 
. A ud u y5 E24 21 Vz (1 — 1)? — (2% — %)? 


= 5 Zi 92; R dz, d2, (3) 
"// W-a-®-%- m 


über, welche die Lösung ne Cavonyschen Problems für die Membranschwin- 
gungsgleichung liefert; hierbei ist CO, der zweidimensionale Kreis, der durch die 
Ungleichung |2 — x| S £ definiert wird. 


Bes = Pe (4 — a) — a — 3%)? 


und 


$ 7. Die Saitensehwingungsgleichung 


Aus der Formel (6.3) kann man die Lösung des CAvc#vschen Problems für 
die Saitenschwingungsgleichung 


n-=0 a) 


erhalten. Es ist allerdings einfacher, diese Lösung unmittelbar zu gewinnen. 
Es ist nicht schwierig, eine Formel zu erhalten, die alle Lösungen der Saiten- 
schwingungsgleichung liefert. Dazu führen wir die neuen Veränderlichen & — 
=t-+tiundyn=2z-—tein. Die Gleichung (1) wird in die Gleichung 
u 
Em 
überführt. Wenn wir die letzte Gleichung in der Gestalt 
9 [ow\_ 
on DE 2 
darstellen, erhalten wir daraus = ME), wobei HE) eine beliebige Funktion 
ist. Wenn wir nach £ integrieren, so ergibt sich 


td + en, =, 
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wobei 9, und 6, beliebige differenzierbare Funktionen sind. Wenn wir wieder 
die ursprünglichen Veränderlichen einführen, dann erhalten wir die allgemeine 
Lösung der Gleichung (1) 
Werth +. (2) 
Die Formel (2) wird D’ALEMERRTsches Integral genannt. 


Wir suchen die Lösung der Gleichung (1), die den CAvc#yschen Anfangsbe- 

dingungen 
ou 
ulr-0 = Pol®) ; Erz = 9,®) 
t=0 
genügt. Indem wir in der Formel (2) i = 0 setzen, erhalten wir 
0,2) + 0x2) = Yol®) - 8) 

Wenn wir die Formel (2) nach # differenzieren und danach t = 0 setzen, finden 
wir noch 


0,2) — dslz) = Pla) . 
Die letzte Gleichung integrieren wir und erhalten 


Duke) — Ola) = | le) de + ©. (a) 


Aus den Beziehungen (3) und (4) ergibt sich 


9,(«) — $ Im =? eo de + | ; 
0, (2) = 2ou [ne 2) de — | 


Nunmehr liefert die Formel (2) die gesuchte Lösung 


z+t 
ua ME TmE N 5 near. 6) 
—t 


Die Formel (5) wird D’ALEMBERTsche Formel genannt. 


$ 8. Die Wellengleichung mit veränderlicehen Koeffizienten!) 
Wir betrachten die Gleichung 


H-;, FAEROR + u=0 Ü) 


1) Für das Verständnis dieses Paragraphen muß man mit dem Satz über die Spektral- 
zerlegung der Funktion eines selbstadjungierten. Operators vertraut sein. Die unten dar- 
gelegten Überlegungen kann man auch auf die Wärmeleitungsgleichung mit veränderlichen 
Koeffizienten anwenden. 
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und machen dabei folgende Voraussetzungen: 

1. Die Koeffizienten A,, sind stetig differenzierbar, und der Koeffizient C 
ist im gesamten Raum #,„ stetig. 

2. In diesem. Raum sind die oben erwähnten Koeffizienten beschränkt. 

3. Ce) 0. 

4. Die Matrix Ay) &= kom ist für jedes x € Em positiv-definit. 

Im Raum Z,(#„) geben wir einen Operator A vor. Den Definitionsbereich 
D(A) dieses Operators mögen die Funktionen bilden, die in #„ zweimal stetig 
differenzierbar sind und außerhalb einer gewissen Kugel (für jede Funktion ist 
diese Kugel im. allgemeinen eine andere) verschwinden. Der Operator A selbst 
wirke nach der Formel 


2 ö u 
Au 22 (An; -) 1 Cu. (2) 


Man sieht leicht ein, daß der Operator A positiv ist. Er wird positiv-definit, 


wenn O(x)> 0, gilt, wobei C', eine positive Konstante ist. Den Operator A 
kann man nach FRIEDRICHS ($ 7, Kap. 5) zu einem selbstadjungierten Operator 
erweitern.!) Diese selbstadjungierte Erweiterung bezeichnen wir mit A, und 
anstelle der Gleichung (1) betrachten wir die abstrakte gewöhnliche Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung 


= Ben Au=d. (3) 
Wir suchen die Lösung dieser Gleichung, die den Anfangsbedingungen 
_ ‚un, __ Fu) _ 
= WO, M (3) 
genügt. 
Wir werden annehmen, daß 
1 
ppeD(A), gie oa ö (4) 


gilt. Unschwer weist man nach, daß dabei die Lösung der Aufgabe (1), (2) die 
verallgemeinerte Lösung des CaucHYschen Problems (siehe $ 6, Kap. 21) für die 
Wellengleichung (1) unter den Anfangsbedingungen (3,) ist. Wenn A ein kon- 
stanter Zahlenfaktor wäre, so würde die Lösung der Aufgabe (3), (3,) durch die 
Formel 

alt) = cos YA too + | 9 (5) 


geliefert werden. 

t) Wenn A ein positiv-definiter Operator ist, so ist, wie in $ 7, Kap. 5, bemerkt wurde, 
seine Erweiterung nach Frienrichs eine selbstadjungierte Erweiterung, Wenn A nur 
positiv ist, dann. betrachten wir den positiv-definiten Operator B=4 +1 4 ist der 
identische Operator). Wenn B die selbstadjungierte Erweiterung des Operators B ist, so ist 
A= B— I die selbstadjungierte Erweiterung des Operators 4. 
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Wir zeigen, daß diese Formel auch in unserem Fall ihre Gültigkeit behält, 


sin Vat 
ya 


man muß nur unter den Symbolen cos VAt und — die entsprechenden 


Funktionen des Operators A verstehen. 


sind beschränkt, deshalb sind 


Die reellen Funktionen cos /A - t und m 


sin Ya t 


für beliebiges t auch die Operatoren cos YAt und ——— beschränkt. Die 


Formel (5) definiert eine Funktion u{t) mit Werten in Z,(E,). Man sieht leicht 
ein, daß u(t) e D(4) für jedes z gilt. In der Tat, ein selbstadjungierter Operator 
kommutiert mit jeder seiner beschränkten Funktionen, deshalb ergibt sich 


Ale: YAt-+ )- = (cos yA ) A + (sin yAi)yA; 


unter Berücksichtigung von (4) finden wir, daß der Ausdruck 


Au=A (oo YAtoo + a) = (cos YA i) AQo + (sin yA i) YAoı (6) 
sinnvoll ist. 

- Nun zeigen wir, daß die Funktion (5) die zweite Ableitung nach t besitzt, 
und wir bestimmen diese Ableitung. Es sei 6, die Spektralfunktion des Ope- 
rators A. Da der Operator A positiv ist, so liegt sein Spektrum auf der Halb- 
achse OSA< 0. Es gilt 


ul) = fe YAtdE,po + f n_ dö, pr. (7) 
ö Ö 
Wir setzen 
vet) = [os YAtdö,9,, wl) = -. de, 9 &) 
{0 


und behaupten, daß jede der Funktionen v(f) und wit) die erste und zweite 
Ableitung nach £ besitzt und daß man diese Ableitungen durch formales Diffe- 
renzieren der Integrale (8) erhalten kann. Den Beweis führen wir für die Funk- 
tion v(t); für w(f) verläuft dieser, von. einigen offensichtlichen Veränderungen 
abgesehen, analog. Wir bezeichnen 


ul) — fra sin YA t d6, 9%. (9) 
1) 


Das Integral (9) konvergiert gleichmäßig bezüglich t, da 


2 Ay a5 Ag 
| JA sin? YA t |d6, 9911? <A I\dö, 9911? 
y “1 1 
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gilt. Das letzte Integral konvergiert für A), Ag — 00 gegen Null, da das Integral 


7 ld6, poll? = IA poll? 


konvergiert. 
Jetzt kann man mit üblichen Mitteln leicht en daß 


ve +) _ 
h 0) 0 
und folglich auch 
2 = 2.) ul) = - sin YAtd6, Yo 


gilt. Analog wird die Gültigkeit von 


gr [reosvArası nn. 
ö 


Ge = [VrsinvAras, oı 
ö 


2 
nachgewiesen. Dann existiert aber die zweite Ableitung“, und es ergibt sich 


d2 = 12 
ur = fi E YA i dö, % + a 6,0. 
0 


Die rechte Seite der letzten Gleichung ist gleich — A u, und die Funktion u 
genügt folglich der Gleichung (3). 

Wir beweisen jetzt, daß die Funktion (6) die Anfangsbedingungen (4) im 
folgenden Sinne erfüllt: 


lim a) — Yollem = ®: 
(10) 


1 
Le(Em) 


Wir beweisen zum Beispiel die zweite Beziehung in (10); für die erste Beziehung 
sind die Überlegungen analog. Nach bereits Bewiesenem gilt 


-[# sin YA tdö, 9% Ho YA ’ 38, Pı 


und folglich auch 


ul) _ 


ae: 9 = — [VAsin VArasıpa+ [ieosfir— Nasın. 
ö ö 
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Daraus ergibt sich 


d ler = u 
N j s2[A sin? Yıt 1a8,901° + 2 [ı — 608 YA d? de, ol]? . (1) 
| 5 i 


Aus der Beziehung (5) folgt im besonderen 
22 ide, poll? <@, gas Aal?<@; 


somit gilt für hinreichend großes « > 0 


oo , re y oo : @ 
Piesonr<z,  [manı<z 
[7 %& 
wobei & eine willkürlich vorgegebene positive Zahl ist. Aus der Ungleichung (11) 

folgt dann 


dul) _ 


2 r _ = _ 2 
ze 2 [Rein Ar llas;gall +2 [a — os ar ge + 
0 0 


Jetzt hat man nur noch £, so klein zu wählen, daß für t<{ ti, die Summe der 
2 
Integrale auf der rechten Seite kleiner als °< wird, 


Bemerkung l. Analog wird gezeigt, daß die Funktion (6) den Anfangs- 
bedingungen außerdem im folgenden Sinn genügt: 
lim [IA uf) -— Aoıll = 0, 
i>0 
due) 2) 


—  Vagıll=0. 


lim | A 
i>0 
. Bemerkung 2. Man kann die verallgemeinerte Lösung der Aufgabe (1), (4) 
als Funktion ermitteln, die den Anfangsbedingungen (10) und der Identität 
7 


T 
-[(G-7) a + [imo n01 a — (70) = 0 (13) 
0 0 


genügt. Dabei ist 7 eine beliebige positive Zahl und y(f) eine beliebige Funktion 
der Klasse 


- 090,00); Ly(Eu)) n C([0, 00); H,) ; (14) 
die für i = 7 gleich Null ist. Die verallgemeinerte Lösung, die der Klasse (14) 
angehört, wird ebenfalls durch die Formel (6) geliefert; dabei genügt die Forde- 


rung 9, € Di A), pı € Ly(En). 
Bemerkung 3. Die Methode und die Resultate dieses Paragraphen kann 
man unschwer auf die inhomogene Wellengleichung übertragen. 


Teil VII 


KORREKTE 
UND NICHT KORREKTE AUFGABEN 


KAPITEL 25 


ÜBER DIE KORREKTHEIT DER AUFGABEN 
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK 


$1. Der Hauptsatz 


Im Kapitel 9 ($5) hatten wir den Begriff der Korrektheit für die Aufgaben 
der mathematischen Physik eingeführt. Das Wesen dieses Begriffes bestand 
im folgenden: Wir bezeichnen mit ® die Gesamtheit der Vorgaben für die Auf- 
gabe, mit U die Gesamtheit der gesuchten Größen und mit A den Operator, der 
U in © überführt, so daß 


AU=® (1) 
gilt. 
Die Aufgabe besteht darin, U bei gegebenem A und ® zu finden. Wir nehmen 
an, daß man U und ® entsprechend als Element der metrischen Räume B, und 
B, betrachten kann. Wir sagen, daß die Aufgabe (1) im Raumpaar B, und B, 
korrekt gestellt ist, wenn sie für beliebiges ® e B, eine und nur eine Lösung 
besitzt und wenn bei hinreichend kleiner (in der Metrik von B,) Veränderung 
eine beliebig kleine (in. der Metrik von B,) Veränderung von U erreicht 
werden kann. Uns interessiert ferner nur der Fall linearer Operatoren 4; die 
Räume B, und 5, seien Banact#-Räume. Für diesen Fall gilt folgender Satz. 

Satz 25.1.1. Für die Korrektheit der linearen. Aufgabe (1) im Paar der BANACH- 
Räume (B,, B,) ist notwendig und hinreichend, daß der aus B, in B, wirkende 
Operator R= A! existiert, die Relation D(R) = B, gilt und R als aus B, in B, 
wirkender Operator beschränkt ist. 

Beweis. Notwendigkeit. Wenn die Aufgabe (1) korrekt gestellt ist, so 
folgt vor allem für beliebiges ® € B, die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung. 
Aus der Eindeutigkeit der Lösung folgt die Existenz des Operators R = A’!, 
und aus der Existenz der Lösung für beliebiges ® € B, folgt, daß der Operator R 
auf dem gesamten Raum. B, definiert ist. Ferner ersetzen wir das Element ® 
durch B-+9, wobei ge B, gilt. Die veränderte Lösung si U+u. Dann 
ergibt sich A(U+u)J=® +9. Da 4 ein linearer Operator ist gilt, Au= 
= o. Da die Aufgabe (1) korrekt gestellt ist, kann man bei gegebenem &e > 0 
eine Zahl ö > 0 finden dergestalt, daß für ||p|| < & die Belation ||w|| = ||R o||< 
<Ö gilt. Wir fixieren nunmehr e und 6. Wenn we B,, |y|| = 1 gilt, so folgt 


& | 
= <chaw. Rzu|=zRplI<5- 
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Daraus ergibt sich 
26 
Rp <,  ipli=1. 
Das bedeutet aber ||R|| < 2, Der Operator R ist somit beschränkt. 
€ 


Hinlänglichkeit. Wenn der Operator R existiert, so besitzt die Aufgabe 
(1) nicht mehr als eine Lösung. Wenn D(R) = B, gilt, so ist die Aufgabe (1) 
für jedes De B, lösbar. Wenn schließlich R ein beschränkter Operator ist und 
Ilellz, < e gilt, so folgt ||ulln, — IR @llz, < d, wobei d — e ||RI| gesetzt wurde. 
Damit ist der Beweis beendet. 

Der Wichtigkeit halber sei unterstrichen, daß die Korrektheit oder Nicht- 
korrektheit einer Aufgabe davon abhängt, in welchen Räumen wir die gege- 
benen und gesuchten Größen betrachten. Ein und dieselbe Aufgabe kann in 
einem Paar von Räumen korrekt sein, in einem anderen aber nicht. Ausführ- 
licher untersuchen wir diese Frage im $ 8. 

In den. Aufgaben. der mathematischen Physik (wie in der Analysis überhaupt) spielen 
nicht korrekte Aufgaben eine relativ wichtige Rolle. So kann man zum Beispiel nachweisen, 
daß im Raumpaar (OW(2), C(f)) das Diricauetsche Problem für die homogene LAPLA0H- 
Gleichung nicht korrekt gestellt ist. Auf diese Aufgabe stößt man in der Mechanik defor- 


mierbarer Medien (im besonderen in der Elastizitätstheorie). Eine der einfachsten nicht 
korrekten Aufgaben ist das Aufsuchen der Lösung für die Gleichung 


Tu=f, (2) 


in der T- einen vollstetigen Operator bezeichnet, der aus einem unendlichdimensionalen 
BANACH-Rauim in einen ebensolchen Raum wirkt. Ein Spezialfall der Gleichung (2) ist die 
sogenannte FREDHOLMSche Integralgleichung erster Art 


IK y uw) dy =/@), 


wobei K(x, y) ein: FR#DHoLmscher Kern ist. Daß die Aufgabe (2) nicht korrekt gestellt ist, 
ergibt sich leicht aus folgenden Überlegungen. Wenn sie korrekt wäre, so würde der be- 
schränkte Operator 7’! existieren. Der identische Operator I! = 7"!T wäre dann aber 
ein vollstetiger Operator im unendlichdimensionalen Raum X. In letzter Zeit erschienen 
viele Arbeiten, die der näherungsweisen Lösung nicht korrekter Aufgaben gewidmet sind 
(selbstverständlich unter der Bedingung, daß die exakte Lösung existiert). Eine der 
ersten Arbeiten in dieser Richtung war die Arbeit von A. N. Tyosonow [3]. Die von ihm 
vorgeschlagene Methode basiert auf der Idee, daß die Lösung der nicht korrekten Aufgabe 
als Grenzwert von Lösungen einer speziell gewählten Folge korrekter Aufgaben betrachtet 
wird. 


82. Positiv-delinite Aufgaben 


1. Der Operator A sei ein positiv-definiter Operator im Hızzerr-BRaum 2. 
‘Wir betrachten die Gleichung 
Au=f. (1) 
Mit H, bezeichnen wir den energetischen Raum des Operators A. Wir 
suchen die verallgemeinerte Lösung der Gleichung (1), d.h. ein Element des 
Raumes H,, das der Identität 


w,nl=(&n), WneHa (2) 
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genügt. Diese Lösung existiert und ist eindeutig. Somit existiert der Operator 
R= A’!, der aus Hin H, wirkt und auf dem gesamten Raum H definiert ist. 
Wir setzen B = HB =]. 

Wir weisen die Beschränktheit des Operators R nach. Es sei u die verallge- 
meinerte Lösung der Aufgabe (1). Nachdem wir in der Identität (2) n = % 
gesetzt haben, erhalten wir 


ea = Ww = ifil el. 
Es sei y? die untere Grenze des Operators A. Dann gilt |vu|| = — el 4: 


Nach dem Einsetzen dieses Ausdruckes in die vorangegangene Ungleichung 
ergibt sich 


1 
= Ru stun. 
Das bedeutet 
1 


Riem, <-, 
und die Aufgabe (1) ist im Falle eines positiv-definiten Operators im Raumpaar 
(H „, H) korrekt gestellt. 

2. Wir betrachten einige Beispiele. 

a) Es sei 2 c E, ein endliches Gebiet mit einem stückweise glatten Rand !". 
Wir betrachten das Dirichersche Problem 


— (Anl) &) + 0@u=fe), ur=0. ) 
k R 


0%; 
Für die Koeffizienten A,, und O(x) formulieren wir die üblichen Bedingungen 
(siehe Kap. 14). Der Operator X der Aufgabe (3) ist im Raum L,(2) positiv- 
definit, so daß diese Aufgabe im Raumpaar (Hy, L,(2)) korrekt gestellt ist. 
Wir erinnern daran, daß die Metrik in Hy durch die Formel 
juli = nme ns on) dee. (4) 
Pr) 
gegeben wird. 
b) In der Gleichung (3) sei O(«) > C, = const > 0. Wir geben die Rand- 
bedingung 
[42.008 | er; 
0% r 


des NpumAnsschen Problems vor. Der Operator R dieser Aufgabe ist in L,(2) 
positiv-definit, so daß das NEuUmAnnsche Problem im Raumpaar (Hy, L,(2)) 
korrekt gestellt ist. Die Metrik in HA, wird ebenfalls durch die Formel (4) 
festgelegt. 

c) Esseinun O(x) = 0. In diesem Fall ist der Operator I, des NEUMANNschen 
Problems im Raum L,(2), dem Unterraum des Raumes Ly(2), der zur Eins 
orthogonal ist, positiv-definit, so daß das Neumannsche Problem im Raum- 


aar (Hy, L,( 2) korrekt gestellt ist. 
P N, 


28 Michlin 
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S & Das DiricHLETsche Problem für die homogene 
LArLace-Gleichung 


Es sei [' eine reguläre Fläche und 2 das Gebiet, welches sich innerhalb oder 
außerhalb von J’ befindet. Wir formulieren das DirıcahLersche Problem für die 
homogene LAPLAcH-Gleichung 


Au=0, ur=gya). a) 


Man kann leicht ein Paar von Räumen angeben, in denen diese Aufgabe korrekt 
ist. Wir setzen B, = 6(Q), B,= C(T). Hierbei bezeichnen wir mit G( 2) den 
Unterraum von c(2), der durch alle in Q harmonischen und in 2 stetigen Funk- 
tionen gebildet wird (s. Folgerung 11.9.1). In der Tat, für jede Funktion o e O(I)) 
besitzt die Aufgabe (1) eine eindeutige und in 2 stetige Lösung. Im weiteren 
sei von dem. inneren DiricHLETschen Problem die Rede. Aus dem Maximum- 
Prinzip folgt 

max |u(x)| = a u(z)| = an \p(&)! 
wen er 


oder 
elle, = Ilella, - (2) 


Wenn durch R der Operator bezeichnet wird, der die gegebene Funktion o(x) 
in die gesuchte Funktion u(x) überführt, vu = Ro, so folgt aus der Identität (2) 
die Gleichung ||R|| = 1. Folglich ist die Aufgabe (1) korrekt gestellt. 

Wir gehen nun zum äußeren DiricHLetschen Problem über. Es sei zuerst 
m>2. Aus der Bedingung u(z) = O(|«]?""), |2]| — co folgt dann u(x) — 0. 
Wir betrachten die Kugeloberfläche S; mit dem hinreichend großen Radius R 
(Abb. 20, Seite 212), so daß die Fläche /' innerhalb der Kugeloberfläche liegt. 
Im endlichen Gebiet 2,, das durch die Oberflächen J'und 8, berandet wird, 
hat das Maximum-Prinzip Gültigkeit: 


max |u(z)| = max aa ut)|, az mal = Pr max |p(z)|, max ke} s 
wel wen wesn 


Nunmehr gelte R— oo. Daraus erhalten wir die Beziehung 


max |u(x)| = max 2 \pt&)|; 2 = max |o(&)| 
'zeQ wer 


Im weiteren sind die gleichen Überlegungen wie für das innere AHRICHEnESche 
Problem durchzuführen. 

Wenn m = 2 und das Gebiet 2 nicht beschränkt ist, so kann man das äußere 
DiricHersche Problem auf das innere zurückführen, indem wir Q auf ein 
endliches Gebiet konform abbilden und somit die Korrektheit des äußeren 
Dieic#kLerschen Problems nachweisen. 
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$ 4. Das äußere Neumannsche Problem 


Das unbeschränkte Gebiet 0 sei durch die reguläre Fläche J' berandet. Wir 
nehmen an, daß die Dimension des Raumes größer als zwei ist. Wenn die Funk- 
tion w(x) auf I’ stetig ist, so besitzt das äußere NzumAnssche Problem 

u 
Au=0, |, = ve) @) 


eine und nur eine in & stetige Lösung, die in der Gestalt eines Potentials der 
einfachen Schicht 


1 
ur) = | WE) m del" 3 
/ 3 (®) 


mit der stetigen Dichte u(£) darstellbar ist. Diese Dichte genügt der Integral- 
gleichung ($ 8, Kap. 18) 


2 P) 1 
ur) — mnS| u(E) er dl = — 
E, 


mat 8) 

Wie in Kap. 18 nachgewiesen worden ist, besitzt diese Gleichung eine und 
nur eine auf ]’ stetige Lösung, falls y(x) auf [stetig ist. Diese Lösung kann man 
in der Gestalt 


#»=Qy (4) 


darstellen, wobei Q bis auf eine Konstante der Umkehroperator zu dem auf der 
linken Seite der Gleichung (3) stehenden. Operator ist. Aus dem oben Gesagten 
folgt, daß der Operator Q@ auf dem ganzen Raum C(I') der auf I’ stetigen Funk- 
tionen definiert ist. Wir zeigen, daß der Operator Q auf CI’) beschränkt ist. 
Wir nehmen das Gegenteil an. Dann existiert eine Folge von. Funktionen 
9m € C(T) dergestalt, daß 


- gilt. Wir setzen 


Yalz) Se *%(z) ea) Ze, 


Tre Tr 


Dann gilt uf = QyX, |ufll= 1, |y#ll 0. Die erste Gleichung bedeutet, 
daß u der Gleichung 


nie) a Eee 
r 
genügt. Wenn wir der Kürze halber die Bezeichnung 
2 u \ 
md) 8 fe as%= (Ku) (@) 


zZ 
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einführen, nimmt die letzte Gleichung die folgende Gestalt an: 


*_ *_ 2 * 
Um —— Kin ms] (8) 


Der Operator K ist als Operator mit einer schwachen Singularität vollstetig 
in C(T) (siehe $4,-Kap. 7), und die Folge {u} ist beschränkt (||u#|| = 1). In 
diesem Fall kann man eine Teilfolge Um, finden, für die der Grenzwert 


lim Kun, = u* 
existiert. Gleichzeitig gilt y7, — 0, so daß aus Gleichung (5) die Relation un, > u* 


folgt. Wenn wir jetzt in (5) zum Grenzwert übergehen, finden wir, daß u* der 
homogenen Integralgleichung 


nt — Kut= (6) 


genügt. Gleichung (3) besitzt eine eindeutige Lösung, das bedeutet, dab die 
entsprechende homogene Gleichung (6) nur die triviale Lösung besitzt. Daraus 
folgt u* = 0. Andererseits gilt aber 


Ile *ll = lim IIa, li =1. 


‘Der erhaltene Widerspruch zeigt, daß der Operator @ beschränkt ist.!) 
Folglich existiert eine solche Konstante «, für die 


lallsallpli (7) 


gilt. Hierbei ist u die Lösung der Gleichung (3), die Norm ist die Norm des 
Raumes C(M). 

Aus Formel (2) folgt 

. de T — 

ym—2? " 


lu(@)| = max |u(n) j 


nel 


Das letztere Integral ist ein Potential der einfachen Schicht mit einer stetigen 
Dichte, die gleich Eins ist. Ein derartiges Potential ist im gesamten Raum E,, 
stetig und im Unendlichen gleich Null. Daraus folgt, daß das erwähnte Potential 


beschränkt ist: 
[= =Zß—= const. 


Fu 


In einem solchen Fall gilt 
lu@)| = P max «= eleaßlpli. 
€ 


1) Die Beschränktheit des Operators Q kann man auch wie folgt zeigen. Aus dem 
Satz 7.4.1 folgt, daß der auf der linken Seite der Gleichung (3) stehende Operator in C(T) 
beschränkt ist. Da er auf diesem Raum überall definiert ist, so folgt aus seiner Beschränkt- 
heit auch die Abgeschlossenheit; der inverse Operator Q ist dann ebenfalls abgeschlossen. 
Nach einem bekannten Satz von BawAct ist der auf dem gesamten Raum C(T') definierte 
und abgeschlossene Operator Q in diesemRaum ein beschränkter Operator. 
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Wenn wir auf der linken Seite zum Maximum übergehen, erhalten wir ab- 
schließend 
IE x ß alla . (8) 

Nunmehr ist offensichtlich, daß für m > 2 das äußere NeumAnnsche Problem 
im Raumpaar (GX 2), C{T)) korrekt gestellt ist. In der Tat, wenn wir mit R den 
Operator bezeichnen, der die Funktion y(x) in die Funktion (x) (die Lösung 
des äußeren NeumAnsschen Problems) überführt, so gilt: 

1. Der Operator R existiert (die Lösung ist eindeutig bestimmt); 2. er ist 
auf dem gesamten Raum O(I’) definiert (die Lösung existiert für jede stetige 
Funktion y(x)) ; 3. er ist als Operator von O(I') in G(2) beschränkt (Ungleichung 
®). 


$5. Das innere NEumAanssche Problem 


Die Resultate dieses Paragraphen behalten ihre Gültigkeit auch für das äußere 
NEUMARNNsche Problem im Falle m — 2, da dieses durch eine konforme Abbil- 
dung in das innere NeumAnnsche Problem übergeführt wird. 

Wie auch früher sei /' eine reguläre Fläche, und Q das Gebiet, das inner- 
halb von I’liegt. Das Problem. besteht darin, eine in 2 harmonische Funktion 
zu ermitteln, die der Randbedingung 

| = vie) a 
genügt. Im Raumpaar (@(2), O(T)) ist das innere Nnumannsche Problem schon 
deshalb nicht korrekt. gestellt, weil es nicht immer lösbar ist und die Lösung 
(wenn sie existiert) nicht eindeutig ist. Wir führen in unsere Betrachtungen den 
Raum C4(T) ein, der ein Unterraum des Raumes O(T') ist und durch die zusätz- 
liche Beziehung 


ön|r 


ei YOaKT—0 (2) 
definiert wird. 

Gilt für die Funktion » in der Randbedingung (1) die Relation y e CH{T), so 
ist das innere NEUMAnNsche Problem lösbar, allerdings nicht eindeutig. Wir 
müssen dafür Sorge tragen, daß aus der unendlichen Menge von Lösungen eine 
ausgewählt wird. Die Lösung des inneren Nmumannschen Problems kann in 
der Gestalt (siehe $ 11, Kap. 18) des Potentials einer einfachen Schicht 


del‘ 
ua) = | WE) (8) 
je 


mit der stetigen Dichte u(£) dargestellt werden. Als u(£) kann jede Lösung 
der Integralgleichung 


2 oe 1 2 
a 
Z 


dienen. 
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Wenn m = 2 ist, muß man u(x) in Gestalt eines logarithmischen Potentials 
darstellen; entsprechend wird auch Gleichung (4) verändert. Auf die folgenden 
Über Eenpen hat dies keinen Einfluß. 

Gleichung (4) ist lösbar, wenn y e O+(’) gilt, und ihre Be sind stetig. 
Ihre Anzahl ist unendlich, da die homogene Gleichung eine linear unabhängige 
Lösung u,(x) besitzt. Wenn wir irgendeine partielle a der Gleichung (4) 
mit (x) bezeichnen, so ist 


Aa) = ale) + © ale) (5) 
die allgemeine Lösung dieser Gleichung; hierbei ist c eine beliebige Konstante. 
Verschiedenen Werten c entsprechen verschiedene Lösungen des NzumAasıschen 


Problems, alle diese Lösungen sind stetig in 2. 

Wir legen uns auf.die folgende Methode der Auswahl der Konstanten c in der 
Formel (5) fest: Wir fordern, daß u(x) in der Metrik des Raumes L,(2) zu u,(&) 
orthogonal ist. Daraus ergeben sich für ce und u(x) die folgenden Werte: 


Bla) wol) AT 
zZ 


u (B, Ko)L, De 2 
Iroll%. Sud 
I a 
ne) = je) — ol 1a). (6) 


all 


Unschwer kann man sich davon überzeugen, daß die durch die Formel (6) 
definierte Funktion (x) nicht von der Wahl der partikulären Lösung x) ab- 
hängt und folglich eindeutig bestimmt wird. 

Im. folgenden verstehen wir unter u(z) die Funktion (6), unter der Lösung des 
inneren NEUMANNschen Problems das Potential (3), dessen Dichte mit der 
Funktion (6) übereinstimmt. Eine derartige Lösung ist eindeutig bestimmt. 
Wir weisen jetzt nach, daß bei einer solchen Wahl der Lösung das innere NEV- 
MAnNsche Problem im Raumpaar (2), CHT)) korrekt gestellt ist. Wir über- 
zeugten uns schon davon, daß in diesem Paar von Räumen das innere NEU- 
MAnnsche Problem eine und nur eine Lösung besitzt. Uns verbleibt nur noch 
die Beschränktheit des Operators R zu zeigen, der die Funktion y(x) in die Lösung 
u(x) des inneren NkumAannschen Problems überführt. 

Vorerst weisen wir die Existenz einer Konstanten x nach dergestalt, daß 


Hallo = Iplloor (7) 


gilt. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann überzeugen wir uns genau wie im 
vorangegangenen Paragraphen davon, daß zwei durch Gleichung (4) verknüpfte 
Folgen {yf} und {uf} existieren, für die 


lall=1, Ipmll > 0 


gilt. Wenn wir die Bezeichnung K für den Integraloperator beibehalten, die 
in dem vorangegangenen Paragraphen eingeführt worden ist, können wir 
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Gleichung (4) für die Funktionen uf und y;; in der Gestalt 


1 2 
x *_ ap 
En 7 Kin (m — 2) IS]’* 


schreiben. Die weiteren Überlegungen verlaufen wie im $4: Wir wählen eine 
Teilfolge un, so aus, daß der Grenzwert 
u*= lim Ku, = — lm, 
existiert. Dieser Grenzwert genügt der homogenen Gleichung 
u*"+Kyu*=0. 
Daraus ergibt sich notwendigerweise 


u*a) = 0 ul) . 
Weiter findet man 


(u®, Mo)z,(n) = lim (ur 2 ko)zın) =0. 


Dann ist aber C = Ound u*(x) = 0. Dies ist nicht möglich, da ||a*|| = lim Iran, I} 
=] gilt. 

Die Ungleichung (7) ist damit nachgewiesen. Wie auch im $ 4 folgt aus ihr 
die Gültigkeit der Beziehung 


lulam Saßlplletn- 


Die letzte Ungleichung zeigt, daß der Operator R beschränkt und das innere 
Neumannsche Problem in der oben gegebenen. Formulierung korrekt gestellt 
ist. 


$ 6. Aufgaben der Wärmeleitung 


il. Die gemischte Aufgabe. Wir betrachten die Aufgabe, die in den 
$$1,2 von Kap. 20 untersucht wurde: Im Gebiet Q (Abb. 36, 8. 347) ist die 
verallgemeinerte Lösung der Gleichung 


(A144) =) — fa, i) (,) 


ou ö 


zu finden, die den Anfangs- und Randbedingungen 
us=0, Uul-o = pl®) (l,) 


genügt. Diese Aufgabe besitzt eine eindeutige Lösung in der Klasse 
c»((0, 0); Hy) n C([0, 00); L,(2)), wenng € L,(Q) und fe CW([0, 0); Z,(2)) 
gilt. 

Wir betrachten die Lösung im Gebiet Q„ der Abb. 36, 8. 347, d. h. im Gebiet 
2x[0, 7]. Die Überlegungen der $$1,2 von Kap. 20 kann man ohne jede 
Schwierigkeiten für den Fall abändern, wo i nur das endliche Intervall [0, 7] 
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durchläuft. Dabei genügtes, fe C(f0, 7]; L,(2)) zu fordern, um zu zeigen, daß 
die Lösung der Aufgabe (1,), (1) in der Klasse O®((0, 7]; Hy) n C([p, 7]; 
L;(2)) existiert und eindeutig ist. 

Nunmehr führen wir dieRäume B, und B, ein, die in der Definition der Korrekt- 
heit erwähnt wurden. Als B, wählen wir den Raum C([0, 7]; Z,(2)), wobei wir 
die Norm auf folgende Art und Weise einführen: 


I#|lı = max ||w)||z.o) - (2) 
0<t<r 


Als B, wählen wir den Raum aller Paare der Gestalt 
9 = (EC ®) (8) 


wobei pe L,(2) und fe C®([0, 7]; L,(2)) gilt. Die Norm in diesem neuen 
Raum definieren wir durch die Formel 


NO], = Ipliie + max f@ilzo + max If Ol. (4) 
0<i<T 0SI<T 


Wir beweisen, daß die Aufgabe (1) im Raumpaar (B,, B,) korrekt gestellt 
ist. Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung wurde schon festgestellt. Es 
genügt, sich von der Beschränktheit des Operators R zu überzeugen, der von 
B,in B, wirkt und das Element d in die Lösung u überführt. Wir beweisen eine 
stärkere und. einfachere Behauptung: Der Operator R ist als ein aus B, in B, 
wirkender Operator beschränkt, wobei B, der Raum der Elemente (3) mit der 
Metrik 

121: = llellz.ce + max If@) zo 
0si<T 


ist. Wir wenden uns der Formel (1.8) aus Kap. 22 zu. Das System {w,} ist 
in Z,(2) orthonormiert, deshalb gilt 


co ı 2 
a6) zo = & ß Un) ent + f ent n) Fe) “| 


Die letztere Reihe stimmt mit der Reihe (2.1) aus Kap. 22 überein. Aus den 
im $2 des Kap. 22 vorgenommenen Abschätzungen folgt unmittelbar, daß die 
Summe dieser Reihe die Größe 


[1 17 
© 1 ©» 1 
2 Sun? + | Zt) de = 2 Noll + [NEE dr 
n=1l n n=1 A, 5 
nicht übersteigt. Daraus ergibt sich 
T rg 
ul. = 2 |elli.ca +7, max Ol. = a? PIE; 
1 0<ı<r 


wobei &? = max (2 z) gesetzt wurde. Wenn wir auf der linken Seite zum 
1 
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Maximum übergehen, finden wir 

jelı Sa |I@lls 
und folglich 

IRlla>2,=%. 


2. Das CAauchvsche Problem. Als 5, wählen wir den Raum der in Zu 
stetigen und beschränkten Funktionen mit der Norm 


IIplla = sup lpl@)l . (8) 
web, 


B, sei der Raum der Funktionen, die in E„x[0, 00) stetig und beschränkt sind, 
mit der Norm 
ei = sup um, il. (6) 


Se, 120 


Wenn 9 € B, gilt, so existiert die Lösung der Aufgabe 


2 — 40-0, Al = pl) m 


im Rarıme B, (83, Kap. 23) und diese ist eindeutig ($ &, Kap. 20). Das bedeutet, 
daß der Operator R, der die Anfangsfunktion 9 in die Lösung überführt, existiert 
und auf dem gesamten Raum B, definiert ist. Weiterhin folgt aus der Poıssox- 
schen Formel 


a 
2 


[p@ +2 Pre de, 


Em 


us) = nr 


die in Gestalt der Formel (3.4) aus Kap. 23 aufgeschrieben wurde, die Beziehung 


BE 
2 


\u(z, | < sup plz) fe” de = sup |p@)| = |lells - 
zeEn E zeEm 


Mm 
Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn wir ihre linke Seite durch die obere 
Grenze ersetzen: 


Iallı = IIRollı = Ilell- 


Folglich gilt ||RI| <1. Somit ist das Cavcukvsche Problem für die Wärme- 
leitungsgleichung im Raumpaar (B,, B,) korrekt gestellt. Die Normen in B, 
und B, werden dabei durch die Formeln (6) und (5) definiert. 


$ 7. Aufgaben für die Wellengleichung 


Wir werden nicht bei der gemischten Aufgabe der Wellengleichung verweilen, 
deren Korrektheit nach demselben Schema wie für die Wärmeleitungsgleichung 
untersucht wird. Die Formulierung und den Beweis der entsprechenden Be- 
hauptungen überlassen wir dem Leser. 
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Wir betrachten das Caucavsche Problem für die Wellengleichung 


u 
ee Mu=0, 


) 


ul = PR) ; 


ou | = 
Rihsr = al). 


Der Raum B, sei der Raum O®(E,„x[0, 00)) der Funktionen, die in jedem 
Punkt x e E, und für beliebiges # > 0 zusammen mit ihren ersten und zweiten 
Ableitungen stetig und beschränkt sind. Die Norm des Elementes u erklären 
wir durch die Größe 

N, (2) 


Weiterhin sei D, der Raum der Paare ® = (9,, 9,) mit der Norm 


m+1 


(fall, = max |In(e) 43 


ou! m+1 
T 


j,k-1 


ou 


00,0% 


2) 


Im = U. 


mM-+2 


H 
j 


n=0 


"pr 
O8, Öx:, ... dx; 


00%, 
öx, Om, ... Ox;,, 


M+3 
ID], = max | 35 


Jh (8) 


die innere Summierung erfolgt über alle Tupel nichtnegativer Indizes %,, i,,..., 
in = m, deren Summe gleich n ist. 

Wie üblich bezeichnen wir mit R den Operator, der das Paar ® der Vorgaben 
in die Lösung des CaucHvschen Problems (1) überführt. 

Aus dem, Eindeutigkeitssatz für das CavcHYsche Problem ($ 4, Kap. 21) folgt, 
daß der Operator R existiert, und aus den Resultaten des $ 1, Kap. 24, erhalten 
wir, daß dieser Operator aus B, in B, wirkt und auf dem gesamten Raum B, 
definiert ist. Weiterhin folgt aus der Formel (1.6) des Kap. 24 und aus dem 
Satz 23.1.2, daß R als Operator von B, in B, beschränkt ist. ‘Daraus ergibt 
sich die Korrektheit des CavcHvschen Problems für die Wellengleichung im 
Paar der hier definierten Räume B, und B,. 


$ 8. Über nicht korrekte Aufgaben der mathematischen Physik 


Wir erwähnten schon in $ 1, daß ein und dieselbe Aufgabe in einem Paar von 
Räumen korrekt und in einem anderen Paar nicht korrekt gestellt sein kann. 
Wir erläutern hier diese Behauptung an. zwei einfachen Beispielen. 

1. Das Dmiıcatetsche Problem für die homogene LarLAczk-Glei- 
chung. Dieses Problem. wurde in $3 betrachtet, wo wir folgendes feststellten: 
Wenn 2 ein Gebiet ist und. T’ sein Rand, so ist das Problem im Raumpaar 


(2), C(T)) korrekt gestellt. In einer Reihe von Fällen ist es allerdings wichtig, 
die Größe des DRIcHLETschen Integrals von der gesuchten Funktion 


ae IE 


2 
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zu kennen. Dieses Integral ist gewöhnlich dem Energiezustand proportional, 
der durch die Funktion % beschrieben wird. In diesem Zusammenhang stellen 
wir die Frage nach der Korrektheit des DiricHLeTschen Problems für die homo- 
gene LarLack-Gleichung im Raumpaar (H,(2), C(T',)) wobei H,(2) der Raum 
aller Funktionen ist, die zusammen mit ihren ersten Ableitungen quadratisch 
summierbar sind. Die Norm in H,(2) wird durch die Formel 


In [[e + Fa] o 


definiert. Leicht überzeugt man sich davon, daß die Antwort auf diese Frage 
negativ ausfällt. Wir betrachten das bekannte Beispiel von HAnAamArn. Es 
sei Q der Kreis =? -- »3 </ 1. Wir formulieren folgende Aufgabe: Es ist eine in 2 
harmonische Funktion w(%,, 25) zu finden, die der Randbedingung 


ulo-ı = PM), 0) = Ir cos (22” 9) (2) 


genügt. Hier sind e und 6 die Polarkoordinaten des Punktes (%,, %). 
Die Glieder der Reihe (2) sind auf der Kreislinie /’(o = 1) stetig, die Reihe 
selbst konvergiert gleichmäßig, da sie die konvergente Majorante 


2 
m 
n—1 
besitzt. Daraus folgt ge C(T'). Die Lösung der Aufgabe (2) kann in Gestalt 
der Reihe (siehe $ 1 des Kap. 13) 


nr 02°" cos (22" 6) (8) 


dargestellt werden. Das DiricHtersche Integral der Funktion divergiert. In 
der Tat, man kann unschwer nachprüfen, daß für 0 <a, <]1 


Sl (+ re a) 


gilt. Die Summe der Reihe (4) strebt für 0, — 1 gegen Unendlich. In der Tat, 
wir geben uns eine beliebige natürliche Zahl N vor und wählen 0, < 1 der- 


gestalt, daß er = > gilt. Dann ergibt sich für e, > 0, die Beziehung 


Sant dis nm 
n=1 ee = No 
Würde das DiricHLertsche Integral der Funktion (3) über dem Kreis mit 
dem Radius 1 konvergieren, so wäre das kleinere Integral (4) beschränkt. 
Somit gehört die Lösung der Aufgabe (2) nicht dem Raum H,(2) an. Wir 
betrachten jetzt den Operator R, der die Funktion g(P) in die Lösung u(z,, %,) 


a 


® 
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des DiricHuetschen Problems überführt. Wenn dieser Operator als Operator 
von &(I) in H,(2) betrachtet wird, so ist er nicht auf dem gesamten Raum C(T) 
definiert. Daraus folgt schon, daß das Diricauetsche Problem im Raumpaar 
(H,(2), C(T)) nicht korrekt gestellt ist. 

2. Das CaucayYsche Problem für die Saitenschwingungsgleichung. 
Wir betrachten das Cauvcavsche Problem 


ou ou ou 
Er Fr 0, Urne = mo); 


= pıl®) (5) 


unter folgenden Voraussetzungen: Die Funktionen 9,(x) und p,(x) seien auf dem 
Intervall 0O< x = 1 gegeben, und es gelte 


Eco, 1, mec®m,1. 


Das Intervall [0, 1] stellt das Abhängigkeitsgebiet für das Dreieck 7’ der 
Abb. 48 dar; in diesem Dreieck existiert die Lösung des Caucavschen Problems, 
sie isteindeutig und wird durch diep’ALEMBERTsche 
Formel (Formel (7.5) des Kap. 24) geliefert. Aus 
dieser Formel ersieht man leicht, daß für die 
Lösung der Aufgabe (5) we C®(T) gilt und daß 
die genannte Aufgabe im Raumpaar (O®(T), B,) 
korrekt gestellt ist, wobei B, der Raum aller 
Abb. 48 Paare ® = (p,, 9) mit der Norm 

IP = Ipolle® + Ilpillcc 


ist. Die gleiche D’ALEMBERTsche Formel zeigt, daß die Aufgabe (5) zum. Beispiel 
im Raumpaar (a7), B,) für beliebiges k > 2 nicht korrekt gestellt ist. 


Anhänge 


ANHANGI 


ELLIPTISCHE SYSTEME 


1. Die Definition der elliptischen Systeme 


Wir betrachten ein System von N linearen partiellen Differentialgleichungen 
mit N unbekannten Funktionen %, %, ... . , uy und m unabhängigen Veränder- 
liehen. Dieses System kann man wie folgt niederschreiben: 


%0 


N 
23 Ltr = file) , j N. (1) 

Hierbei sind L,, gewisse lineare Differentialausdrücke; & kennzeichnet, wie 
üblich, einen Punkt des m-dimensionalen euklidischen Raumes mit den Koordi- 
naten %, 2, .- - » Im: 

Für das Weitere ist es günstiger, das System (1) in etwas anderer Gestalt zu 
schreiben. 

Es seien &,,& - - - ‚&m nicht negative ganze Zahlen. Das geordnete m-Tupel 
& = (a1, 0g - - - »%m) nennen wir Multiinder; mit |&| bezeichnen wir die Sümme 
der Komponenten des Multiindex «: 


el tg +°' tom: 


Wenn £ ein Vektor mit m Komponenten ist, & = (&,, &, . . . ‚ m), so schreiben. 
wir : 
Er 
Wir setzen noch 
Deu=—, k=1,2,...,m, 


und ebenfalls 
D* = Du De... Dim, 


Wenn die Ordnung des Differentialausdruckes L;, gleich s;, ist, so kann man 
offensichtlich j 
Lsn U P: AC«) D*® Ur 
lel 87% 


schreiben. Wir führen die Bezeichnung 


& Az) D = Le, D) (2) 


lel5;% 
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ein. Offenbar ist Z;.(&,.D) ein Polynom bezüglich D,,.D,,..., Du. Jetzt 
kann man das System (1) in der Gestalt 


N 
Ph rl N, 
=1 


darstellen, oder, wenn man die Matrix der Ordnung N 
Lie, D) — Ilse, D)| & nr 


5, bz=1 


und die aus N Komponenten bestehenden Vektoren 


lu... Un): 
F = (fu, $ .. ‚Im 
einführt, ergibt sich 
Ls,Du=f(»). (3) 


Mit L},(&, D) bezeichnen wir den sogenannten Hauptteil der polynomialen 
Matrix L(x, D). Man erhält ihn, wenn man im linken Teil der Formel (2) nur 
die Summanden beibehält, für die |&| = 57x gilt: 


IDACH D)= | 2 A) D*. (4) 
al=sj% x 
Es sei & = (&,, &, -. . , &m) ein beliebiger Punkt des Raumes E„. Wir setzen 
L,®& 8) = a, Aa) &. (5) 
le[=s;x 


Das System (1) (oder (3)) wird nach I. G. Perrowskı [5] elliptisch im. Punkt x 
genannt, wenn in diesem Punkt die Determinante Det L%x, &), wobei 


Ind) Did)... Live) 
Liz, &) ar Ile, ) Lola, &) en Lex(®; &) (6) 
Die, 9  Ihnle, w 2 Lrvl®, &) | 
gilt, nur für, ==: = &, = 0 verschwindet. Das System (1) heißt auf 


einer gewissen Menge elliptisch, wenn es in. jedem Punkt dieser Menge ellip- 
tisch ist. 

Man sieht leicht ein, daß im Falle einer Gleichung zweiter Ordnung die Defi- . 
nition der Elliptizität nach I. G. Perrkowskı mit der Definition des $2 aus 
Kap. 9 übereinstimmt. Eine allgemeinere Definition. elliptischer Systeme ist 
in [11] gegeben worden. 


Beispiel l. Die Gleichung . 


wobei / der LAPLAOE- Operator und n eine natürliche Zahl ist, ist nach I. G. PETROwsKi 
elliptisch. In der Tat, im betrachteten Fall gilt N = 1, die Matrix (6) reduziert sich auf 
ein einziges Element 


Li, & = Lul® &) = ErBt +". 


Offenbar verschwindet der letzte Ausdruck nur für 4, = = u=. 
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Beispiel 2. Das Gleichungssystem der statischen Elastizitätstheorie hat die Gestalt 


Au + wgrad divu = file). (8) 
Hierbei sind u = (u... 4%) und f=(fı- -- fm) aus m Komponenten bestehende 
Vektoren, w ist ein Zahlenparameter. Die Matrix (6) nimmt im gegebenen Fall die Gestalt 
le+of v5 ... we 
jes& P+oB ... 05m 
Denken een nn ne I 
mt Bm --- er) 
an, wbi?=2+&-...- 8, gilt. Die Determinante der letzteren Matrix läßt sich 
leicht ermitteln, sie nimmt den Wert 
1 + o) EAm 
an. 
Nunmehr ist offensichtlich, daß das System (8) mit Ausnahme von = — 1 für alle 


Werte des Parameters o» elliptisch ist. Wenn man f(x) durch w f(x) ersetzt, so erhalten wir 
für & == oo das System. 


graddivue fie). 


\ 


Dieses System ist nicht elliptisch, denn seine Determinante ist gleich Null. Man kann 
deshalb sagen, daß das Gleichungssystem der statischen Elastizitätstheorie mit Ausnahme 
der Werte © = — 1 und & = w für alle Werte des Parameters w elliptisch ist. 


2. Die Formulierung der Randwertaufgabe. Die Komplementärbedingung 


Wenn die Dimension des Raumes größer oder gleich 3 ist, so ist die Deter- 
minante der Matrix (6) für das elliptische System ein Polynom geraden Grades 
bezüglich &; wenn dabei & und &’ linear unabhängige Vektoren im Raume E„ 
sind, so besitzt das Polynom Det L%z,&E + rE') bezüglich 7 die gleiche Anzahl 
. von Nullstellen mit positiven und negativen Imaginärteilen (s. [4], [I1]). 

Wenn m = 2 ist, so betrachten wir nur solche elliptische Systeme, für die 
die Determinante der Matrix (6) die beiden hier angeführten Eigenschaften be- 
sitzt. . 

Es sei Q ein endliches Gebiet des Raumes Z,„, dessen Rand J' eine (m — 1)- 
dimensionale Fläche ist. Der Einfachheit halber nehmen wir diese als beliebig 
oft differenzierbar an. Weiterhin betrachten wir Randbedingungen der Gestalt 


N j 
123. D%.| = PR) , j=1b2...,N,, (9) 
k=1 r 

wobei die Ausdrücke B,, Polynome bezüglich D sind. Folglich stellen die 
linken Seiten der Gleichungen (9) die auf der Fläche J ermittelten Werte gewisser 
Differentialausdrücke von den Funktionen u, dar. i 

Weiter nehmen wir an, daß die Koeffizienten der Polynome L;;(, D) und 
Bynlz, D) beliebig oft differenzierbare Funktionen von z in 2 sind. 

Die Ausdrücke B;, mögen. der folgenden Bedingung genügen, die in [10] 
und [11] Komplementärbedingung genannt wurde. In etwas anderer Gestalt 
war sie schon früher in [4] und [9} formuliert worden. 
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Mit Bty(®, D) bezeichnen wir den Hauptteil des Polynoms B,,(z, D). Es sei 
xze I' und E ein beliebiger, von Null verschiedener Tangentenvektor zu Jim 
Punkte x. Weiterhin sei» der Normaleneinheitsvektor auf J’im gleichen Punkt. 
Mit (a, &), k=1,2,...,P, bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung 
Det L%a&, &E -+v) = 0, Imr, > 0, und mit M(x, &, 7) das Polynom (bezüglich r) 


M(x, &,x) = H (F- rue, 8). 


k=1 


Mit 0%x, €) bezeichnen wir schließlich die Matrix, deren Elemente die alge- 
braisehen Ergänzungen der Matrix (6) sind. Die Komplementärbedingung 
besteht im folgenden: 

Die Zeilen der Matrix BI (x, +r») CO’ (@,&E -+rpv) sollen modulo Mix, &, r) 
linear unabhängig sein. 


Beispiel 3.. Das System (1) stelle eine einzige nichtentartete elliptische Differential- 
gleichung zweiter Ordnung dar. Für das DirionLersche und das NzumAnssche Problem 
dieser Gleichung ist die Komplementärbedingung erfüllt. Wenn die Dimension des Raumes 
größer oder gleich 3 ist, so wird für das Problem der Richtungsableitung die Komplementär- 
bedingung genau in den Punkten des Randes erfüllt, in denen die Richtung der Differentia- 
tion nicht tangential zum Rand ist. Wenn m = 2 ist, so wird für das Problem der Rich- 
tungsableitung die Komplementärbedingung auf dem gesamten Rand erfüllt. 

Beispiel 4. Für das System (8) der Gleichungen. der statischen Elastizitätstheorie 
formulieren wir das DieicaLersche Problem, d. h. w|r = p(x), wobei o(x) eine auf dem 
Rand I’ des elastischen. Körpers gegebene Vektorfunktion ist, Den Raum setzen wir als 
dreidimensional voraus, m = 3. Die Komplementärbedingung wird für & # — 2 erfüllt 
und für © = —2 gestört. Dabei versteht es sich von selbst, daß wir die Werte = & 
und = —1 nicht betrachten, da für sie das System (8) nicht elliptisch ist. 

Zur Komplementärbedingung kann man auf folgende Weise gelangen. Wir halten einen 
Punkt x, € I’ fest und legen in diesen Punkt den Ursprung eines lokalen Koordinaten- 
systems Ju, Ja... Jm- Wie üblich legen wir fest, daß die J„-Achse entlang der Normalen 
auf IT’ gerichtet ist, die restlichen Achsen befinden sich dann in der Tangentialebene. Im 
System (1) und in den Randbedingungen (9) behalten wir nur die Hauptglieder bei und 
„frieren“ in ihnen die Koeffizienten ein, indem wir den Punkt x durch x, ersetzen. Das 
System (1) wandeln wir in ein homogenes System um, indem wir die rechten Seiten fj(x) 
durch Null. ersetzen. Schließlich ersetzen wir noch das Gebiet 2 durch den Halbraum 
Jm> 0. Wir gelangen somit zu dem weitgehend vereinfachten Randwertproblem: Die Glei- 
chungen und die Randbedingungen sind bezüglich der Ordnung der Differentiation homogen 
und ihre Koeffizienten sind Konstanten, die Differentialgleichungen sind auch im üblichen 
Sinn homogen und die Lösung wird im einfachsten Gebiet, im Halbraum, gesucht. Wenn wir 
die Fourrer-Transformation bezüglich J1, Jg...» Jm-ı durchführen, ergibt sich ein 
gewisses Randwertproblem für ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten auf der Halbachse J„ > 0. Die Komplementärbedingung ist not- 
wendig und hinreichend dafür, daß die letztere Aufgabe eine und nur eine Lösung besitzt, 
die für J„) — co gegen Null strebt. 


3. Über die Räume von 8. L. Sogorew [7, 8] und L. N. SLosopzzeı [6] 


Die Räume von 8.L.SoBoLew wurden im $5 des Kap. 2 behandelt. Die Norm 
kann im Raum W®(Q2) durch die Formel 


all = fu@)l de + {/ & |D* ua)? Bi (10) 
2 2 la|=1 


1. Elliptische Systeme 435 


gegeben werden, die sich nur durch die Bezeichnungen von der Formel (5.1) 
des Kap. 2 unterscheidet. Die on 


12 I |D* u)? de” (1) 
le] =0 

ist der Norm (10) äquivalent. Wenn p = 2 ist, so ist der Raum W®(Q) mit der 

Norm (11) ein HınBerr-Raum. 

Die Funktionen, die den Raum WP(2) bilden, können auch Vektorfunktionen 
sein. In diesem. Falle muß man unter |u(x)| oder |D*u(x)| in den Formeln (10) 
und (11) die Länge des entsprechenden Vektors verstehen. Für 1 = 0 geht der 
Raum von 8. L. SogoLzw in den Raum L,(2) über. 

Es sei nun } eine positive, aber nicht. ganze Zahl. Wir setzen I, == [l], 
A=1-—1, Den Raum von L. N. Srosonzzeı WO(Q) bilden alle Funktionen 
u(z), die im Gebiet Q sämtliche verallgemeinerten Ableitungen der Ordnung I, 
besitzen, die mit dem Exponenten p summierbar und dabei so > beschaffen sind, 


daß 
5 ji }Deuta) — Deuly)P 7, 1,2 00 
ll=% 


[x — yApım 
gilt. Die Norm kann im Raum von L. N. SLoBoDzzk1 durch die Formel 


|Deufa) — Deuly)lo 
Ip = 2 [Dumrart s | em an u 
. 22 


jo bo 


gegeben a 

Im. weiteren betrachten wir nur den Fall p = 2. In diesem Fall ist der Raum 
W® mit der Norm (12) ein Hınzerr-Raum. 

Man kann Räume wo betrachten, die durch Funktionen gebildet werden, 
welche nicht in einem Gebiet, sondern auf irgendeiner Mannigfaltigkeit, im 
Spezialfall auf einer gewissen Fläche gegeben sind. 


4. Koerzitive Randwertprobleme 


Das Randwertproblem (1), (9) wird in 2 eilipiisch oder koerzitiv genannt, 
wenn 
}. das System (1) im abgeschlossenen Gebiet 2 elliptisch ist; 
2. in allen Punkten des Randes von 2 die Komplementärbedingung erfüllt wird. 

Mit L bezeichnen wir den Operator, der durch die linke Seite der Matrix- 
gleichung (3) erzeugt wird, und mit B den durch die Matrix der in die Rand- 
bedingung (9) eingehenden Operatoren B,, erzeugten Operator. Mit A bezeich- 
nen wir schließlich das Paar (Z, B). Wir setzen voraus, daß alle Differential- 
ausdrücke L,, ein und dieselbe Ordnung s haben. 

Es sei m; die höchste Ordnung der Differentiation in der j-ten Bedingung (9) 
und n eine beliebige ganze Zahl, die nicht kleiner als 1 + max m; ist. Mit 
Vf‘) bezeichnen wir die orthogonale Summe der Räume von L. N. SLOBODEZKI 


NM, ee 
| : ur, j=1,2,...,N,. Wenn weiterhin I eine hinreichend große 
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gahze Zahl ist, so bezeichnen wir mit H,(2, I’) die orthogonale Summe des 
SosoLewschen Vektorraumes W®(2) und des Raumes V@(T). Wir nehmen 
i>1, = max (s, m; + 1) an. Der oben eingeführte Operator A bildet offenbar 
aus W®(Q) in H,(2,T) ab. Es gilt folgender Satz. 

Satz. Die Aufgabe (1), (9) ist genau dann koerzitiv, wenn eine der folgenden 
Bedingungen erfüllt ist: 5 

1°. Wenn we WEXQ), Luce WE) undBue VÜLT) gilt, so istu e WO(Q), 
und es hat die Abschätzung 


lullma = © {zZ ullme-9 + IB ullr@ + Ilullz,} (13) 


Gültigkeit, in der die Konstante Ü nicht von der Funktion uw abhängt. 

2°. Der Operator A ist normal auflösbar, und sein Index ist endlich. 

Der hier formulierte Satz wurde in [1] für die umfassendere Klasse der soge- 
nannten singulären Integro-Differentialrandbedingungen bewiesen; im Vergleich 
dazu stellen die hier betrachteten Bedingungen (9) nur einen Spezialfall dar. 


5. Über den Index der koerzitiven Aufgabe 


Aus dem im Punkt 4 angeführten Satz folgt, daß. jede koerzitive Aufgabe 
einen endlichen Index besitzt. Von großem. Interesse sind. das Problem der 
Berechnung dieses Index und die Untersuchung seiner Eigenschaften. 

Eine recht allgemeine Formel für den Index, die für eine große Klasse von 
Aufgaben, insbesondere für die koerzitive Aufgabe (1), (9) anwendbar ist, wurde 
von M. F. Arıyau und I. M. Sınazx [12] aufgestellt. Es ist allerdings schwierig, 
den Index nach dieser Formel auszurechnen. Deshalb sind die Fälle von Inter- 
esse, für die man über den Index diese oder jene Behauptungen aussagen kann, 
die sich einfacher formulieren lassen. Wir führen eine solche Behauptung an. 

Es mögen sich zwei koerzitive Aufgaben des T’'yps (1), (9) nur durch die Rand- 
bedingungen unterscheiden. Dann ist die Differenz der Indizes dieser Aufgaben 
gleich dem Index eines gewissen Systems von singulären Integralgleichungen, das 
vollständig durch die Vorgaben beider Aufgaben bestimmt wird [1]. 

Den Index.eines Systems von singulären Integralgleichungen kann man ver- 
hältnismäßig einfach berechnen. Deshalb kann man, wenn für ein gegebenes 
elliptisches System (1) der Index bei irgendwelchen Randbedingungen bekannt 
ist, diesen unschwer auch bei beliebigen anderen Randbedingungen, die der 
Komplementärbedingung genügen, ausrechnen. 


6. Niehtkoerzitive Aufgaben für elliptische Systeme 


Die Untersuchung dieser Aufgaben trifft auf große Schwierigkeiten. Am. 
weitesten ist das Problem der Richtungsableitung für eine nicht entartete 
elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung in dem Fall ausgearbeitet, wo 
die Richtungder Differentiation zur Oberfläche des Randes auf einer Mannigfal- 
tigkeit niedrigerer Dimension tangential ist. Eine Darlegung der Hauptergeb- 
nisse, die sich auf das Problem der Richtungsableitung im nicht koerzitiven Falle 
beziehen, sowie auch bibliographische Angaben kann man in [2], [3], [13] finden. 


ANHANG 2 


ÜBER DAS CAUCHYSCHE PROBLEM 


FÜR HYPERBOLISCHE GLEICHUNGEN 
(W.M. BABITSCH) 


1. Die Lösung des CaucHvschen Problems für die Wellengleichung 
u — ar Au = 0 
wurde im vorliegenden Buch für den Fall ermittelt, daß die Anfangswerte bei 
t = 0 gegeben wurden. 
Man kann eine Formel herleiten, die die Lösung für das weitaus allgemeinere 
Cavonysche Problem 
u — a? Au = fir, t), 


uls =UuU ( x) ’ 
x 03) 
Iule Ult, &) 


liefert. Hierbei sind f, %,, u, hinreichend glatte Funktionen, u, und w, sind auf 
der hinreichend glatten Fläche 8 definiert, und n ist die Richtung der Normalen 
auf 8. Die Fläche 8 soll noch eine weitere wichtige Bedingung erfüllen: Es soll 
die Ungleichung 


cos? (n, ti) — a? 2000 (n, 2;) >0 (2) 


erfüllt sein. 
Eine Fläche 8, die der Bedingung (2) genügt, wird räumlich orientiert oder 
Fläche räumlichen Typs genannt. 

Wir weisen einen Weg, mit dessen Hilfe die Lösung der Aufgabe (1) in Integral- 
form. gefunden werden kann. 

Es sei m eine gerade Zahl und (x,, i,) der Punkt, in dem wir die Funktion u 
ermitteln wollen (wir setzen voraus, daß die Lösung der Aufgabe (1) existiert). 
Der chärakteristische Kegel mit der Spitze im Punkte (x,, i,) 

mM 
ati 3 u -u—0 (8) 


i= 
schneide aus 8 den endlichen Teil @ mit dem (m — 1)-dimensionalen glatten 
Rand o aus. Indem man die Bedingung (2) benutzt, kann man leicht nach weisen, 
daß die letzte Voraussetzung erfüllt ist, wenn der Punkt (x,, £,) in der. Nähe der 
Fläche $ liegt. 
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Wir wenden die GrEexnsche Formel 


[uwLedS= [uPv—vPu)dF + [vLudE, 
zZ F E. 


2 a0, IE °_ i% Furl 
L= ns A, P=cosmi) Mm 2 cos (n, ©) Er (4) 
auf die gesuchte Lösung der Aufgabe (1) und auf die Funktion 
(—1) m-2)2 r(r5=) & 
= t 7 2 2 (t £,)2 z 012 (5) 
v = 1%, 6, 2 bi) = m 4 a 0) zZ m—-%)°| . 


an. Hierbei sei /' die Eureßsche Gammafunktion, A eine komplexe Zahl, 
= &* für& >0 und{i=0 fürö<0. Der Integrationsbereich & ist durch 
die Oberfläche des Kegels (3) und durch den Teil Q, den dieser Kegel aus 8 
ausschneidet, begrenzt. Den Rand dieses Gebietes bezeichnen wir mit F. Beide 
Teile der Gleichung (4) sind reguläre Funktionen von A für Re} > 2. Indem wir 


beide Teile der Formel (5) analytisch in den Punkt} = — u fortsetzen 
(man kann beweisen, daß eine solche analytische Fortsetzung möglich ist), 
erhalten wir auf der linken Seite der Formel (4) den Wert u(x,, i,), auf der rechten 
Seite jedoch einen Ausdruck, der die unbekannten Funktionen nicht enthält. 

In der Tat, für Rei >2 verschwinden v und Pv auf der Oberfläche des 
Kegels, weiterhin gilt Lu=f, uls = u,; P(u) kann man unschwer durch uls 
= u, und = = u, ausdrücken. Die Formel, die wir mit Hilfe des angezeigten 

Ss 

Weges erhalten, liefert die Lösung der Aufgabe (1), was man durch unmittelbares 
Nachprüfen zeigen kann. Die Funktion (5), die mit Null in das Gebiet a? (t — 1,)? — 


mM 
— I (x; — 3)? < 0 und in den Halbraum t > t, (oder i< i,) fortgesetzt wird, 
i-1 


nennen wir für! = — ” 5 I Fundamentallösung des CaucHxschen Problems für 
die Wellengleichung. Für den Spezialfall m = 2 ist die Funktion 
1 
10)? — (ar — aD — (m — (6) 


Fundamentallösung des CaucHYvschen Problems. 
Wir weisen darauf hin, daß die Formel, die die Lösung des CaucHvschen 
Problems für die Wellengleichung im Falle der Ebene liefert, die Gestalt 


(s. $ 6, Kap. 24) 
W%o; to) - fi vda, dag + jfwe de, de, 
i=0 t=0 
hat. 


Wenn die Anzahl m der räumlichen Veränderlichen ungerade und größer 1 
ist, so ergibt sich die Lösung der Aufgabe (1) unter Benutzung derselben Methode, 
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nur muß man statt der Funktion (5) die Funktion 


m 2 
[et a PR | 
am me u y = 
Rei>2 
in die GrEEnsche Formel (4) einsetzen. und beide Teile der erhaltenen Identität 
analytisch in den Punkten 4 = — "1 fortsetzen. 


Die Fundamentallösung des CAvc#Yschen Problems ist eine verallgemeinerte 


Funktion vt), die die Lösung der Aufgabe 
Lv=dn — ,..., nn -,t—h); m 
Use, == 0 (oder Ulıeı, = 0) 
darstellt. Auf.der rechten Seite steht die DirAosche ö-Funktion. 
Im. Falle eines ungeraden m nimmt die Fundamentallösung des CAvcoHvschen 
Problems die Gestalt : 
1 m—3 


ar bo)” 3 | 


® 


=E 2 am Da Fe) 


(8) 


Ui, =0. (oder Ules, =0) 
an. Ist die Zahl m gerade, so liefert die Funktion (5) die. Fundamentallösung 


—_ m 
setzen. 


Pr 


des CavoHYschen Problems, wenn wir} = 


2. Für die hyperbolische Gleichung 


a ou a du 
WAu= N %;() 3 + Ib) — +ea)u—=fle), ; 
.3=0 2,08; i=o 92; = 
= (Ep... 3 U) : 
ist das CaucHvsche Problem 
\ 5 
Du=f, Ua, = (10) 


ausführlich untersucht worden, wenn $ eine Fläche vom, räumlichen Typ ist. 
Im Punkt x, konstruieren wir den Kegel 


mM 
Z Ay) u - u) u) =0. al) 

%,9= 
Die Matrix A,,(&,) ist die inverse Matrix von a,,(x,). Den Kegel (11) kann man 
durch eine affine Transformation aus dem Kegel (3) erhalten. Der Kegel (11) 
teilt den Raum in drei Gebiete: in zwei ‚innere‘ und ein „äußeres“. Die Fläche 8 
ist in dem und nur dem Fall räumlich orientiert, wenn für jeden Punkt x, € 8 
die Normale in diesem. Punkt keine gemeinsamen Punkte mit dem Kegel (11) 


1) Mit verallgemeinerten Funktionen kann sich der Leser anhand der Monographie [5] 
bekannt machen (s. auch Anhang 3, 8. 447449). 
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(selbstverständlich außer dem. Punkt x,) noch mit.dessen Außengebiet besitzt. 
Für den Differentialoperator (9) kann man den Begriff der Fundamentallösung 
für das Cauvc#vsche Problem einführen. Fundamentallösung des Cavcayschen. 
Problems wird in diesem. Falle die verallgemeinerte Funktion v genannt, die 
auf einer gewissen Fläche (räumlichen Typs) homogenen Anfangsbedingungen 
und in einer Umgebung von 8 der Gleichung 


DB A eenh Veen) 
genügt. 

Die Singularitäten der Fundamentallösung liegen auf dem charakteristischen 
Konoid des Punktes x, (so wird die charakteristische Fläche genannt, die im 
Punkt x, einen konischen singulären Punkt besitzt). Im Falle des Wellenopera- 
tors und des Operators (10) haben die Singularitäten der Fundamentallösungen 
beider Operatoren bei gleichem m einen ähnlichen analytischen Charakter, wenn 
der charakteristische Konoid des Operators (10) außer dem Punkt x, keine Singu- 
laritäten aufweist. 

Wenn der charakteristische Konoid singuläre Punkte hat, so besitzt in deren 
Umgebungen die Fundamentallösung eine sehr komplizierte Struktur. Wir 
wollen noch bemerken, daß die Fundamentallösung des Operators (10) im Falle 
m — 1 Rınmanssche Funktion und bei geradem m Hapamardsche Elementar- 
lösung genannt wird. 

3. Intensiv wurden unstetige Lösungen. (Lösungen i im. verallgemeinerten Sinn 
oder im Sinne verallgemeinerter Funktionen) der Gleichung (10) untersucht. 
Unter natürlichen Voraussetzungen kann man zeigen, daß die Lösung der 
Gleichung (10) bei glatten a;,, b;, c, nur auf den Charakteristiken Unstetig- 
keiten haben. kann. 

Wir nehmen an, daß die Gleichung (10) (m = 3) den physikalischen Prozeß 
der Wellenausbreitung beschreibt. 

Die Charakteristik F(x,, %, 2,8) = 0, t= x, auf der u eine Unstetigkeit 
besitzt, stellt vom. Standpunkt eines sich im Koordinatensystem #,, &, % 
befindlichen Beobachters eine sich fortbewegende Fläche dar, entlang der sich 
die Funktion u besonders schnell ändert. Diese Fläche wird Wellenfront genannt. 
Im. Falle der Wellengleichung mit veränderlicher Geschwindigkeit 

1 
2«) 
werden die zur Wellenfront orthogonalen Trajektorien Strahlen Hensel die 
Strahlen genügen dem Fermarschen Prinzip: Längs des Strahls ist die Variation 
des Fermarschen Funktionals 


Var? + dad + da? + da? + des (13) 
I c(«) =, C(& > %g> %s) 
gleich Null. 


Es ist eine formale Methodik zur Bestimmung der Singularitäten für die 
Lösung der Aufgabe (12) ausgearbeitet worden, in der ein wichtiges Teilgebiet 
die Konstruktion der Strahlen, d. h. der Extremalen des Integrals (13), darstellt. 


un Au=0, x = (2, %g, %g) (12) 
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Diese Methodik, die unter dem Namen Strahlenmethode bekannt ist, wird breit, 
allerdings ohne strenge Begründung, in den mathematischen Aufgaben der Theo- 
rie dernicht stationären Wellen angewendet. Die strenge Begründung der Strahlen- 
methode ist im allgemeinen Falle eine schwierige und noch ungelöste Aufgabe. 
4. Wir kehren zur Wellengleichung mit. c(x) = a = constzurück. Wir nehmen 
an, daß die Anfangswerte ul, - - - » m) = Ulr-o und (X, .. . , m) = Wlı=o 
außerhalb eines gewissen Gebietes 2° verschwinden. Wir konstruieren den 
charakteristischen Kegel (s. Formel (3)) mit der Spitze im Punkt i = (0, ©}, ®, 


2) Bu wobei (at, ee 2) eH gilt. Durch die Formei 
U m. | 
== Paare. ER a  20)2 
@d0h,)e G = » Um)! 3 (x ©) 


definieren wir die Menge F, die die Vereinigung aller Punkte der charakteri- 
stischen Kegel ist, deren Spitzen auf der Ebene i = 0 in den Punkten des Ge- 
: bietes & liegen. Die Menge F besteht offenbar nur aus dem charakteristischen 
Kegel 


aR—= (X — %)%; 


wenn die Menge Z.nur aus einem Punkt besteht. 

Wie aus der KırcaHorrschen Formel bei m = 3 (s.$ 3, Kap, 24) folgt, ver- 
schwindet die Lösung u(f, &,, %, %3) außerhalb der Menge F. Gewöhnlich drückt 
man diesen Fakt durch die Worte ‚‚für die Wellengleichung tritt bei m = 3 keine 
Wellendiffusion auf“ aus (ausführlicher s. [9]). 

Der Begriff einer Gleichung ohne Wellendiffusion wird leicht auf den allge- 
meinen Fall der Gleichung (9) erweitert. Die Rolle der charakteristischen Kegel 
spielen hier die charakteristischen Konoide. 

Man kann unschwer nachweisen, daß beim = 5, 7,9,... im Falle der Wellen- 
gleichung keine Wellendiffusion auftritt, während bei m = 1,2,4,6,8,... die 
Funktion a außerhalb von F im allgemeinen nicht verschwindet. Genauer, 
% verschwindet außerhalb der Menge 


m 
| v Ik, 2. RD ln — m)* 
(1 En en U 3-1 


und ist auf der Menge F, von Null verschieden. Das Verschwinden von u außer- 
halb der Menge F, ist eine Folge der Endlichkeit des Abhängigkeitsgebietes für 
die Lösung des Cauckvschen Problems (s. Punkt 7). 

Ein genaues Analogon zu diesem Fakt gilt für sehr allgemeine hyperbolische 
Gleichungen, während das Fehlen der Wellendiffusion im gewissen Sinne eine 
Ausnahmeerscheinung ist. Im Falle einer hyperbolischen Gleichung mit ver- 
änderlichen Koeffizienten tritt bei geradem m immer eine Diffusion auf. Es ist 
offensichtlich, daß bei ungeradem m für Gleichungen, die sich durch eine Trans- 
formation der Variablen in. die Wellengleichung überführen lassen, ebenfalls 
keine Diffusion auftritt. Bei m =5,7,9,... existieren Gleichungen ohne 
Diffusion, die sich nicht durch eine Variablensubstitution in eine Wellengleichung 
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überführen lassen [13]. Beim = 3 ist ungeklärt,!) ob Gleichungen ohne Diffu- 
sion existieren, die sich nicht auf die Wellengleichung zurückführen lassen. 
Wenn es gelänge zu zeigen, daß Gleichungen „ohne Diffusion“, die sich nicht 
auf die Wellengleichung zurückführen lassen, nicht existieren, so würde dies 
auf den besonderen Charakter des physikalischen Raum-Zeit-Kontinuums 
(X, &g, X, t) hinweisen. 

Die Fragen, die wir hier kurz streiften, werden in der klassischen Arbeit 
von HADAMmARD [10], im Artikel von M. Rızsz [12] und in der Monographie von 
R. CourAnt [7] behandelt.. Der Strahlenmethode und ihren Anwendungen ist 
ein großer Teil der Arbeiten von [3] gewidmet. 

5. Wir betrachten die partielle Differentialgleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten 

Pu 


Lu = 5 ARE r 
Pre A (14) 


dp0..0 = l, Yanam 7 const . 


Gleichung (14) heißt nach I. G. PurRowskı hyperbolisch, wenn. für beliebige 
und nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen &, @9 - . ., @m das Polynom 
bezüglich A (mit Koeffizienten, die von & = (w,, ®, - ... ; @&) abhängen) 


A(d, ©) = 2% Gay. AOT ... Om 
Zui=p 
genau: p reelle und paarweise verschiedene Wurzeln hat. Wir suchen die Lösung 
der Gleichung (14) in der Gestalt 


in + 5 [073 a), 5 ©; =|1, (15) 
il i=1 


wobei f eine beliebige Funktion ist. 

Die Lösung der Gleichung (14), die die Gestalt (15) annimmt, nennt man 
Lösung vom Typ einer ebenen Welle, die sich mit der Geschwindigkeit v in der 
Richtung — «u ausbreitet. Offensichtlich ergibt sich 


m 
= (ot + 53 0) — const, 
\ i=1 f 
wenn 


m 5 
vi Do, = (= const (16) 
i-1 
gilt, d.h. die Lösung vom Typ einer ebenen Welle (15) behält einen konstanten 
Wert auf den Ebenen bei, die zum Vektor «& orthogonal sind und sich mit der 
Geschwindigkeit v in. der Richtung —@ bewegen. 


1) Der polnische Mathemetiker M. Marısson bewies, daß die Gleichung (10) durch Über- 
gang zu neuen Veränderlichen auf eine Wellengleichung zurückgeführt werden kann, wenn 
im Operator (10) m = 3, a; = const und die Gleichung Zu = 0 eine Gleichung ohne 
Diffusion ist [11]. 
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Wenn wir den Ausdruck (15) in die Gleichung (14) einsetzen, erhalten wir 
m m 
zi(o: + 5 =) = 40,0) [for + So, ) 
i—1 i=l 


Dafür, daß die Gleichung (14) für eine beliebige Funktion f gilt, ist die Be- 
ziehung 
Av, oa) = 0 


notwendig und hinreichend. Somit ist die Aussage, daß die Gleichung (14) 
hyperbolisch nach I. G. PsTRowsk1 ist mit der Behauptung gleichbedeutend, 
daß für jede Richtung & genau p ebene Wellen mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten existieren, die sich in der Richtung — ausbreiten. 

Fundamentallösung des CavcHvschen Problems für die Gleichung (14) wird 
die verallgemeinerte Funktion h genannt, die den Bedingungen 


Lh=ök@—-a,:—b); 
hlı>ı, 0 
genügt. Die Fundamentallösung h gestattet, beip > 2 die Lösung der Aufgabe 


or iv 


Lv=F(), vl = ur); ee 


= %_1(®) 


in Integralform niederzuschreiben (F, v, sind hinreichend glatte Funktionen). 
Die Fundamentallösung h kann man mit Hilfe der Überlagerung von ebenen 
Wellen für beliebige m =1,2,3,... und p=1,2,3,... konstruieren. So 
gilt zum Beispiel bei ungeradem m und fürp = m-+1 
(-)@a-Yi2 
2anm-Ip_ mn) 


m p-m-—i Mm 
x (2 Kıi+t=n) ie Kit n)dE. 
k=1 k=1 


h= 


do 


Fre ; 
igrad H|sgn 378, H5, 
kl 


Hierbei gilt HE, &,.. Em) = All, &, &n - -  » Em), Kr = m — 2; de ist das 
Flächenelement der Fläche H = 0. 

Die Herleitung der Formeln für die Fundamentallösungen. kann man in [1] 
finden. 


6. Charakteristik der Gleichung (14) nennt man eine Fläche yf, ©, . . - ; m) = 
= 0), in deren Punkten die Beziehung 
al. 9 ae, 
ei 0 Öl 


gilt. Interessant ist der Umstand, daß die Fundamentallösungen nur auf dem 
charakteristischen Konoid Singularitäten aufweisen. Charakteristisches Ko- 
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noid!) wird im Raume der Koordinaten %, %, ... , 2m, $ die Fläche genannt, 
die die Schar der Ebenen 


einhüllt, wobei 

AB, o)=0, @=(o,:::; Cm) 

gilt. Im Falle 
h . m 

m=2 und Aßwo)=»-.a Yo} 


i-1 
stimmt die Gleichung (14) mit der Weliengleichung und das charakteristische 
Konoid mit dem Kegel (3) überein. Im allgemeinen Fall ist das charakteristische 
Konoid eine charakteristische Fläche der Gleichung (14) mit einem singulären 
Punkt = a), t=t, Das charakteristische Konoid stellt im allgemeinen 


1? r I + 1 Kegel dar, die den Punkt x, = x}, t = t, als gemeinsame Spitze 


besitzen ([... .]ist das Zeichen für entier). Die Singularitäten der Fundamental- 
lösung wurden in der Umgebung eines regulären Punktes des charakteristi- 
schen Konoiden in [2] untersucht. Es erwies sich, daß diese nur algebraischen, 
logarithmischen oder „deltaförmigen‘‘ Charakter tragen. 

In ‚den Umgebungen singulärer Punkte des charakteristischen Konoids 
haben die Singularitäten der Fundamentallösungen einen sehr komplizierten 
Charakter und sind noch nicht bis zu Ende untersucht worden. 

7. Außerhalb des „umfassendsten“ der Kegel, aus denen das charakteri- 
stische Konoid besteht, verschwindet die Fundamentallösung. Diese Tatsache 
ist mit einer sehr wichtigen Eigenschaft der hyperbolischen Gleichungen ver- 
bunden. 

Wenn die Anfangswerte des CaucHyvschen Problems für die Wellengleichung 
U — a? Au = 0 beit = 0 gegeben sind, so hängt die Lösung im. Punkt x, = ), 
t=t,t, > 0 nur von den Anfangswerten in dem durch die Kugeloberfläche 
(2; — #2)? = a? begrenzten Gebiet ab. Somit ist im Fall der Wellengleichung 
das Abhängigkeitsgebiet der Lösung des CAucoHyschen Problems für jeden Punkt 
endlich. Für nicht hyperbolische Gleichungen existiert kein endliches Abhän- 
gigkeitsgebiet. 


!) Für eine hyperbolische Gleichung zweiter Ordnung mit im allgemeinen nicht kon- 
stanten Charakteristiken wurde eine andere Definition des charakteristischen Ronoiden 
(s. Punkt 2) gegeben. Beide Definitionen sind gleichzeitig nur im Fall einer hyperbolischen 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten der Gestalt 
ö u 

u 0x, 0%; i 


ur Gy = sonst 


anwendbar, wo sie auf ein und dasselbe charakteristische Konoid führen: 
Et Ayla) > 


A = llagli 
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Zum Beispiel hängt die Lösung w(x,, i,) des Cauchvschen Problems für die 
Wärmeleitungsgleichung u, = Au; ul-o = ex), © = %, . - : » m, bei beliebigen 
i,.> 0 von den Werten o(z) für alle x ab (d.h. für — w<{m< w,i=1,2,..., 
. m; s. Poissonsche Formel im. $ 2, Kap. 23). 

Im Falle des Cavc#vschen Problems für die Gleichung (14) kann man das 
Abhängigkeitsgebiet für den Punkt x = x, t= 1, mit bei t= 0 gegebenen 
Anfangswerten wie folgt finden: Wir konstruieren das charakteristische Konoid 
mit. der Spitze im Punkt = x, t=1,. Das Gebiet, das der ‚„‚umfassendste“ 
Kegel des Konoids aus der Ebene t = 0 herausschneidet, ist das Abhängigkeits- 
gebiet für den Punkt (x, £o)- 

8. Das Gleichungssystem 


in, eu > (s,i) is 
ar u. 
ld, N (17) 
ER (= econst,s=1,2,...,N) 
wird hyperbolisch nach I. G. PuTRoWwskI genannt, wenn für beliebige, nicht 
gleichzeitig verschwindende reelle Zahlen &,, ®y...;@m das Polynom be- 
züglich A 
det An So nd a. on (18) 
Ig=n 
K<ni 
(s,i=1,2, ‚N; ö, bezeichnet das KRONECKER-Symbol) nur reelle und 
Y 


vorkeliedene Wurzeln aufweist. 

‚Für das System (17) kann man die Darlegungen der Punkte 7 und 8 für die 
Gleichung (14) mit geringfügigen Änderungen wiederholen. 

9. Wir betrachten das (im a nicht lineare) System von N aan 
gen für N Funktionen u, ..., ur: 


a... ) (19) 
W<nrır Smi,s=1l,2,...,N). 
Für dieses System seien die Anfangswerte 


1, ! 
| ai ui | 


= Uiplz), PEN Eee an >= Ynm-ıl®); u = (2, ung Kon) (20) 


Ie=0 
gegeben. Wenn u,,(x) und F, hinreichend glatte Funktionen sind, so kann man 
bei i = 0 alle in das System (19) eingehende Ableitungen von u;{f, &, . . - , m) 
@=1,2,....,N)ermitteln. Das System (19) wird für i = 0 mit den Anfangs- 
werten (20) hyperbolisch genannt, wenn die Determinante (18) nur reelle und 
verschiedene Wurzeln bezüglich A hat; hierbei gilt. 


(s,i) or; 
4, = 5 (21) 


Koı-. Om dpa 
I 
08° 021°... am Io 
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Die Hyperbolizität hängt im Falle eines linearen Systems (19) nicht von den 
Anfangswerten ab. Wenn das System (19) hyperbolisch und linear ist, so kann 
man für das System (19) den Begriff der Fundamentalmatrix (die Verallgemei- 
nerung des Begriffes der Fundamentallösung für das CavoHyvsche Problem) 
und den Begriff des charakteristischen Konoids für jeden Punkt (z,, i,) ein- 
führen (s. [1]). 

Im. allgemeinsten Fall eines Systems (19), das hyperbolisch nach I. G. Pr- 
TROWSKI bei i— 0 sein soll, ist das Cauckvsche Problem (19), (20). in einer 
Umgebung von i = 0 korrekt gestellt, d. h., das CavoHvsche Problem ist bei 
hinreichend glatten Funktionen u,,(x) eindeutig lösbar, wobei die Lösung im 
folgenden Sinne stetig von den Anfangswerten abhängt: Die Vektorfunktionen 
u (x, to) (fo > 0, to hinreichend klein), «9 = (u®,..., u), die das CavcHv- 
sche Problem (19), (20) mit den Anfangswerten uXx=1,2,3,...) lösen, 
konvergieren gegen die Lösung u(x,, i,) des CAvcHvschen Problems mit den. 
Anfangswerten w,,(z), wenn die Anfangswerte «9 für x — -- 00 zusammen 
mit einer ausreichenden Anzahl von Ableitungen auf jedem beliebigen Kompak- 
tum der Ebene gegen u, konvergieren. 

Der Beweis der Korrektheit gelingt in diesem allgemeinen Fall, wenn man. ‚die 
Abschätzungen der gesuchten Lösung in den sogenannten energetischen Normen 
zu Hilfe nimmt (s. [8], [6]). 

10.1. M. GeLrAnn und G. E. SchzLow (s. [5]) nennen das System 


a5 Pn(ize) urlx, 1) (22) 
k=1 “ 


linearer Gleichungen mit konstanten Koeffizienten hyperbolisch, wenn die 
Funktion A(s) — max Re A,(s) (A,(s) sind die Eigenwerte der Matrix ||P,,(s) H||) 


3 

den folgenden Bedingungen genügt: 
1. As) <a|s| + b,a,b = const ; 
2. für reelle s = o gilt 


Als) Se, c= const. 


Für derartige Systeme ist das CavcuyYsche Problem mit Anfangswerten für 
t = 0 in demselben Sinne korrekt gestellt, in dem auch das nach I. G. PETROwsKI 
hyperbolische System (19) korrekt gestellt ist (s. Ende des Punktes 9). Hierbei 
ist es nicht erforderlich, daß # klein ist. 

Wenn wir uns auf Systeme der Gestalt (22) beschränken, dann sind die in 
diesem. Punkt dem System. auferlegten Einschränkungen für die Korrektheit 
des CavcHvschen Problems nicht nur hinreichend (im Sinne des Punktes 9), 
sondern auch notwendig. 


ANHANG3 


EINIGE FRAGEN DER THEORIE 
ALLGEMEINER DIFFERENTIALOPERATOREN 
(W.G.MAZJA) 


1. Verallgsmeinerte Funktionen 


Gegenstand der Theorie der Differentialgleichungen waren bis in letztere 
Zeit Operatoren dreier Typen, nämlich elliptische, parabolische und hyper- 
kolische Operatoren. Typische und einfachste Repräsentanten dieser Klassen. 
sind entsprechend der LarLAacr-Operator, der Wärmeleitungs- und der Wellen- 
operator, über die in diesem Buch ausführlich gesprochen wurde. Das Stu- 
dium. dieser Operatoren und ihrer Verallgemeinerungen, das schon zu Beginn 
des vorigen Jahrhunderts aufgenommen wurde, erzeugte eine umfangreiche 
Literatur, gestattete eine große Zahl von interessantesten Fakten und Zu- 
sammenhängen anzuhäufen und zu analysieren, stimulierte die Entwicklung 
der Funktionentheorie, der Funktionalanalysis und anderer Gebiete der Mathe- 
matik. 

Dennoch war noch vor etwa zwei Jahrzehnten fast nichts über Gleichungen. 
und Systeme bekannt, die nicht zu den drei klassischen Typen gehören. 

Während dieser kurzen Zeit wurde in der genannten Richtung eine Reihe . 
von tiefschürfenden Resultaten gewonnen, die es gestatten, heute von einer 
Theorie allgemeiner Differentialoperatoren zu sprechen. 

Der vorliegende Artikel ist einer kurzen und notwendigerweise nicht voll- 
ständigen Darlegung einiger Aspekte dieser Theorie gewidmet. Die Unter- 
suchung allgemeiner Differentialoperatoren wurde in erster Linie auf der 
Grundlage der Theorie der verallgemeinerten Funktionen möglich. 

Zuerst tauchten verallgemeinerte Funktionen ohne strenge Begründung in 
der Physik auf. So führt zum. Beispiel die Vorstellung von der elektrischen 
Punktladung zur intuitiven Definition der sogenannten d-Funktion, d.h. einer 
Funktion, die mit Ausnahme eines Punktes, in dem. sie gleich Unendlich ist, 
verschwindet und deren Integral gleich 1 ist. Der Begriff des Dipols bedingt 
die Einführung von Ableitungen der 6-Funktion. Diese und andere „unge- 
wöhnliche“ Objekte entstanden auch in mathematischen Fragen, zum Beispiel 
in der Theorie der hyperbolischen Gleichungen. Diese Beispiele wiesen auf die 
Urzulänglichkeit des klassischen Begriffs der Funktion hin. Zuerst wurden 
verallgemeinerte Funktionen von 8. L. SosoLzw 1936 in die Mathematik ein- 
geführt und beim Studium des CAvoHYschen Problems für lineare hyperbolische 
Gleichungen benutzt [11]. Die Theorie der verallgemeinerten Funktionen in 
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ihrer modernen Gestalt wurde in der Monographie von L. Schwartz [24] auf- 
gebaut und erhielt in einer Serie von Monographien, die von I. M. GELFAND 
und anderen Autoren verfaßt wurden, ihre weitere Entwicklung!) 

Was stellen nun verallgemeinerte Funktionen vom mathematischen Stand- 
punkt aus gesehen dar? Wenn man über die d-Funktion als solche spricht, 
so war die mathematische Analysis schon seit langem, in der Lage, für diese 
eine korrekte Definition zu geben. In der Tat, man kann hierbei von einem 
endlichen Maß sprechen, das in einem Punkt konzentriert ist. Für die Ab- 
leitungen der ö6-Funktion ist die Maßtheorie allerdings nicht mehr in der Lage, 
eine Erklärung zu geben. 

Wir kehren zur ö-Funktion zurück und erinnern uns, daß jedes Maß mit 
einem linearen und stetigen Funktional auf dem Raum der stetigen Funk- 
tionen identifiziert werden kann. Wir weisen darauf hin, daß ein solches 
Funktional für die ö-Funktion durch die Formel 


(6), fix)) = F(0) 


erklärt ist, wobei f(x) eine beliebige Funktion ist, die zum Beispiel auf dem 
Intervall [—1,1] stetig ist. Somit ist also die ö-Funktion nach Definition 
ein Funktional auf C [—1,1], das der Funktion f(&) ihren Funktionswert im, 
Punkt 0 zuordnet. 

Wenn man diese Idee benutzt, kann man verallgemeinerte Funktionen als 
lineare stetige Funktionale auf diesen öder jenen (unter ihnen auch auf engeren 
als ©) Räumen einführen. Diese Räume werden gewöhnlich als Räume der 
Grundfunktionen bezeichnet. Die Auswahl dieses oder jenes Raumes von 
Grundfunktionen hängt von der betrachteten analytischen Aufgabe ab. Diese 
Räume sind topologische Räume, aber nicht unbedingt normierte oder me- 
trische Räume; oftmals erweisen sich die sogenannten abzählbar-normierten 
Räume als nützlich. Der Begriff der Konvergenz einer Folge von Grund- 
funktionen erzeugt auf natürliche Weise eine Konvergenz im. konjugierten 
Raum, dem Raum der verallgemeinerten Funktionen. 

Als Beispiel von Grundräumen führen wir die Räume D(2) und S(E,„) an. 
Die Elemente des Raumes D(2) sind im. Gebiet Q beliebig oft differenzierbare 
Funktionen, von denen jede außerhalb einer gewissen abgeschlossenen Unter- 
menge von Q verschwindet. Den Raum S(Z,„) bilden die in Z„ beliebig oft 
differenzierbaren Funktionen, die zusammen mit allen Ableitungen für |«]| — oo 
schneller gegen Null konvergieren, als jede beliebige Potenz von |x|"!. Die 
entsprechenden konjugierten Räume werden mit D’(2) und 8’(E„) bezeichnet. 
Im weiteren ziehen wir nur diese Räume verallgemeinerter Funktionen in 
Betracht. 

Der Operator der Differentiation ist auf D(2) und S(E,„) definiert, und diese 
Räume sind bezüglich des genannten Operators invariant. Diese Tatsache 
ermöglicht es, den Operator der Differentiation in die Räume der Funktionale 


1) Dem Thema des vorliegenden Abrisses entsprechen besonders die Monographien [3] 
der erwähnten Serie. 
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als konjugierten Operator einzuführen. Somit erweisen sich alle verallgemei- 
nerten Funktionen der Klassen D’(2) und $'(E,) als beliebig oft differenzierbar, 
und der Operator der Differentiation ist ein stetiger Operator. 

Analog wird die Multiplikation einer verallgemeinerten Funktion mit einer 
beliebigen Funktion definiert, die im entsprechenden Raum. der Grundfunk- 
tionen einen. Mültiplikator darstellt.!) Unter anderem kann man eine ver- 
allgemeinerte Funktion der Klasse D’(2) mit jeder in 2 beliebig oft differenzier- 
baren Funktion multiplizieren, und eine verallgemeinerte Funktion der Klasse 
S‘(E„) kann. mit jeder beliebig oft differenzierbaren Funktion, die im Unend- 
lichen nicht schneller als eine Potenz von |x| mit positivem Exponenten wächst, 
multipliziert werden. 

Ähnliche Überlegungen ermöglichen die Definition der FouRIER-Transfor- 
mation, der Faltung (eine Verallgemeinerung des Integraloperators mit Dif- 
ferenzenkern) und anderer Operationen der klassischen Analysis für die ver- 

- allgemeinerten Funktionen aus D’(E,) und S8’(E,). Insbesondere bildet die 
FoOvrIER-Transformation den Raum S(E,„) auf sich selbst ab, wodurch eine 
Definition der FOURIER-Transformation für verallgemeinerte Funktionen im 
Rahmen des Raumes $S’(E,„) möglich wird. Somit wird die FOURIER-Trans- 
formation auf Funktionenklassen erweitert, die sogar im Unendlichen wachsen. 

Die Anpassungsfähigkeit und Breite der Theorie der verallgemeinerten 
Funktionen machten sie zum. natürlichen Apparat für die Entwicklung der 
Theorie der allgemeinen Differentialoperatoren und führten zu einer sehr 
schnellen Entwicklung dieser Theorie. Im. folgenden beschränken wir uns 
hauptsächlich auf Operatoren mit konstanten. Koeffizienten, für die in den 
letzten anderthalb Jahrzehnten eine Reihe von. Resultaten. gewonnen wurde, 
die in einem gewissen Sinn abgeschlossen sind. 


2. Die Fundamentallösung 
Wir betrachten den Differentialausdruck 
1 0 \fı 1 0 \em 

P(D == One dm I IL »,e. 17 — 1 

in Me 5) Ge) 2 “) 

der Ordnung Z mit konstanten Koeffizienten. Das erste allgemeine Resultat 
bezüglich eines solchen Operators war der Beweis der Existenz der Funda- 
mentallösung in verschiedenen Räumen verallgemeinerter Funktionen [23], [17]. 


Fundamentallösung wird die verallgemeinerte Funktion e(x) genannt, die 
der Gleichung 


PD) e(&) = dx) 2) 
genügt. Im. Falle des LArzAck-Operators in E,„ (m > 2) hat die Fündamental- 
lösung die Gestalt e() = (2 — m)! |S, |"! [a]? . 


1) Eine Funktion A(&) wird Multiplikator in einer gewissen Klasse A von Funktionen 
genannt, wenn das Produkt} - we 4 ist für beliebige u e A. 
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Wie wir wissen, dient diese Funktion als Kern eines Integraloperators (nämlich 
des Volumenpotentials), der eine partikuläre Lösung der Gleichung Au = f 
liefert. 

Eine analoge Rolle spielt die Fundamentallösung des allgemeinen Differential- 
operators P(D). Die Frage nach der Existenz einer solchen Lösung kann man 
nur in der Sprache der verallgemeinerten Funktionen stellen: Es ist bekannt, 
daß sogar für einfachste Gleichungen die Fundamentallösung nicht zu existieren 
braucht. Die FOURIER-Transformation F überführt. die Gleichung (2) in die 
äquivalente algebraische Gleichung 


POFYD=1, 


wobei 


P&)= N amenen,. Em 


isl sl 
gilt. Somit wird die Aufgabe der Bestimmung der Fundamentallösung e(x) auf 


die Bestimmung der verallgemeinerten Funktion —__in diesem oder jenem 


P&) 
Baum zurückgeführt. Auf diese Weise erhält man nicht nur den Satz über 
die Existenz der Fundamentallösung, sondern untersucht auch ihre Differen- 
tialeigenschaften. 
Wie eben erwähnt wurde, kann man die Lösung der inhomogenen Gleichung 


PDu=f (3) 


finden, wenn man die Funktion e(x) kennt. Außerdem kann man mit Hilfe 
sben dieser Funktion ein recht allgemeines Analogon zur Poissonschen Formel 
erhalten, d. h., man kann die Lösung der Gleichung 


P(Du=0 (4) 


in jedem beliebigen Punkt durch die Werte dieser Lösung in einer beliebig 
dünnen Schicht ausdrücken, die den Punkt umgibt. Derartige Darstellungen 
ergaben zusammen mit der Information über die Glattheit der Fundamental- 
lösung und ihrer Singularitäten eine der Möglichkeiten zur Untersuchung der 
Frage nach den Differentialeigenschaften der Lösung allgemeiner partieller 
Differentialgleichungen. 


3. Hypoelliptische Gleichungen 


Es ist bekannt, daß jede zweimal stetig differenzierbare Lösung der La- 
PLACE-Gleichung in Wirklichkeit eine analytische Funktion ist. Eine analoge 
Bigenschaft bleibt auch für beliebige elliptische Gleichungen. und Systeme mit 
analytischen. Koeffizienten erhalten. Wie I. G. Perrowskı [10] zeigte, ist die 
Tatsache, daß alle Lösungen analytisch sind, eine charakteristische Eigenschaft 
von Operatoren elliptischen Typs. Somit erweist sich, daß die einfache „äußere“ 


3. Theorie allgemeiner Differentialoperatoren 451 


Eigenschaft der Gleichung, die EHiptizität, der tiefgehenden und wesentlich 
weniger offensichtlichen Eigenschaft der Analytizität ihrer Lösungen äqui- 
valent ist. 

L. Schwartz [24] formulierte das folgende Problem: Es sind die allgemeineren 
Differentialausdrücke P{D) zu beschreiben, die die Eigenschaft besitzen, daß 
für jede beliebige Lösung der Gleichung (3) w e 0 gilt, falls fe C(®) ist. Der- 
artige Differentialausdrücke nennt man hypoelliptisch. Das einfachste Beispiel 
eines nicht elliptischen, aber hypoelliptischen Differentialoperators ist der 
Operator der Wärmeleitung. 

Eine umfassende Charakteristik der hypoelliptischen Operatoren wurde 1955 
von L. HÖRMANDER [13] (s. auch [12], [16]) gegeben. Für die Hypoelliptizität 
des Operators P ist notwendig und hinreichend, daß für alle Nullstellen. des 
Polynoms P(&) mit der Eigenschaft |E| — oo die Relation |Im &] — oo folgt. 

Wenn das Polynom P(£) dieser Eigenschaft genüst, so existiert eine positive 
Konstante y derart, daß für die Nullstellen von P(£&) die Ungleichung 


Im &]| = a jRe&l’ — b 6) 


erfüllt ist, wobei @ > 0 und 5 Konstanten sind. Der minimale Wert von y 
wird Exponent der Hypoelliptizität genannt. Es gilt immer y=1, und die 
Gleichung y = 1 ist der Elliptizität des Operators äquivalent. Den Expo- 
nenten der Hypoelliptizität kann man durch folgende Gleichung definieren ([7}}: 


„ ered Pol 
y= Im 2] 
IE1>00 In |&| 


Hypoelliptische Operatoren heben sich auch durch folgende Eigenschaft 
hervor: Die Fundamentallösung des Operators P(D) ist dann und nur dann 
außerhalb des Koordinatenursprungs beliebig oft differenzierbar, wenn P(D) 
hypoelliptisch ist [20]. Indem man die Fundamentallösung konstruiert und 
ihre Eigenschaften untersucht, kann man große Klassen. der sogenannten teil- 
weise hypoelliptischen Gleichungen beschreiben, deren Lösungen für einen Teil 
der Veränderlichen beliebig oft differenzierbar sind [19] (s. such [12]). 


4. Die Darstellung der Lösung für Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 


Für die Lösung der Gleichung (4) ist die allgemeine Darstellung ermittelt 
worden. Sie ist eine weitgehende Verallgemeinerung der elementaren Dar- 
stellung der Lösungen einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten, die sich in Gestalt einer Summe von Produkten 
aus Polynomen und Exponentialfunktionen darstellen läßt. Wir erinnern 
daran, daß die Exponenten in dieser Darstellung die Nullstellen des charak- 
teristischen Polynoms sind. Für eine partielle Differentialgleichung hat der 
entsprechende Ausdruck die Gestalt 

ur)= [ e"P uldE), 6) 
P 


G=0 


30 Michlin 
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wobei u eine beliebige verallgemeinerte Funktion aus einer gewissen Klasse 
ist (wenn. die Nullstellen. von P(E) einfach sind, so ist u ein Maß) [18], [8]. 

Die Darstellung (6) folgt daraus, daß die Gleichung (4) in #,„ der Geichung 
P(&)(Fu)(&) = 0 im Raum. der verallgemeinerten Funktionen äquivalent ist. 
Diese Identität bedeutet, daß die verallgemeinerte Funktion Fu = u nur auf 
der Menge {E: P(&) = 0} verschieden von Null ist, woraus sich letztlich die 
Beziehung (6) ableiten läßt. 


5. Die Existenz korrekter Aufgaben 


Aus Gleichung (6) folgt die Existenz einer unendlichen Menge von Lösungen. 
einer beliebigen homogenen Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Deshalb 
ist die Fragestellung nach zusätzlichen Bedingungen natürlich, wodurch aus 
der Gesamtheit der Lösungen eine eindeutige Lösung bestimmt wird. Wie 
wir wissen, werden. zu diesem Zweck für die Gleichungen der mathematischen 
Physik verschiedene Randwertaufgaben formuliert, d. h., aus allen Lösungen 
wird diejenige ausgewählt, die auf dem Rand des Gebietes eine gegebene Be- 
dingung erfüllt. 

Wie in Kap. 25 ausgeführt wurde, wird eine solche Aufgabe in einem ge- 
wissen Raumpaar (A, B) korrekt genannt, wenn sie in A eindeutig für alle 
Vorgaben aus .B lösbar ist und außerdem die Lösung stetig von diesen Vorgaben 
abhängt. 

Es entsteht die Frage, ob für eine gegebene Gleichung in einem fixierten 
Gebiet wenigstens eine korrekte Randwertaufgabe existiert. Wie L. HöR- 
MANDER zeigte [13], kann man diese Frage im. Falle von Gleichungen mit 
konstanten Koeffizienten positiv beantworten, wenn A = B = L,(2) ist und 
Q ein beschränktes Gebiet darstellt. Um. dieses Resultat zu verdeutlichen, 
führen wir einige Definitionen ein. 

Neben dem Operator P(D) betrachten wir den formal adjungierten Operator 


PD), dessen Koeffizienten sich aus den Koeffizienten von P(D) durch Über- 
gang zu den konjugiert-komplexen Zahlen ergeben. Mit Hilfe von P kon- 
struieren wir den sogenannten minimalen Operator P,, der die Abschließung des 
auf D(Q) gegebenen. Operators P in L,(2) darstellt. Maximal nennen wir den 
Operator, der in L,(2) zu dem. minimalen Operator P, adjungiert ist. Somit 
enthält die Gesamtheit aller Funktionen, die beliebige homogene Randbedin- 
gungen erfüllen, das Definitionsgebiet des minimalen Operators und ist ihrer- 
seits im Definitionsbereich des maximalen Operators enthalten. Exakt wird 
das Problem der Existenz korrekter Aufgaben für P(D) wie folgt gestellt: 
Kann man eine Erweiterung des minimalen Operators finden, die gleichzeitig 
eine Einengung des maximalen Operators ist und die einen beschränkten in- 
versen Operator besitzt, der auf dem gesamten Raum 2,(0) definiert ist? Aus 
den Resultaten von M. TI. WıscHik [1] folgt, daß eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz einer solchen Erweiterung die Erfüllung 
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der Ungleichungen 

lellz..o =sC IIP(D) ullr.o > 0) 

ellz.co = (||P(D) ullr.«o . 
für alle Funktionen « € D(2) ist, wobei C eine Konstante ist, die nicht von u 
abhängt. (Für den LarLacsE-Operator sind diese Abschätzungen z.B. eine 
einfache Folge der Ungleichung von K. Frieprıcus.) Das oben erwähnte 
Resultat von L. HöRMANDER bestand im Beweis der unerwarteten Tatsache, 
daß derartige Ungleichungen. für jeden beliebigen Operator mit konstanten 
Koeffizienten Gültigkeit haben. 

Dieser Fakt ist ein Spezialfall allgemeiner Sätze von L. HöRMANDER über 
den Vergleich von Differentialoperatoren. Laut Definition ist der Operator 
P(D) stärker als der Operator Q(D), wenn D(P,)c _D(Q,) gilt, wobei P, und 
Q, die entsprechenden minimalen Operatoren. sind. 

Allgemeine Überlegungen (von. der Art des Satzes über den abgeschlossenen 
Graphen) zeigen, daß P dann und nur dann stärker als Q ist, wenn eine Kon- 
stante € existiert derart, daß für alle Funktionen u € D(2) die Abschätzung 


12 ul = C (IP ul + |ellz«o) 8) 
gilt, welche infolge von (7) der Abschätzung 


1% “||z,co) = (0 ||P «lo, (9) 


äquivalent ist. 

Indem L. HörMANDER die Technik der Energieintegrale entwickelte, gab er 
in algebraischen Termini folgende notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Gültigkeit der Abschätzung (9): 


KOISCHIPO,  WEcEm, (10) 


wobei P(%(&) die Ableitungen des Polynoms P(£) sind und die Summierung 
sich über alle Multiindizes a erstreckt. 

Daraus folgt unter anderem, daß der Operator P(D) dann und nur dann 
elliptisch ist, wenn er stärker als jeder beliebige Operator ist, dessen Ordnung 
die von P nicht übersteigt. 

In [13] wurde ferner gezeigt, daß für die Vollstetigkeit des Operators Q, P! 
die Bedingung 

200 (8) 
Picr 


notwendig und. hinreichend ist. 

L. HÖRMANDER zeigte weiterhin: Wenn P und Q maximale Operatoren 
sind und D(P) <D(9) gilt, so ist entweder Q = a P+b, wobei a und 5 Kon- 
stanten sind, oder P und Q sind gewöhnliche Differentialoperatoren, wobei die 
Ordnung von Q die von P nicht übersteigt. Interessant ist, daß für Systeme 
die Frage nach der Existenz korrekter Randwertaufgaben weitaus schwieriger 
war, als für eine Gleichung. 


+0 für E> (11) 


30* 
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Schon in dem einfachen Falle des Systems w, + v, = fi, v5 = Ja besitzt der 
minimale Operator keine lösbaren Erweiterungen [4]. Gegenwärtig ist eine 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer korrekten Auf- 
gabe für Systeme mit konstanten Koeffizienten bekannt, die aus L,(Q) in 
L,(2) wirken [9], [21]. 

Somit ist also das Problem der Existenz korrekter Aufgaben im. Falle kon- 
stanter Koeffizienten völlig gelöst. Die Aufgabe der expliziten Beschreibung 
aller korrekten Randbedingungen für allgemeine Operatoren ist allerdings, 
wie es scheint, von ihrer Lösung noch weit entfernt, ungeachtet dessen, daß 
für einige Gleichungen und Systeme in dieser Richtung bereits umfangreiche 
Ergebnisse vorliegen. 

Die Betrachtung korrekter Aufgaben für allgemeine Gleichungen und Sy- 
steme im Halbraum wurde in der Arbeit von I.M. GeLrawo und G. E. ScouıLow 
[2] begonnen. In dieser Arbeit wurden Eindeutigkeitsklassen für Lösungen 
des Cavcuyschen Problems für Systeme von Gleichungen der Art 


k 
j-=1 


gewonnen, die durch Ungleichungen der Form 
ul S CO edle? 


beschrieben werden. Der Exponent p in dieser Ungleichung wird durch die 
Matrix || P,(E)|| bestimmt. Die in [2] benutzte Methode gründet sich auf die 
FOurIER-Transformation verallgemeinerter Funktionen bezüglich der Raum- 
koordinaten, die das System (12) in ein System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen überführt. Im. weiteren gab G. E. ScaiLow [16] eine Beschreibung 
der Lösbarkeitsklassen des Cavchvschen Problems für das System (12). All- 
gemeinere korrekte Aufgaben im Halbraum wurden in den Arbeiten [5], [6] 
(s. auch [16]) formuliert und untersucht. 


6. Operatoren mit veränderlichen Koeffizienten 


Das Studium. derartiger Operatoren trifft im Vergleich zum Falle konstanter 
Koeffizienten auf wesentlich größere Schwierigkeiten. Das ist schon aus der 
Tatsache ersichtlich, daß man für Gleichungen mit veränderlichen. Koeffi- 
zienten die Frage nach der Existenz wenigstens einer Lösung in einem ge- 
gebenen Gebiet nicht immer positiv beantworten kann. In der Tat, die Glei- 
chung erster Ordnung 


. 0% u 2 u 
ee a rl 
besitzt für beliebig oft differenzierbare Funktionen f in keinem einzigen Teil- 


gebiet von E, eine Lösung, die dem Raum D’ der verallgemeinerten Funktionen 
angehört (f22], [14]). Einander ähnliche notwendige und hinreichende Be- 
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dingungen für die Existenz der Lösung in einem kleinen Gebiet wurden von 
L. HÖRMANDER gegeben (s. [14]). 

Dieses Resultat schöpft selbstredend die zum gegenwärtigen Zeitpunkt be- 
kannte Information über allgemeine Gleichungen. mit veränderlichen Koeffi- 
zienten nicht aus. So hat man zum Beispiel hinreichende Bedingungen für die 
Hypoelliptizität solcher Gleichungen erhalten, gleichfalls Bedingungen für die 
Existenz einer korrekten Randwertaufgabe ‚im Kleinen“ [14]. Die Umrisse 
einer allgemeinen Theorie der Gleichungen mit gerandstlichen Koeffizienten 
lassen sich allerdings noch nicht erkennen. 


ANHANG4 


NICHTLINEARE ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN 
ZWEITER ORDNUNG 
(1. J. BAKELMAN) 


Neben den linearen partiellen Differentialgleichungen spielen in der mathe- 
matischen Physik und in ihren Anwendungen nichtlineare Gleichungen eine 
große Rolle. Im folgenden werden nichtlineare Gleichungen zweiter Ordnung 
elliptischen Typs betrachtet. Vielfältige Aufgaben der Mechanik, der Va- 
riationsrechnung, der Geometrie und anderer Teilgebiete der Mathematik 
führen auf diese Gleichungen. 


1. Grundlegende Begriffe 


Es sei 2 ein Gebiet des m-dimensionalen euklidischen Raumes Z,. In En 
fixieren wir ein cartesisches Koordinatensystem %,,.. .,&m. Einen Punkt des 
Raumes EP, werden wir wie üblich mit 


= (2,8: :, Cm) 


bezeichnen. In 2 betrachten wir die Gesamtheit der zweimal stetig differen- 
zierbaren Funktionen O®(2). Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 


02 ,. 
4 = —(Ü- 1,2,. Mm), 
ÖX; 
6% ,. 
Zık = ,k=1,2,...,m), 
0%, 0% 


Dz = (2%, - : :, Zn) » 


DR = (25 Ze: am). 
Es sei 


Fi, . . -, Ems 2% Paz - + +» Ps Fra Pas - + +: Pmm) 


eine stetige Funktion der unabhängigen Veränderlichen x,, 2, Pi, Yır für alle 
x Q und für alle endlichen Werte der restlichen Argumente. Die Funktion F 
schreiben wir kurz als F(x,2,p,r), wobei p=(Pp,-:..,Pn) und r = (nr, Yo 
22.5 Fam) Sit. 

Wir interpretieren die Größen p und r als Punkte der euklidischen Räume P 
und R, deren Dimensionen entsprechend m und m (m -+- 1)/2 sind und in denen 
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die cartesischen Koordinaten 9, - ., Pm und ry, "iz « - -; nm eingeführt sind. 
Jede Funktion F(&,z, p,r) erzeugt auf der Menge der Funktionen O®(2) 
einen Operator 
D(z) = Fix, 2, De, D’r) , 


der entsteht, wenn. wir in die Funktion F anstelle von 2, p, r entsprechend die 
Funktion 2(z) und ihre ersten und zweiten Ableitungen einsetzen. j 

Wir setzen jetzt zusätzlich voraus, daß die Funktion F stetige erste Ab- 
leitungen nach den Veränderlichen r,, ,k=1,2,...,m) für alle ze Q@ und 
für alle endlichen Werte der restlichen Veränderlichen aufweist. Man sagt, daß 
der Operator ®(z) elliptisch in bezug auf die Funktion 2, e C®(2) ist, wenn 
die quadratische Form! 


T®,2)= > Pan &i kr 


%,k=1 


in’ allen Punkten des Gebietes 2 definit ist. Die Funktion 1% „ erhalten wir, 
wenn wirin P,,, (x, 2, p, r) die Funktion z,(x) sowie ihre ersten und zweiten Ab- 
leitungen einsetzen. Da die Funktionen 2 in 2 stetig sind, so ändert die 
quadratische Form T(, z,) in Q ihr Vorzeichen nicht. Wenn der Operator ®(z) 
in bezug auf die Funktion 2, € C®(2) elliptisch ist, so ist folglich die quadra- 
tische Form überall in Q entweder positiv- oder negativ-definit. Wir weisen 
darauf hin, daß der Operator &f(z) in bezug auf gewisse Funktionen aus O2) 
elliptisch sein kann, in bezug auf andere jedoch nicht. Entsprechende Beispiele 
werden später angeführt. 
Die Differentialgleichung 


F(x, 2, Dz, D%) = 0 


wird elliptisch genannt, wenn in bezug auf alle Lösungen dieser Gleichung der 
Operator D(z) elliptisch ist. 

' Offensichtlich ist die im $2 des Kap. 9 gegebene Definition der Elliptizität 
für eine lineare Gleichung ein Spezialfall des eben eingeführten Begriffes der 
Elliptizität für die allgemeine Gleichung 


F(x, z, Dz, Dr) =. 


Die wiehtigsten Klassen nicht linearer Gleichungen sind die quasilinearen 
Gleichungen und die Mon@E-Amp&reschen Gleichungen. 
a) Quasilineare Gleichungen werden Gleichungen der Form 


0% 


0%; 0% 


A;rl, 2, Dz) + B(x, 2, De) = 0 (1) 


genannt. Diese Gleichungen sind bezüglich der zweiten Ableitungen der unbe- 
kannten Funktion 2(x) linear. Lineare Gleichungen sind offenbar ein Spezial- 
fall quasilinearer Gleichungen. 
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Eine quasilineare Gleichung ist elliptisch, wenn für alle x e 2, ze (— 00, 400), 
pe P die quadratische Form A;,,(z, 2, p) & &r in allen Punkten von Q2 definit 
ist. Wie wir schon bemerkten, ändert die quadratische Form. 


A;nl&, 2,2) &ı Eu (2) 


für beliebige x e 2, 2,» € P ihr Vorzeichen nicht. Deshalb folgt die Elliptizität 
der Gleichung (1) aus der Bedingung, daß die quadratische Form (2) für be- 
liebige x, 2, 9 positiv-(negativ-)definit ist. Man kann zeigen, daß diese Be- 
dingung nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig für die Elliptizität der 
Gleichung (1) ist. 

b) MongE-Ampirssche Gleichungen werden Gleichungen der Form 


2 5 
Rz EZ — N A >, Arrlz, 2, Dz) ER + Bi, 2, Dz) = (0 3 Ass >= Ars (3) 
ı,k=1 


genannt. Das ist eine Gleichung bezüglich einer Funktion zweier unabhängiger 
Veränderlicher. Ein für sie charakteristisches Merkmal ist das Auftreten des 
Ausdruckes 


Gy dı xy %a % % 


als Hauptteil. 
Der Operator 


2 
H (z) — Ay ar Fat Fre 


wird einfachster Mongn-AmPuREscher Operator genannt. 
Die Funktion 


2 
Fa, 2, 9,7) = Yıı Yon — Ya Paı Ar Pa 2,2) rın + Bw, 2, p) 
id, k= 

ist dann und nur dann stetig, wenn die Funktionen A;.(z, 2, p), B(&, 2, p) für 
alle ze 2 (2 stellt hierbei ein Gebiet in der Ebene der Veränderlichen x,, %s 
dar) und für beliebige 2 e (—0oo, +00) und p € P stetig sind. Wenn diese Bedin- 
gungen erfüllt sind, so besitzt die Funktion F(x, z, p, r) außerdem stetige Ab- 
leitungen 


or of 

——f A —emn A 
Er ot Au» an + An: 
or öf Ä 
— ff A _— ff. A . 
Dr tr Ag; DE ut 22 


Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen die Gleichung (3) ellip- 
tisch ist. Es sei z(@,, #,) eine beliebige Funktion aus C@(2). Dann gilt 


T(®, 2) = (22,2, + Au) & —2 (Zr, -Aydsıd+t (Ze, + 4) & . 


Die quadratische Form T7(®,z) ist genau dann definit, wenn in 2 die Un- 
gleichung 


(Zu, + Ay) (Zuz, I Ass) (Za2, A1)” > 0 
erfüllt ist. 
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Es sei z(x,, &,) eine Lösung der Gleichung (3). Dann gilt 


2 
2 2 Em 
EZ BZIER = BIER + F 3 Air 9° % Ban 
4, k= 


Folglich genügt für die Elliptizität der Gleichung (3), daß die Ungleichung 
Ay An — Apr - B>0 


für alle (x, 2) € 2 und für alle endlichen Werte von 2, ?,, 9, erfüllt ist. Man 
kann beweisen, daß diese Bedingung für die Elliptizität der Gleichung (3) auch 
notwendig ist. 

Man. sieht leicht ein, daß die quadratische Form 


2 R 
T(®, 20) == E z Far & & (4) 


überall das gleiche Vorzeichen beibehält, wenn der Operator ®(2) in bezug auf 
die Funktion z, elliptisch ist. Daraus leiten wir ab, daß es Funktionen gibt, 
für die die quadratische Form (4) in 2 positiv-definit ist, daß es Funktionen 
gibt, für die diese Form negativ-definit ist, und daß schließlich Funktionen 
existieren, für die sie ihr Vorzeichen ändert. 

Wir klären dies am. Beispiel der einfachsten Mongz-Amp&reschen Gleichung 


Ay Fa 2 = Oo, %,) > (5) 
wobei p(#,, x) eine im Gebiet 2 stetige Funktion ist. Für den Operator 


De) — 2 De Fr PR; %) 
hat die Form T(®, z) die Gestalt 


TS, 2) = Ryan & —2 Zn & & + Zn & ‘ 
Offensichtlich ist für die Funktionen 2 = u (« + 2) die Form 7(®, z) posi- 
tiv-definit, für die Funktionen 2 = — ai + 2%) ist sie negativ-definit, und 


2 
für die Funktionen. 2 = E («2 — x3) schließlich ändert sie ihr Vorzeichen. 


Die Ungleichung 

Pa; %g) > 0 
‚ ist die Bedingung für die Elliptizität der Gleichung (5). Somit sind die Lö- 
sungen der elliptischen. Gleichung (5) notwendigerweise konvexe Funktionen. 
In der Tat, wenn u(&,, x,) eine Lösung der Gleichung (5) ist, so gilt überall im 
Gebiet Q die Beziehung %,,,, Unn, — Yan, = PR; %) > 0, folglich ist T(®, u) 
überall in Q eine definite Form, die ihr Vorzeichen nicht ändert. 

Neben der Lösung w(&,, x,) besitzt die Gleichung (5) noch die Funktion 
v(&,%5) = —u als Lösung. Deshalb treten bei der Gleichung (5) zwei Klassen 
von Lösungen auf: Für die eine Klasse ist die Form T(d, u) für jede Lösung 
positiv-definit, für die andere ist diese Form für jede Lösung negativ-definit. 
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Diese Tatsache läßt sich einfach geometrisch interpretieren: Die Lösungen aus 
der ersten Klasse sind nach unten konvexe Funktionen, die Lösungen aus der 
zweiten Klasse nach oben konvexe. Funktionen. 

Ebenso weist. jede elliptische Gleichung vom MonsE-Amp&reschen Typ (3) 
zwei Klassen von Lösungen auf. Für die Lösungen der ersten Klasse ist die 
Form T(D,z) positiv-definit, für die Lösungen der anderen Klasse negativ- 
definit. 

c) Ein Analogon zur einfachsten Mongz-Amrüreschen Gleichung für Funk- 
tionen von m Veränderlichen ist die Gleichung 


3% Tg TC 
|2 
70,% %, %, EN 
i ) 
ae de ha a ER er ie | = oz, 2: De). (6) 
Ayla Zimt 2 EZ | 


Als Analogon zur allgemeinen MonGgzr-Amr&rzschen Gleichung im m-dimen- 
sionalen Fall sieht man natürlicherweise eine Gleichung der Form 


| 22,2, nu An EZ + Aya Bu Fr m + Arm 

layer ee a ee al de an ae + Bix, z, Dz) = 0 
| 
| Sy Amı Sr nla + Anz ae BZ + Anm! 


an; hierbei sind A, = A, und B stetige Funktionen in »,z,p. Diese Glei- 
chungen weisen ebenfalls zwei Klassen von Lösungen auf, wobei alle geome- 
trischen Eigenschaften der Lösungen der Gleichung (6) zu denen der Lösungen 
der einfachsten zweidimensionalen Mon@eE-Amp&reschen Gleichung analog sind. . 

Für nicht lineare elliptische Gleichungen wurde das DiricaLetsche Problem 
am, ausführlichsten untersucht. Ebenso wie im. Fall linearer elliptischer Glei- 
chungen besteht es darin, eine Funktion zu ermitteln, die im Inneren des 
Gebietes der gegebenen nichtlinearen elliptischen Gleichung genügt und auf 
dem Rand des Gebietes in eine vorgegebene Funktion übergeht. 


2 


2. Das Maximumprinzip. Der Eindeutigkeitssatz für das Diricauersche Problem 


In der Theorie der elliptischen Gleichungen spielt das sogenannte Maximum- 
prinzip eine wichtige Rolle. Es besteht darin, daß unter bestimmten Bedin- 
gungen die Lösungen elliptischer Gleichungen im Inneren des Gebietes weder 
positive Maxima noch negative Minima aufweisen können. 

Wir verweilen vorerst beim. Fall linearer Gleichungen. 

Das Maximumprinzip. Es sei im Gebiet Q die Gleichung 

Le)= &rl®) 235 + bil) 4 + cla)z = 0 (7) 
gegeben. Wir setzen voraus, daß die Koeffizienten dieser Gleichung in 2 stetig 
sind und daß für alle ze 2 die quadratische Form 


Anl®) & Er 
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‚positiv-definit und die Funktion c(x) nicht positiv ist. Es sei ferner z(x) e C'®(2) 
eine Lösung der Gleichung (7). 

Dann kann z(x) innerhalb von 2 weder negative Minima noch positive Maxima 
haben. 

Im $10 des Kap. 11 wurde das Maximumprinzip für lineare Gleichungen 
unter der zusätzlichen Voraussetzung bewiesen, daß für den Koeffizient c(#) < 0 
gilt.!) 

Aus dem Maximumprinzip folgt unmittelbar der Eindeutigkeitssatz für die 
Lösung des DiricHuLerschen Problems einer linearen elliptischen Gleichung 
zweiter Ordnung. Das Maximumprinzip und der Eindeutigkeitssatz waren für 
elliptische Gleichungen Gegenstand vielfältiger Untersuchungen. Es wurde 
festgestellt, daß die Forderung nach der Stetigkeit für die Koeffizienten der 
Gleichung (7) sowie die Bedingung der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit 
der Lösung wesentlich abgeschwächt werden können. Es genügt nämlich, die 
Koeffizienten der Gleichung als Elemente des Raumes L, und die Lösung in 
Klassen von Funktionen mit verallgemeinerten Ableitungen zu betrachten. 
Der Leser kann entsprechende Resultate in [10], [12] finden. In [1], [2] wurden 
zur Untersuchung des Maximumprinzips und des Eindeutigkeitssatzes für ellip- 
tische Gleichungen geometrische Methoden verwendet. 

Wir wenden uns jetzt dem Eindeutigkeitssatz für das DIRICHLETsche Pro- 
blem. nicht linearer elliptischer Gleichungen zu. 

Es sei F(x,2,p,r) eine Funktion, die für all ze 0, — @<z< +, 
peP,reR definiert und für alle zulässigen Werte der Argumente stetig 
differenzierbar ist. Wie wir im Punkt 1 feststellten, erzeugt die Funktion F 
auf der Funktionenklasse C®(Q2) den Operator 


Öl) = Fix, 2, Dz, D%). 


Wir werden sagen, daß der Operator ©(z) elliptisch konvex ist, wenn aus der 
positiven (negativen) Definitheit der quadratischen Form 
: EL 2 
TB, )= 3 oF(x, 2, Dz, D?2) £, 


4,1 Orik 


Er 


in. bezug auf die Funktionen 2x), 24x) &e C®(Q) folgt, daß diese Form eben- 
falls in bezug auf die Funktionen z’(z) = (1 — r)2° + rz! positiv-(negativ-) 
definit ist, wobei r sich in den Grenzen von 0 und 1 ändert. 

Der Eindeutigkeitssatz für das DiricuLersche Problem. Die 
Funktion F(x, 2, p, r), die für allexe 2, — @<2<+0,pPEeP,reR definiert 
und stetig differenzierbar ist, erzeuge den elliptischen konvexen Operator D(z). Auf 
den Lösungen 21x), 2:(2) e O®(2) der Gleichung 


Fix, 2, Dz, D%) = 0 
'1) Die im $10, Kap. 11 betrachtete Gleichung unterscheidet sich von. der Gleichung (7) 


durch das Vorzeichen der linken Seite, deshalb hat dort die Bedingung für den Koeffizient 
C(z) die Gestalt O(x) > 0. 
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sei der Operator. D(z) positiv-(negativ-elliptisch. Wenn auf dem Rand von Q 
die Funktionen 24x) und 2x2) zusammenfallen und 


Fi&,2,9,r)<0, (Fa, 2,p,r) 20) 


für allexe 2, -— @<z<+@,peP,reR gilt, so stimmen die Funktionen 
24x) und 2°(@) in Q überein. 

Dieser Satz gestattet verschiedene Verallgemeinerungen in der oben ange- 
deuteten Richtung. 

Aus dem Eindeutigkeitssatz für die aemäihe nicht lineare Gleichung vom 
elliptischen Typ können als einfache Folgerungen folgende Eindeutigkeits- 
sätze erhalten werden. 


1. Das Diricnuersche Problem für die quasilineare Gleichung 


KL2 
D rl®, De) zn + bie, 2, De) = 0, 
i,k=] 
wobei (X, p) und bi®,2,p) steiig differenzierbare Funktionen für alle xc 2, 
— <2<- 0, pe P sind, besitzi nicht mehr als eine Lösung, wenn die 
folgenden Bedingungen erfüllt sind: Für beliebigex e Q, - 0<z< + m,peP 
gilt 


&) we> A;rl®, p) & >00, 


i, k=1 


b) b(2,2,P)=0. 


2. Das Diricnuatsche Problem für die MovceE-Amräßssche Gleichung 


De) = 21 2 — + P> A:sl®, D2) zn + Bw, z, De) =0, 


kl 
Ar = Arı 3 


wobei A;(, p) und B(x, 2, p) stetig differenzierbare Funktionen für alle ze 2, 
— o<2<-+ 0,»eP sind, besitzt höchstens eine Lösung, in bezug auf die 
die quadratische Form T(®, 2) positiv (negativ) ist, wenn folgende Bedingungen 
erfüllt sind: Für beliebige ce Q, ze (—00, +00), pe P gilt 


a) — B+ Ay An — Ale > 0, b) B,=0. 


(Es wird die Eindeutigkeit in der Klasse von. Lösungen der Gleichung (7) 
untersucht, bezüglich der die Form 7'(®, z) positiv-definit ist. Die Bedingung b) 
wird durch die Bedingung B, > 0 ersetzt, wenn die Eindeutigkeit der Lösung 
des DIRICHLFETschen Problems in der Klasse von Lösungen der Gleichung (7) 
betrachtet wird, bezüglich der die Form 7(®, z) negativ-definit ist.) 

Für die m-dimensionalen Analoga der MonGz-Amp&reschen Gleichung gelten 
für die Lösung des DiricHhLerschen Problems ähnliche Eindeutigkeitssätze. 

In den oben formulierten Eindeutigkeitssätzen für quasilineare und Mone#- 
Amräresche Gleichungen wurde von solchen Lösungen gesprochen, die zweite 
stetige Ableitungen besitzen. Diese Sätze behalten jedoch ihre Gültigkeit auch 
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kei schwächeren Voraussetzungen bezüglich der Differenzierbarkeitseigen- 
schaften der Lösung. So genügt es zum Beispiel, daß man die Zugehörigkeit 
der Lösung zur Klasse W,® für ein gewisses p > m fordert (m ist die Dimension 
des Raumes). Vom geometrischen Standpunkt aus gesehen ist der Eindeutig- 
keitssatz für die Monse-Amräresche Gleichung von besonderem. Interesse: Zu 
Spezialfällen der Mongze-Amrireschen Gleichung führen die grundlegenden 
Probleme der „Geometrie im Großen‘, die mit Fragen der Existenz und Ein- 
deutigkeit einer Fläche mit gegebener innerer Metrik, mit gegebener Funktion 
‚der Hauptnormalkrümmungen u.a. in Zusammenhang stehen. Es sind Me- 
thoden erarbeitet worden [13], [14], die es unter recht schwierigen Bedingungen 
gestatten, ein Analogon zum Maximumprinzip auf die erwähnten. Spezialfälle 
der MongzE-Amrürsschen Gleichungen anzuwenden und somit Eindeutigkeits- 
sätze für die Lösung des DirichLetschen Problems für diese Gleichungen zu 
erhalten. 


3. Existenzsätze 


Einen zentralen. Platz in der Untersuchung der Lösbarkeit nichtlinearer 
elliptischer Gleichungen nimmt das DiricHhLetsche Problem ein. Die Beweise 
der Existenzsätze für die Lösung dieser Aufgabe sind überaus schwierig, und 
im Rahmen dieses Anhanges können wir nur einen sehr kurzen Abriß der 
grundlegenden Methoden und Resultate geben. 

Die Hauptriehtung der Untersuchungen im erwähnten Gebiet wurden durch 
zwei Probleme von D. HıLzert (dem 19. und 20.) bestimmt, die von 
ihm. im Jahre 1900 formuliert wurden. Das erste hatte die Hypothese zum 
Inhalt, daß alle hinreichend glatten Lösungen elliptischer Gleichungen mit 
analytischen Koeffizienten ebenfalls ‘analytische Funktionen sind; das zweite 
bestand im, folgenden: Es war zu beweisen, daß das Variationsproblem der 
Bestimmung einer Funktion, die auf.dem Rand einen gegebenen Wert annimmt 
und die dem Funktional 


J(2) = [ plx, 2, De) de 
2 


seinen. kleinsten. Wert erteilt (wobei oz, 2, p) eine beschränkte und nach unten 
konvexe Funktion der Veränderlichen p,,. . ., pm ist), stets eine Lösung be- 
sitzt, wenn man diese in einer hinreichend großen Klasse. von Funktionen 
sucht. Da die Euregsche Gleichung für die Funktion, auf der das Funktional 
sein Extremum annimmt, eine quasilineare elliptische Gleichung 


m 
53 ö (28) PB _ 0 
il 0%; 0B; 02 
ist, so verflocht sich in den nachfolgenden Untersuchungen dieses Problem. 


eng mit der Untersuchung des DiricaL#tschen Problems für quasilineare 
elliptische Gleichungen. 


31 Michlin 


a 
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Die ersten fundamentalen Resultate für nicht lineare elliptische Gleichungen 
allgemeinen Typs mit zwei Veränderlichen, in denen die Lösung der HILBERT- 
schen Probleme enthalten war, wurden in den klassischen. Arbeiten von 8. N. 
BERNSTEIN in den Jahren. 1908—1912 erhalten. S. N. BERNSTEIN zeigte, daß 
dreimal stetig differenzierbare Lösungen nicht linearer analytischer Gleichungen 
elliptischen Typs analytische Funktionen. ihrer Argumente sind. Weiterhin 
wurden von ihm bezüglich der Lösbarkeit des Drichtetschen Problems für die 
Gleichung 


Fa, %y, 2, 21, Ay, Sy iS 2) = 0 (8) 


folgende Resultate erhalten. Unter der Voraussetzung, daß die Funktion F 
in allen Argumenten analytisch ist und daß die Randbedingungen ebenfalls 
analytisch sind, beweist S. N. BERNSTEIN, daß die ursprüngliche Aufgabe eine 
Lösung in der Klasse der analytischen Funktionen besitzt, wenn in das DIRIcCH- 
ersche Problem. für die Gleichung (8) auf analytische Weise ein Parameter 
te [0, 1] so eingeführt werden kann, daß das DiricHhietsche Problem für t = 0 
eine analytische Lösung besitzt, für t = 1 in die ursprüngliche Aufgabe über- 
geht und daß man schließlich für alle te [0, 1] gleichmäßige Abschätzungen 
für die Lösungen aller Diric#LeTschen Hilfsprobleme in der Metrik des Raumes 
C® erhalten kann (dabei wird nur die Existenz der Lösung vorausgesetzt). 
Für quasilineare Gleichungen genügen schon Abschätzungen der Lösungen der 
Hilfsaufgaben in. der Metrik von C®. 

Abschätzungen für Lösungen von Differentialgleichungen, die nur unter der 
Voraussetzung der Existenz der Lösung erhalten werden und bei deren Er- 
mittlung nur die Eigenschaften der Koeffizienten der Gleichung und die Eigen- 
schaften der Randbedingungen der Aufgabe benutzt werden, nennt man ge- 
wöhnlich apriori-Abschätzungen. Für analytische Diricaversche Probleme im 
Falle zweier Veränderlicher zeigte es sich, daß die Frage nach der Lösharkeit 
des DiricHterschen Problems auf die Frage des Nachweises von apriori- 
Abschätzungen in der Metrik von C® für allgemeine Gleichungen und in der 
Metrik von CW für quasilineare Gleichungen zurückgeführt werden kann. 

Für quasilineare elliptische Gleichungen 


2 
I a;nl®, De) zn + biz, 2, De) = 0 
i,k=1 
mit en Koeffizienten, die für alle x € 2, kl=zM, pi +9 > 1.die 
Bedingung 


2 
POS Ru 3 al, P) P7 Pr 
5 k-1 
erfüllen, wobei Ry eine nur von M abhängige Konstante ist, sind apriori-Ab- 
schätzungen der Absolutbeträge der ersten Ableitungen. für das DIRICHLETsche 
Problem. nachgewiesen worden. Dabei wird vorausgesetzt, daß das Gebiet 2 
durch eine analytische Kurve mit streng positiver Krümmung begrenzt wird, 
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die Relation. 2 =0 gilt und eine apriori- Abschätzung .des Betrages der 
2 

Lösung zur Verfügung steht. Die Existenz einer apriori-Abschätzung des Be- 

trages der Lösung ist garantiert, wenn 2 = const < 0 gilt. 


Für die erwähnte Klasse von Gleichungen wurde die Lösbarkeit des DreioH- 
tetschen Problems bewiesen. Das Variationsproblem für das Minimum, des 
Funktionals 


f p(&, 2, De) de , (9) 
8 


wobei p die Ungleichung 


5 2 
5, k=1 7 Er = Mn & a 
erfüllt, führt auf die Lösung des Diricazetschen Problems für eine quasi- 
lineare Gleichung der oben erwähnten Klasse; somit erweist sich diese Va- 
riationsaufgabe ebenfalls als lösbar. Die Resultate von S. N. BERNSTEIN konnten. 
auf die Räume 0%* der HöLper-stetigen Funktionen übertragen werden. In 
diesen Räumen werden die aufgezählten Resultate einfacher und natürlicher 
formuliert. Die grundlegenden Sätze von 8. N. BERNSTEIN über allgemeine 
elliptische Gleichungen und Variationsprobleme wurden bei verhältnismäßig 
schwachen Forderungen an die Glattheit bewiesen. (Es genügt die Zugehörig- 
keit der Lösung zum Raum 0%* im Falle allgemeiner Gleichungen und zum 
Raum C'* im Falle von Variationsproblemen zu fordern.) Die. erwähnten 
Beweise basieren auf den Arbeiten von J. S. SCHAUDER über apriori-Abschät- 
zungen und über die Lösbarkeit von Randwertaufgaben für lineare elliptische 
Gleichungen in Räumen HöLpER-stetiger Funktionen. J. LERAY und J. SCHAUDER 
arbeiteten topologische Methoden zur Lösung elliptischer und einiger anderer 
Funktionalgleichungen aus. Diese Methoden stellen eine weitgehende Verall- 
gemeinerung der Methode von 8. N. Bernstein der Fortsetzung bezüglich 
eines Parameters dar. 
' Parallel dazu wurde in einer Reihe von. Arbeiten, deren Anfänge bei D. 
HILBERT liegen, die Lösung von Variationsproblemen auf anderem Wege in 
Angriff genommen. Es wurden. sogenannte direkte Methoden geschaffen, die 
eine Minimalfolge liefern, die zu der Funktion konvergiert, welche das Ex- 
tremum des gegebenen Funktionals realisiert. Dabei gelingt es ohne zusätzliche 
Untersuchung, lediglich die Zugehörigkeit dieser Funktion zu einem Raum. der 
Gestalt W,®, p > 1, nachzuweisen. Es ist natürlich, diese Funktion als ver- 
allgemeinerte Lösung des Variationsproblems anzusehen. In derartigen Kon- 
struktionen spielt die Anzahl der unabhängigen. Veränderlichen in der Regel 
keine Rolle. 

Im. Falle zweier unabhängiger Veränderlicher kann man eine hinreichende 
Glattheit der Lösung sichern, wenn: man dem Integranden im Funktional (9) 
verschiedene Glattheitsforderungen auferlegt. 
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Der Beweis der Glattheit der verallgemeinerten Lösungen im Falle m > 2 
erforderte die Ausarbeitung einer neuen Methodik der apriori-Abschätzungen 
in 0%*, die die Spezifik einer großen Anzahl von Veränderlichen berücksichtigt. 
Eine derartige Methodik ist für Funktionale der Gestalt (9) ausgearbeitet 
worden, in. denen der Integrand (x, z, p) für |pl — ©© die Wachstumsordnung 
Ip, «>1, hat. Es wurden eine Reihe von Sätzen über die Lösbarkeit und 
die Differenzierbarkeitseigenschaften der Lösung für das Variationsproblem (9) 
formuliert; in vielen Fällen zeigte es sich, daß die der Funktion » auferlegten 
Forderungen nicht weiter abgeschwächt werden können. Es wurden Sätze über 
die klassische Lösbarkeit quasilinearer elliptischer Gleichungen der Gestalt 


4;r(®, 2, De) 


0% 
+ als, 2, De) — 0 
0%; 0% 


(indivergente Gestalt) und 

I anlr, 2, Dz) + al, z, Dz) = 0 

Ö%% j 

(divergente Gestalt) formuliert und bewiesen. In den Bedingungen dieser 
Sätze tritt eine gewisse Abstimmung der Wachstumsordnung für die in. die 
Gleichung eingehenden Funktionen auf, bei der diese oder jene Regularität der 
Lösung gesichert ist. Eine ausführliche Darlegung aller diesbezüglichen Fragen 
kann man in [10] und in [8] finden. In letzter Zeit erschien eine Reihe von 
Arbeiten, in denen entartete Variationsprobleme untersucht werden (der Fall 
& = 1). Diese Aufgaben stehen mit dem klassischen Problem über die minimale 
Fläche in engem Zusammenhang. j 

Eine Reihe von Arbeiten ist Existenzsätzen für die Moxa&-Amrärksche 
Gleichung gewidmet. In den Arbeiten von A. D. ALExXANDRow wurden in 
geometrischen Termini einige Probleme formuliert, die mit dem Aufbau kon- 
vexer Flächen mit Hilfe ihrer inneren Metrik, mit Hilfe der GAussschen Gesamt- 
krümmung sowie anderer Charakteristiken zusammenhängen. Außerdem wurden 
geometrische Methoden zur Lösung dieser Aufgaben ausgearbeitet. Vom. ana- 
Iytischen Standpunkt aus betrachtet geht es hier um die Konstruktion. der 
 verallgemeinerten. Lösungen für einige Spezialfälle von Monae-Amrirzschen 
Gleichungen. Im Falle, daß die geometrischen Charakteristiken der Aufgabe 
hinreichend glatte Funktionen sind, erweisen sich die verallgemeinerten Lö- 
sungen ebenfalls als glatt [14]. 

In letzter Zeit wurden verallgemeinerte Lösungen für große Klassen von 
Monez-Amp&reschen Gleichungen und ihrer mehrdimensionalen Analoga unter- 
sucht (s. [3], [14)). Für die Mongz-Amrärzsche Gleichung wurde im, Falle 
hinreichend glatter in die Gleichung eingehender Koeffizienten und hinreichend 
glatter Randbedingungen die Glattheit der verallgemeinerten Lösung nachge- 
wiesen. 

Die. verallgemeinerten Lösungen des Dieichuerschen Problems (siehe z. B. 
[5]—[7]) wurden für eine große Klasse quasilinearer stark elliptischer Systeme 
beliebiger Ordnung untersucht. 
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